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Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 
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TRAITE 

DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


CONSTRUCTION  DES  TABLES. 


j\ous  avons  exposé  dans  le  volume  précédeiil  la  ihéorie  des  Fonctions 

elliptiques  et  nous  en  avons  fait  rap]>lication  à  plusieurs  problèmes  impor- 

Dd^nique;  maintenânl  uqus  alloDS  nous  occuper 

laire  de  comtruire  pour  que  l'usage  des  Fcmctions 

roduit  dans  l'analyse,  à  l'i(i»tdr.  des  FonctioDs  cltr- 

1  de  réduire  en  tablée  les  fonctions  de  la  troisième 
iennent  deux  constantes  arbitraires  outre  la  va- 
nsîii  Taudrait  que  ces  tables  fussent  à  triple  entrée, 
chose .tout-à-fâît  inexécutable,  rtous  rappellerons  seulement,  relativement  à 
ces  fonctions,  i°.  que  le  cas  des-pamnètres  imaginaires  se  réduit  toujours  à 
celui  des  paramètres  réels ,  a*,  que  les  fonctions  oomplèles  de  ce  genre  s'ex- 
priment toujours  par  des  fonctions  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce; 
3°.  qu'il  y  a  une  infinité  de  cas  particuliers,  déterminables  algébriquement^ 
où  une  semblable  réduction  peut  avoir  lieu}  4**  qu'on  peut  pareillement 
trouver  une  infinité  de  cas  où  une  foQCtion  donnée  de  troisième  espèce, 
est  réductible  indéfiniment  à  la  première  espèce;  5*.  enfin,  que  dans  tous  les 
cas  la  valeur  aussi  approchée  qu'on  voudra  de  toute  fonction  de  troisième 
espèce,  peut  être  trouvée  par  des  séries  régulières  et  très  convergentes. 

Toute  la  difliculté  se  réduit  donc  à  construire  des  tables  qui  représentent 
les  fonctions  de  première  et  de  seconde  espèce ,  calculées  pour  un  nombre 
déterminé  de  valeurs,  tant  du  module  c  que  de  l'amplitude  f,  aiîn  d'en 
pouvoir  déduire  par  interpolation,  les  valeurs  des  mêmes  fondions  corres- 
pondantes à  toutes  valeurs  dohnées  des  quantités  c  et  ip. 

Nous  allons  faire  voir  quels  sont  les  moyens  qu'on  peut  employer  pour 
T.  11.  I 
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parvenir  à  Texécutlon  de  la  table  générale  que  nous  venons  d'indiquer  j  mais 
d'abord  nous  nous  occuperons  de  la  table  des  fondions  complètes  qui  est 
d'un  usage  plu&  firéquent  et  dont  la  construction  ne  présente  pas  de  si 
grCbdes  di(&ttliiés. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

Du  calcul  des  fonctions  complètes. 

643.  Nous  supposerons  en  général  qu'on  veut  calculer  les  logarithmes  des 
fiwctîons  dont  il  s^agit  jitôqu'à  i4  déciaaales,  parce  que  ce  nombre  est  celui 
qM  tomportent  ieà  taM^  les  plus  étendues  qui  aient  été  publiées  jusqu'à 
pf^aent,  satoir  :  Vjiritfimeiica  lùgarUkmica  de  Briggs  et  la  Trigonometria 
Britannica  du  même  auteur.  Les  exemples  que  nous  appoilerons  dans  cette 
bypothèse  feront  ^luger  aMiémadt  des  simplifications  dont  les  calculs  sont 
susceptibles,  lorsqU'OC»  tte^^ôlli^  c^tenir  que  dix  ou  un  moindre  nombre  de 
dëontooles  exactes* 

Ont  veiTiB bientôt  ^e les  wéines  données  qui^erventà  calculer lesfonttions 
F'^^^Ë^ÇyServeni  aossi  à  ioaibuler  ks  fonctions <H>mpIémentairesF'6,  £'&;  c'est 
pourquoi  nous  ne^oimsidéfeitffis  xfot  les  valeurs  de  c  moindres  que  sin  45^. 
Ijoraque  \%  module  proposé  wra  plus  grand  que  sin  iiS^y  on  échangera  entre 
elles  les  lefatres*^  etis  afin  «que  c  désigne  tx>ujours  la  plus  petite  des  deux. 

U  iatat  d'iabord  former  PécbeHé  des  modules  e^  à^^  c"^,  etc.  et  celle  de 
lenrs  eompléraens  A,  h^y  A**, ^ett).  ;  tnais  le  nombre  de  termes  à  calculer  varie 
swvBDt  la  grandeur  du  nodule 'primitif,  et  il  importe  d'établir  des  divisions 
générales  qui  fii&eM  d'tme  manière  précise  le  nombre  de  ces  termes. 

644-  ^  ^^^  qu'on  se  propose  étant  d'obtenir  autant  qu'il  est  possible 
ï4  décimales  exactes,  si  on  est  parvenu  à  un  terme  h^  tel  que  — logA^ 
soil  tnoihdre  qu'une  demi- unité  décimale  du  i4*  ordre,  alors  on  pourra 

regarder  log  b^  comme  nul,  etàplus  forte raisoiu  las 4^erme6  suivaDslog:^*^', 

logA^"*"^,  etc.;  ainsi  A**"^'  sera. le  derniipr  des  bernes. 6,  i%**^,  dowt  il  faut 
tenir  compte. 


CHAnTRE  ï.  3 

La  série  des  «odales  «,  ^,  c%  «ke.  oompi^eind  toojoarB  tm  teitM  de  fi^s; 

«He  devra  par  tjonséquent  être  tenninëe  au  module  c/^.  La  raison  len  est 

I 
qu'un  a  alawiî^5=:Ci^^^*^0**^?^»  ^t  ^aio^  lie  Jogaiûtbwe  de  *^   ^  est 

nécessaire  pour  composer  la  valeur  de  log  c^. 

Passé  le  terme  c'*,  il  n'y  a  pas  lieu  de  considérer  le  suivant  cH-^  ^  parce 
qu'on  aura  sans  wreur  sensible  c^^' 33  (i- </*)•,  et  qu'ainsi  la  quantité 

—  log  —  ne  change  pas  en  mettant  ft  -|«  i  à  Ja  place  de  {i. 

Cela  posé ,  il  est  facile  de  voir  qu'on  connaîtra  les  limites  des  differens 
cas,  en  commençant  par  déterminer  la  valeur  dp  module  c  qui  donne 
pour  son  complément  Iqg  &=  —-  j-  (  10)"'*. 

Le  module  supposé  e  :étant  e^trêmiemeut  petit,,  on  .a  id'upe  .mauiière  suf- 
fisamment exacte  &=3:a<—j<?*  et  Jqgi;=î=-^iî«W?*(*)j  doue  c*cplVl(io)""** 
et  c  =  (io)-Mv/M,  on 

logc  =  3. 181 1078. 

Si  on  assimile  c  au  ^us  d'an  arc ,  on  trouvera  que  cet  arc  n'est  qu'une 
fraction  dé  seconde  et  qu'on  ii  c==sino''o3f3- 

Il  faut  maintenant  partir  de^e  module  très  pfstijb  pour  former  la  suite 
des  modules  croissans  c,  c\  c",  c"\  etc.;  c'est  un  calcul  qu'on  pourra  faire 
d'une  manière  suOisammenrt  «xacte  pour  nota*e  <^et,  par  ;une  ^tafele  &  sept 
décimales  seulement. 

On  aura  d'abord  d  =s^^^^^  ou  simplement  d ^^i^c^  ce  qui  donne 

log  c'  =  6 .  89 1 5839  et  €^  ==  sin  o*a'4o"7o. 

Pour  avoir  c''^feis€/Œ5tang*'içft,.j!ai£tang|iÔŒ8/^^ 
e  =  3*  I  i'5i"56;  donc  £/'  =  sin  3^1  i'5i"56  et  log  c"  =  8 . 7464836. 

Si  on  fait  de  nouveau  c"  =  tang*  5  ô' ,  on  ^ura  l  tang  7  V  =^9 .  373341-3 1 
\  ^^  =  •i3^i7'r8Va4,  t  =s  i6^34'37*'68  ;  donc  d''  p=  sin  ^16^4^7'^  et 
log  c/^' =  9.6506981. 

Soit  enfin  c'"=tang4fl'{,  onaura  /tangifl''=;ï9.825349o,  i6'^=33*46'4y  i5, 
fl'^=67*33 W'3o  ;  ddw;  c"l=;#in67!33^t>''3o-*tl^tî»\»9.^7698.' 

(*)  Dans  tous  les  calcttls  logarithmiques  qui  suivent^  nous  désignerons  constamment 
par  la  lettre  m^  le  nombre  connu  o .  434^9 >  etc.  dont  le  logarithme  est  9. 68758  43 1 1 3  o^'i^ 
et  par  la  lettre  M  son  inverse  a  .'3oiS8^  etc. ,  dont  le  logarHhme  e^  o .  8622 1  56886  99463 . 
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645.  II. résulte  des  ôalculs  précédeus,  i*.  cpie  depub  c=  sih  67^33-  jus- 
qu'à ^  =  sia  26*34'  on  devra  se  borner  à  calculer  les  quatre  termes  A,  ^, 
*•%  *••%  et  les  cinq  c?,  c^,  c°^,  c***,  c**«*; 

2*^.  Que  depuis  ^=£sm  a6*34'  jusqu'à  <j=^sin  3*i  1',  on  n^aura  à  calculer 
que  les  trois  termes  A,  i',  i'*^  et  les  quatre  c,  c*,  c*',  c°****; 

3*.  Que  depuis  c  =  sin  3*i  l' jusqu'à  c  =  sin  o**a'4o",  il  suflira  de  calculer 
les  deux  termes  i,  i**,  et  les  trob  c,  c%  c'*; 

4*.  Que  depuis  c=s  sin  o*2'4o''  jusqu'à  c=:sin  0^0313,  il  suffira  de  cal- 
culer le  terme  i^  et  les  deux  c?,  c?*; 

5*.  Enfin  qu'au  -  dessous  de  c  =  sino"o3i3,  on  n'a  besoin  que  du  seul 
terme  c. 

Tel  est  le  nombre  des  termes  de  la  série  des  modules  et  de  celle  de 
leurs  complémens,  qu'il  sera  nécessaire  de  calculer  dans  les  différens  cas, 
poin*  obtenir  14  décimales  exactes  dans  les  logarithmes  des  fonctions  F'c, 
E'c,  F'i,  E'5.  Nous  allons  faire  voir  maintenant  comment  les  calculs  de 
ces  modules  peuvent  être  effectués  de  la  manière  la  plus  facile. 

Formation  de  l'échelle  des  modules, 

646.  Connaissant  les  logarithmes  de  c  et  ^,  il  s'agit  de  trouver  ceux  des 
termes  suivans  c*  et  6**.  Pour  cela,  soit  c*=^,  l'équation  A**c?  =  2 1/( ôc^ ) 

donnera' x  =    *    ^  (1  —  or*) ,  et  en  faisant  p  =    *  ^  ,  la  valeur  de  x  dé- 
veloppée en  série  régulière  sera 

^  =  Z'  -  f  •  4;»'  4-  p .  16/»»  —  ^8  r64p\+  etc. 

Mais  it  importe  de  calculer  directement  logo:;  or  la  valeur  J?=  ^^  ^  ^""' 
donne 

d'où  l'on  tire  en  intégrant, 

•    I  1  «.  I  ^    1     3.5   4p^  .  3.5.7    V 

•og^==lo^;>-/^  +  r.;^*-^ -^  +  ^7^.-1- -etc. 

Ces  logarithmes  sont  hyperboliques;  pour  les  changer  en  logarithmes  vul- 
gaires, il  faut  multiplier  les  parties  algébriques  par  m]  c'est  pourquoi  fai- 
sant 

P  s=  mp^  —  1  mp^  +  ^  mp^  —  etc., 
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on  aura  log  j:  ou 

logc'^sslog;?  —  P     et     log*'  =  —  JP; 

aiosi  on  connaîtra  à  la  fols  log  c^  et  log  b^. 

La  même  formule  servira  à  calculer  les  termes  c^  et  A***,  au  moyen  des 
deux  précédens  c?**,  6%  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  formé  l'échelle 
entière  des  modules  dans  les  limites  déterminées  par  l'art.  645. 

Nous  remarquerons  qu'en  supposant  toujours  qu'on  veuille  obtenir  1 4  dé- 
cimales exactes,  la  valeur  de  P  ne  comprendra  jamais  plus  de  trois  termes; 
on  trouvera  même  que  le  troisième  ne  devient  nécessaire  que  lorsque  c  est 
peu  éloigné  de  la  limite  sin  45*;  dans  les  autres  cas,  il  suffira  des  deux  pre* 
miers  termes  /??/>•  —  |  mp^^  et  souvent  du  seul  premier  terme  mp^. 

647.  Si  la  première  valeur  du  module  c  est  donnée  sous  la  forme  c^sinO, 
et  qu'en  même  temps  l'angle  0,  ainsi  que  sa  moitié,  se  trouve  directement 
et  sans  interpolation  dans  les  tables,  alors  on  aura  immédiatement  les  quatre 
modules  e?,  i,  c%  i**,  par  les  formules 

c=sinfl,     A  =  cosfl,     c^stang^jO,     *•  =  — î~. 

On  calculera  ensuite  les  termes  c**,  i*"*  en  les  dédui^nt  des  termes  précé- 
dens c®,  i®,  par  les  formules  de  l'article  précédent.  C'est  ainsi  qu'on  a  pro- 
cédé dans  les  calculs  qui  ont  servi  à  former  la  Table  générale  des  fonctions 
E'c,  F'c  dont  nous  parlerons  bientôt. 

648.  Si  la  valeur  de  c  est  donnée  en  nombres  rationnels  assez  simples ,  il 
pourra  être  facile  de  trouver  les  valeurs  logarithmiques  de  &,  c°,  i^  au 
moyen  des  formules 

et  pour  cet  effet  on  emploiera  la  Table  connue  qui  donne  jusqu'à  i5  ou 
20  décimales,  les  logarithmes  des  nombres  de  i  à  1161,  ou  même  de  i 
à  I300.  Les  calculs  seront  encore  plus  faciles  si  la  valeur  de  b  est  donnée 
immédiatement  en  nombres  simples. 

Si  on  ne  connaît  que  log  c  ^  dont  le  double  sera  log  c^y  on  cherchera  dans 
une  Table  ordinaire  à  sept  décimales,  un  nombre  qui  approche  de  c*  jus- 
qu'à la  sixième  ou  la  septième  décimale  ;  on  transformera  ensuite  cette  va- 
leur en  fraction  continue,  afin  d'obtenir  une  fraction  ordinaire  exprimée  eu 
nombres  assez  simples  qui  approche  beaucoup  de  la  valeur  de  c^.  Cela  posé, 
on  appliquera  la  formule  suivante  qui  sert  à  trouvt^r  facilement  log  (i4"A)^ 
lorsqu'on  connaît  log  A  : 


6  CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPTIQUES, 

log  A  =  log  û  H-  r, 
log(i=fc:A)  =  log(i±«)±^(.  +  ^)j 

et  pouc. faciliter  le  calcul  de  cette  formule,  on  fera 

,f  ■—  _Zl_      log  ft  =  fa  -ï^  y^  ir', 

et  on  aura 

log  (i  =t:  A)  ==  log  (i  t±:û)±  R. 

Par  le  moyen  de  log  c%  on  connaîtra  Jonc  log  (i  — c*),  ou  2  log  i  j  ensuite 
il  faudra  trouver  log  (  1  +  ^),  ce  qui  se  fera  par  l'application  de  la  même 
méthode.  Enfin  connaissant  log(ï  +  i),  on  aura  immédiatement  les  loga- 
rithmes de  c*  et  i*,  par  les  foimules 

649*  Si  on  ne  veut  pas  pousser  l'approximation  au-delà  de  dix  décimales, 
le  calcul  des  premiers  modules  se  fera  sans  difficulté  par. les  Tables  de  Vlacq 
ou  de  Yega,  en  faisant  les  interpolations  nécessaires,  et  ayant  égard  aux 
secondes  différences.  On  peut  à  cet  effet  suivre  deux  méthodes  différentes. 

i^.  Étant  donné  log  c  ou  log  sin  0,  on  clierchera  l'angle  0  avec  tout  le 
degré  d'exactitude  que  la  Table  comporte,  c'est-à-dire  en  calculant  les  frac- 
tions de  seconde  jusqu'à  la  cinquième  décimale  au  moins  ^  8  étant  «onnu, 
on  aura  par  les  interpolations  ordinaires ,  les  logarithmes  des  quantités  b^ 

c%h%  savoir  :  *s=cosô,  c*  =  tang*ie,  ^b^ziz^^^. 

Ces  calculs  pourraient  être  faits  de  la  même  manièi^e ,  lorsqu'il  s'agira  de 
trouver  c^  et-é^»;  mais  ils  deviendraient  plus  con^pliqués ,  et  les  iûterpola- 
tions  moins  exactes  à  raison  de  la  petitesse  du  nouvel  angle  0.  Il  sera  donc 
préférable  alors  de  se  servir  de  la  méthode  de  l'art.  646. 

2®.  Pour  éviter  les  interpolations  assez  pénibles  qu'exige  la  méthode 
précédente,  on  peut  opérer  comme  il  suit. 

L'angle  8  auquel  répond  /  sin  8 ,  tombe  toujours  entre  deux  angles  de 
la  Table,  qui  ne  diffèrent  entre  eux  que  de  10''.  Soit  a  celui  des  deux 
qui  est  multiple  de  20",  et  soit 

/  sin  fl  ==:  /  sin  a  H-  r  ; 
on  déduira  de  là  9 

l  cos  8  :=  /  cos  a  -^  r  tans*  a  (   1  H —) , 

l  tang  i  fl  =  Z  tang  ±  a  +  ^^  (  i  + 1  Mr  tang*  «). 


CHAPITRE  I.  7 

Ainsi  on  connaîtra  les  logotrithmea  rie  b  et  c^e  c^  y  ensuite  on  aura  celui 
de  i*  par  la  formule  i®  =    ^    — . 

Si  Ton  fait  /  ços  6  ;;s  /  cos  «  —  R ,  /  tang  7  6  sb  i  tang  7  a  +  S ,  le 
calcul  des  corrections  R  et  S  deviendra  fort  simple  par  le  moyen  suivant. 
Soit  r'  :=  /'  tang*  a ,  on  aura 

log  R  =  log  r' *t- r' +  > , 

logS=«log-î-+ir'; 


OOSct 


Au  reste  il  n'est  point  à  çraindrç  que  }es  erreurs  ^  multiplient  dans  ces 
calculs ,  pviisqu'on  supppse  toujours  6  ou  ^  <  45^**. 

Formules  po^r  le  o^^lçul  dss  quatre  fondions  F'c,  E*c,  F'b,  E'A. 

•  600.  Nous  palpons  toujours  de  Thypothèse  que  Ton  veut  avoir  les  io- 
garîibmes  de  ^es  quatre  fonctions ^  approchés  jusqu'à  la  quatorzième  dé- 
cimale ;  d'ailleurs  on  peut  toujours  supposer  c  <  sin  45*.  Cela  posé,  nous 
cQ^nmencer^QQs  par  Iç  c^s  qui  .ç;^igfD  Jes  pJu»  longs  «calculs,  celui  oii  le  module 
c  est  compris  entre  sin  45®  et  tsin  :i6*  54'  ;  ^Jors  l'échelle  des  modules  doit 
être  prolongée  jusqu'aux  tçrmes  i*^,  c*^**,  inchisivemei^t.  Les  autres  cas 
seront  susceptibles  de  diverses  simplifications  à  ;nesure  que*  le  module  c 
deviendra  plus  petit. 

Les  valeurs  de  F'c,  E'c  se  trouvent  d'abord  ^nmédii^tement  par  les  for- 
mules 

Popr  simphfier  le  calqul  du  çp^iÇ^ent  L^  j!observe  que  les  deux  termes 
7  c^*c^  (  I  +  î  ^'**)  peuvent  se  réduire  .à  un  seul  j  car  on  a  d'une  manière 

suffisamment  exacte,  i  +1  c^"^  =  v/(i  +  ^^)  =l/("^5r");  d'""  ^^^^ 

côté ,  -Sps-  =  '^.  Donc 


Ainsi  faisant  r  =  i  c°»c^ .  ^ — ,  on  avfra 


8  CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPTIQUES , 

E*c  =  j^  F'c  (  I  —  r). 

Lorsque  c  est  donné  sous  la  forme  sin  6  j  et  que  Fangle  B  ainsi  que  7  0  ^  se 
trouve  immédiatement  dans  les  Tables,  on  a  plus  simplement 

Tout  se  réduit  donc  à  trouver  log  (  i  —  r) ,  ce  que  Fon  fera  par  la  for- 
mule log  (  I  —  r)  =  — •  mr  —  5  mr*  —  j  mr^j  dont  il  suffira  de  calculer 
trois  termes  au  plus. 

Le  premier  terme  mr  de  cette  valeur  peut  être  calculé  avec  une  précision 
suffisante  par  des  Tables  à  dix  décimales  ;  car  il  ne  peut  avoir  au  plus 
que  dix  chiffres  significatif  :  et  quand  même  il  y  aurait  une  erreur  d'une 
ou  de  deux  unités  sur  le  dixième  chiffre  signiffcatif,  qui  sera  au  rang  de 
la  quatorzième  décimale ,  cette  erreur  sera  confondue  avec  celles  dont  les 
autres  logarithmes  sont  susceptibles  ;  car  en  poussant  l'approximation  jus- 
qu'à la  quatorzième  décimale,  on  ne  peut  prétendre  que  la  quatorzième 
décimale  sera  toujours  exacte. 

65 1.  Venons  maintenant  au  calcul  des  fonctions  complémentaires  F'^, 
E*ô.  Les  formules  des  art.  7a  et  93  donnent ,  après  avoir  échangé  entre 
elles  les  lettres  i  et  c,  et  en  supposant  /te  =5 4» 

On  voit  d'abord  qu'on  a  exactement  K'  =  R,  et  qu'ainsi  K'  est  déjà  connu; 
ensuite  pour  changer  les  logarithmes  compris  dans  ces  formules  en  loga* 

rithmes  vulgaires ,  soit  ^  c=  —  log  -~  ;  ce  logarithme  tiré  immédiatement 

de  la  série  des  modules,  sera  un  logarithme  vulgaire,  et  on  en  conclura 

F«i  =  KM*. 

Pour  calculer  E*A ,  il  faut  connaître  le  coefficient  V  ;  or  les  formules  des 
art.  cités,  donnent,  après  les  permutations  convenables, 

L'  =  ci/<f  -  cy/ibd'ô-)  -  c  y/(^^Ç^)  -  elc. 

Cette  suite  est  fort  convergente ,  mais  ou  peut  lui  donner  une  forme  plus 
commode  ;  en  effet,  ou  a  les  équations 


9 


CHAPITRE  1.  9 

\/{b&')  =  i  *V ,  d'où  résultent  /(*c*c~)  =  ^  4»c/c~ , 

etc.  etc. 

doDC 

V  =  ci/c«  —  ^ (f¥y/(f^  —  i c^eh^^if^  —  ^  c»c*c^Â**«v/c*^  —  etc. 
Pour  rendre  cette  expression  tout  à'  fait  rationnelle ,  on  substituera  les  va- 
leurs i/c*  =  -  (i  -|-  c*) ,  |/c**  =  —  (i+0>  ^^^'î  ^*  ^^  observant  qu'on  a 

**  =  r+^>^=i4,e>oo?  etc.,  a  viendra  enfin 


c» 


L'=^(  1 +c*)  — ^c*c*  (i  —  c^)  —  J  c»c«c^(i  —  c^)  —  etc. , 

ou 

L'  =  i€?*+ic»c*+i  c»c*c^  +  T^  c»c*c^c*^  +  etc. 

G)mparant  cette  expression  avec  celle  du  coefficient  L  (art.  90)  qui  sert 
à  déterminer  £'c,  on  trouve  exactement  L'  =3s  1  —  L. 

Ce  résultat  aurait  pu  se  déduire  directement  de  notre  théorème  sur  les 
fonctions  complémentaires ,  savoir , 

-  =  F*cE*A+ F'*E*c  —  F'c  F*4; 

car  en  substituant  dans  cette  équation  les  valeurs  F'^ss^R,  E'^ssLF'c, 

E'^  =  LT'ft  +  V  9  on  trouve  immédiatement 

L'  =  I  —  L; 

ainsi  on  a  une  nouvelle  vérification  du  théorème  dont  il  s'agit 
65a.  n  suffit,  pour  l'approximation  que  nous  voulons  obtenir , de  prendre 

mais  ces  quatre  termes  seraient  peu  commodes  pour  le  calcul  logarithmi- 
que ,  et  on  va  voir  qu'ils  peuvent  être  réduits  à  deux. 

En  efiFet  soit^  =  1  +  ï  ^  +  ?  ^c**  +  \  c^c^c^,  j'observe  d'abord  qu'on  a 
I  +  c^  =  îS^*  j  donc  I  +  ^  c^  (  I  +  c^)  =  1  +  l/^j  et 

T.  n.  a 


■( 


y 
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La  seconde  partie  de  cette  ?aletir  se  réduit  à  un  seul  terme ,  parce  qu'on 
a  avec  une  exactitude  sufEsante  ^ 

il  en  résulte 
Mais  on  a 


et  cette  valeur  se  réduit  ultérieurement  à  — n-  #  — rrr  ;  donc  si  on  fait .... 

yp     y  à'*  ' 

,  -**  i/c-  =  C,  on  auraÇ«=^.**'  =  K».i;^,  «tÇ=sK:»(p;y.  Cela, 
posé,  la  valeur  de  jr  devient  • 

et  le  second  terme  se  réduit  a  ^ .  — ;^  (A***)*  ;  donc  enfin  on  aura 

Par  ces  transformations  iào&-seule<nent  la  valeur  de  h'  est  réduite  à  deux 
ttriVéR  i  mais  le  ^coxkl  de  ^es^  termes  reste  toujours  très  petit  par  rapport 

au  premier  ;  j'observe  d'ailleurs  que  le  £icteur  (  i'**  )* ,  très  peu  différent  de 
l'unité ,  peut  être  omi»  9an»  qu'il  ca  résulte  une  erreur  d'une  unité  déci* 
maie  du  quatorzième  ordre  sur  le  log.  de  L',  et  encore  moins  sur  celui 
deE'i. 

653.  Cela  posé,  le  calcul  de  E'^  se  fera  par  les  formules 

£■«  =  i  (i  +A), 

Nous  avons  fait  voir  d'ailleurs  comment  du  Ic^  connu  de  A  on  déduit 
log  (i  -f- A);  ces  formules  jointes  à  celles  que  nous  avons  déjà  trouvées, 
Savoir, 


E-<!  =  ^F'c(i-r),     r=J<!"<r.!^, 


PA=sRMA,  *«,VloÇ.4:, 
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sont  ce  que  l'auâlyse  parait  offrir  dé  plus  simple  pour  caleuler  jusqu'à  la 
quatonsîèiise  décimade ,  Itô  logarithmes  des  quatre  fbnctions  F'o,  E^c,F*&, 
£'&,  ddDs  le  plumier  ces  de  l'art.  645  ^  c'est^^à-dire  lorsque  le  ipodole  c  est 
compris  entre  sin  45*  et  sin  26*34'. 

654:  Ces  formules  se  simplifieront  enpore  lorsqu'on  voudra  obtenir  une 
moins  grande  approximation,  ou  lorsque  c  sera  plus  petit  que  sin  26* 54% 
parce  qu'alors  il  y  aurait  moins  de  termes  à  calculer  dans  la  série  des 
modules. 

Ainsi  depuis  c  =s  sin  26*  34'  jusqu'à  c  =  sin  3*  1 1',  ou  depuis  c  =  0.44? 
jusqu'à  c?  =  o .  o558 ,  on  pourra  faire  b^^  =?  i ,  et  prendre  d^^  pour  le  der- 
nier terme  de  la  suite  des  modules,  ce  qui  donnera 

A  =  i«'KÎF'St«~)'(i-^. 

Ces  formules  conviennent  au  second  cas  de  l'art.  645. 

655.  te  troisième  cas  à  considérer  est  celui  où  c  est  compris  entre  sin 
3®  1 1'  et  sin  2'  4o'S  c'est-à-dire  entre  o.o558  et  0,000776.  Alors  on  pourra 
faire  ô**  =  i ,  et  prendre  c?*®  pour  le  dernier  terme  de  la  série  des  modules  j 
on  aura  donc  pour  déterminer  F'c  et  E'e,  les  formules 

Dans  la  dernière,  le  facteur  i  ^— -î  c^'V*  qu'on  peut  représenter  par  (A^'*)*, 
ne  petit  produire  au  plus  que  deux  unités  dans  le  ^t^torzième  ordve  de 
décimales,  car  la  limite  supérieure  de  e  est  déter^piinée  pjir  la  condition 
que  log  b^^  n'est  que  d'une  demi-unité  de  cet  ordre.  Ainsi ,  peu  après  cette 

limite,  on  ^pourra  né{H[liger  tout-à-fâit  Xe  facteur,  et  fiiire  E'c  =  —^. 

Dans  le  mênae  cas,  )es  fonctions  F'i,  E'^  se  calculent  par  les  formules 

et  <HX  rftttMrqven»  tfue  Je  iaoteur  i  "^  \/Tg  ^^  P^**^  donner  au  plus  .qu'une 
unité  décimale  du  onzième  ordre  :  ainsi  ii  devra  être  négligé  si  on  se  borne 
à  dix  décimales;  alors  on  aurait  simplement  E'^c;;,^(i -J-^c^K^FV^)* 

2«« 
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656.  Ces  formules  sont  déjà  réduites  à  un  tel  degré  de  simplicité , 
qu'il  serait  presque  inutile  de  &ire  mention  des  deux  derniers  cas  de  l'ar- 

ticle  645  ;  l'un  où  l'on  peut  fieiire  i^ssi,  K  =  -^,^  =  7/^  =  /* 

7  / 1  ;  l'autre  où  l'on  peut  faire  &  =s  i ,  K  =  i ,  h=s  Ic^-. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  fiiire  voir  dans  quelques  exemples,  l'application 
des  formules  précédentes;  nous  commencerons  par  le  cas  où  il  &ut  ap- 
porter le  plus  de  précision  dans  les  calculs,  mais  qui  offre  plusieurs  moyens 
de  vérification  ;  et  pour  mieux  juger  de  l'exactitude  des  formules ,  noua 
ne  négligerons  les  décimales  qu'au-delà  du  quinzième  ordre. 

EXEMPLE  I.     c  =  sin4^*. 

657.  On  aura  à^  =  tang*  aa*  î  =  (  i/a  —  i  )*,  4*  =  2  •/— ,  ce  qui 
donne  d'abord  les  Ic^arithmes  suivans , 

Cjb».»  9* 84948  Sooai  68010 
tanga3*|...  9.6172a  43146  62^37...3^«..  9*99351  1809a  4^113 
c^ 9«a3444  86a93  a4a74* 

Pour  trouver  les  termes  suivans  (f^  et  6^,  on  calculera  par  la  méthode 
de  l'art.  646,  d'abord  p^  ensuite  les  diSSsrens  termes  qui  composent  P,  et 
que  nous  désignerons  ici  par  i),  a)^  3). 

Je* 8.93341  86336  6oa93  p\...  5.74665  09161  57 

(là^y...  7.86683  7a673  ao586  m....  9. '63778  43 n 3  00 

i*.  ...••  9.99351  1809a  4^113  i). ...  5.38443  5aa74  57 

p 7.8733a  54580  78473  p*.  •.  5.74665  0916 

f . . . .  0.17609  ia59 

a),  . .  1.30717  74 
p*.  ..  5.74665  09 
^...  0.34678  7 

3)*...     7.40061     5e 

D'après  les  logarithmes  trouvés  des  trois  parties  de  la  valeur  de  P,  le  pre- 
mier terme  i)  se  trouve  par  des  Tables  à  dix  décimales,  o.ooooa  4^345649^5; 
mais  comme  on  pourrait  craindre,  dans  ce  cas,  que  la  quatorzième  déci- 
male ne  f&t  pas  exacte,  et  encore  moins  la  quinzième,  voici  le  moyen  d'ob- 
tenir une  plus  grande  précision. 
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658.  11  s'agît  de  trouver  le  nombre  A  d'après  son  logaritbme. ••  •  • . 
5.58443  5aa74  67;  je  trouve  dans  les  Tables  qu'en  faisant  a  s=  0.0000  a4a3, 
on  a 

log  a=  5.38435  34i4i  ^7, 

logAs=  5.38443  53374  57, 

r=  8  i8i33  20, 

ce  qui  donne  log  A  =  logâ  +  ^9  donc  A  =  ac*''*,  A— a=a(e*''*— 1) 

log(A-a)=:/(«Mr)+irH-^(i-^). 

Voici  le  calcul  de  cette  formule  : 

r..* 5.91382  4<>i^ 

a 5.38435  34i4i 

M o.36aai  56887 

7^ 4  09067 

^  Mr*. . .  6 

A— -a...  1.65943  4^26q  A  — âs=  0.00000  00045  64939 

a...  o. 00003  4^3 

Ass  0.00003  4^345  64939. 

On  voit  que  la  formule  pourra ,  dans  des  cas  semblables,  être  réduite  aux 
deux  premiers  termes,  de  sorte  qu'on  aura  log(A  —  a)  =5  l(aMr)  ^ir^  et 
l'usage  en  sera  extrêmement  &cile;  d'alUeurs  il  suffit  de  calculer  1(^(A— -a) 
avec  sept  décimales,  pour  en  tirer  la  valeur  de  A  exacte  jusqu'à  la  quinzième 
décimale. 

659.  Nous  venons  de  trouver  la  valeur  du  premier  terme  i  )  de  P;  les 
termes  a  )  et  3)  s'obtiennent  sans  difficulté  par  leurs  logarithmes  :  ainsi  on 
en  conclura 

])...  0.00003  4^345  64939 
3)  —  3a  385ii 

3)  +  252 

P  =  0.00003  4^335  36670   ;P....  o.ooooi  31163  68335 
p....   7.87333  54580  78473   *•• 9-99998  78837  3i665 

^...     7.87330    133554^8034; 
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ConDaissanjt  c"*"*  et  b^^  on  se  servira  de  la  mètne  méthode  pour  en  déduire 
c*^^  et  i*'*  ;  mais  ia  quantité  P  se  rédui^nt  a  sou  premier  teiwe  mjp»,  ie 
calcul  se  simpiiBe  beaucoup. 

|c**....   7.57237  12298  77822  f>*....  0.28910  gi5 

{jc^y.-  5.14454  24597.55644        m. ...  9.63778  43 1 

1:6»»...  I  21 162  68335  P 9.92689  346 

■  I  I  I         I         ■  ■ 

P 5  •14455  4^760  2r3979 

P .84507  |P«.«.  0.00000  00000  4^254 

c"»".....  5..14455  45759  39472  *•«...  9.99999  99999  57746. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  cafcuilér  le  terme  c"" ,  ce  qui  se  fera  simplement  par 
la  formule  c~»»  =  (  i  c»*»  )»  g^. 

T  r 

f  • 

^c~^..  4.84352  45803  75491 

9.68704  91605  50983 

42254 
c"^^. .  •  9.68704  91605  ^93a36. 

66o.  Ayant  formé  ainsi  l'échelle  entière  des  modules ,  nous  calculerons 
d'abord  fi.  et  F^,  comme  il  suit  ; 

g......  o.i5o5i  49978  31990  ' 

^••^.•^  9-9935i  18092  421^3 

—     ,  h^ ^-99998  78837  3r665 

*^-'-  9-99999  99999  ^7746 

&*...«.  ,o.i44p^  ^^^1  635i4 
K....«  0.07200  73453  81757 
•7^....  0.19611  98770  3pi53 

F'c. ...  0.26812  72294  119^0- 

Pour  calculer  ensuite  E*€î,  on  commencera  par  former  le  logarithme  de  r 
qu'il  suflBt  ordinairement  d'exprinjer  avec-^  déçiipalcs,  mais  que  pour 
plus  de  sûreté  01^  peut  porter  jusqu'à  .douze  ;  çnsidte  pu  en  déduira  les 
différens  termes  de  lc^(i  -^r^que  nous jifisagncucôUâ.  a  i'i»iJittair'^^        1), 
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<f* ^0.46889  78586  485  -T. .....  6.04:117  iSir75  7a  . 

tc°" 7.57327  13398  778  m g.63.778  43it3  00 

1  :  i/A". . . .  30290  67 1  1) 5 .67895  58288  72 

\/h'^ —  311  ^r, ....  5.74014  i5 

/' 6.04117  xSiyS  7a.      a) 1.41909  73 

fr.,  ; . .  5.865o8  o 

3Jw.  • .  7,^8417  7. 

La  valeur  du  premier  terme  i)  se  trouve  par  les  Tables  à  dix  décimale»^ 
0.0000^4  77480  7077;  pour  la  détertnittér  drecphis  de  certitude,  et  jmqa^à 
la  quinzième  décimale,  on  fera  usage  du  moyen  indiqué  aft.  658. 

Soit  <i  =  o* 00004  775,  on  aura 

log  a  =5.67897  33759  ao 

log  A  =  5.67895  58a88  7a  '  . 


-»i*- 


r  =  I  75470  48  log  A~==»  log  a"^  r. 

/•......•..   5.244^0  4^64^  •      log(£i -*- A)a=log(ûMr)— -^r, 

M- 0>.362ai  56887  a  —  A  =,  oTooooo  00019  29232 

a. 5.67897  33769  a  =  0.00004  775 

\r...^.^^^  •        --—.87735  A=  0*00004  77480  70768 

,  'il    M  IWI    *     .  ■  ■ 

a  —  A .  • .  •   1 .  28538  4355^2  • 

On  voit  combien  la  premièrie  d^tefmiûàtion  de  A,  par  les  Tables  à  dix 
décimales,  était  approchée,  et  on  eh  côûcltirà  que  l'usage  de  ces  Tables 
sera  toujours  suffisant  dâU  ks  nos  ordinaire»,  lorsqu'on  ne  veut  pas  obte* 
nir  plus  de  quatorze  diécfanalé^^        .... 

Les  deux  autres  ternît»  2)  et  3)  de  la-ifaJ«ur  dfe  log  (1— r),  se  trouvent 
sans  difficulté  par  leurs  îegarïtbmes,  eton  en  déduit  le  résultat  suivant  pour 
log  E'c. 

i),..   0.00004  77480  70768         F'c...   0.26812  72224  Ï1910 

2). . .  26  24807        ^. . . .  9*8Ôa46  *3fi36  8^782 

3).r.  192  0.1305886000.95692 

Hi     M     '■      — **    ' l>  .MlMt     j*«i» 

/(i — r)=i= —  0.00004  77506  95767  4  775o6  95767 

*■ 1— 

E*a;.  o.i3o54  d8S3d^9925. 

661.  On  peut  vérifier  la  valeur  trouvée  pour  E"c  par  l'équation  des 
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/bnctions  complémentaires  qui  devient  dans  ce  cas  7  9r=aFE  — F*,  et 
d'où  résulte Ê  = -î^^— =^(i  +  A),  en  faisant  A=  RF  : 

K.,.,  0.07200  73453  81757 
F....  0.36813  73334  1^910 

A. . • •  0. 34013  45677  93667. 

D'après  cette  valeur  de  log  A,  on  trouve  aisément  une  fraction  exprimée  en 
nombres  peu  considérables  qui  approche  beaucoup  de  A ,  cette  fraction  est 

^ sa.  Prenant  son  logarithme  avec  quinze  décimales,  ainsi  que  celui  de 

i  +  a  =  "3^9  ^^  appUquant  la  formule  de  l'art.  648,  on  trouve  ce  qui 
suit  : 

871..  •  3.94001  8i55o  07663         1369.. ..   3. 10346  16330  94705 
398. ••  3.59988  30730  73688  398.  ..  3.59988  30730  73684 

a o.34oi3  50839  33975         i+a...  o.5o357  855oo  31017 

A •  45677  93667         ,     x)  —  3535  65354 

r=s...  5i5i  4o3o8        i+A..  o.5o357  81964  45663 

logA  =  loga  — r  3R.....  o.373o3  73410  45738 

E'c o^ i3o54  o8553  999^5. 

r 3.7119a  55333 

i+a.«o.  o.5o357  855oo 

/ 3.30834  69833 

a 0.3401 3  50839 

7  r  .  ♦ . .-—  808 

(i). .3.54848  19854. 

On  voit  que  la  valeur  trouvée  pour  log  E'c  s'accorde  jusqu'à  la  quinzième 
décimale  avec  ceUe  que  nous  avions  déjà  trouvée  y  ce  qui  confirme  plei- 
nement tous  ces  calculs. 

Il  n'y  a  pas  lieu  de  calculer  dans  cet  exemple  les  valeurs  des  fonctions 
F'i ,  E*b,  puisqu'elles  sont  les  mêmes  que  celles  de  F'c  et  E'c  ;  mais  si 
on  exécute  ces  calculs  par  les  méthodes  indiquées,  on  obtiendra  deux  nou- 
velles vérifications  de  nos  formules. 
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Exemple  II.     c  s=  ^2  -*-  i  ss  tang  \  ^. 

662.  Cet  exemple  est  compris  dans  le  second  cas  de  l'art.  &^^)  ainsi  il 
ne  faut  prolonger  l'échelle   des  modules  que  jusques  aux  termes  b**  et 

e*^**  ;  et  d'abord  nous  supposerons  qu'on  connaît  seulement  log  c 

=  9.61733  43i46  6ai49  qui  donne 

log  £?•  =  9.23444  86293  2428. 

De  cette  valeur  il  faut  déduire^  log  éj  pour  cela  on  trouvé^  d'abord  la  va- 
leur approchée  c*  =  o.i7i573,  laquelle,  par  les  fractions  continues',  se 

transforme  en  ^;  soit  donc  c*=:Aet^  =  a,  on  aura  i— a  =  ^.  Or 

par  la  Table  à  vingt  décimales ,  on  trouve  les  Ic^arilhmes  de  a  et  de  i  —  a 
comme  il  suit  : 

169...  2.22788  67046  13673  816. •••  2.91169  01587  5386i 

985...  3.99343  633o4  97611  985....  a. 99343  6a3o4  97611 

a 9.3344^  04741   1606a  I — a...  9.91825  3938a  5635 

A 9- 33444  86393  a4a8 

r  =  18447  9178 

Ensuite  il  faut  appliquer  les  formules  de  l'article  648,  savoir  :        , 

logA  =  Ioga  — r,  r'ss—-^, 

log(i— A)=.logCi— a)4-R,       logR  =  log  (or') -i/; 
en  voici  le  calcul  : 

r 4*^6^94  73549         I  — -  â.  • .  •  9.91825  3^282  5625 

1 — fl....  9.91825  39283  R....         3820  6987 

r' 4*34769  34266         I  —  A...  9.91825  43io3  261a 

A 9.:)3445  04741         ^ •••  9«9^9i^  7i55i  6396 

—  ■5/. ...     —  iii34 

R........  3.58214  27873 

U  est  aisé  de  vérifier  cette  valeur  de  log  6  ;  car  puisque  c  s^  y/a  —  i  i 
il  en  résulte  6*  s=  21/2  — a=s2c; 

T.  II.  3 


î8  œNSTRUCTION  DE»  TABLES  ELLIPTIQUES, 

c«...«  9.617:»  43(4^  62x4 

2 o.3oio3  99956  6398 

**••••  9'9^825  43io3  361a 
b 9*95913  7i55i  63o6 

ce  qui  s'accorde  parfaitement  avec  le  résultat  précédent. 

Maintenant  il  faut  avoir  le  Ic^.  de  i  H~  ^  9  pour  en  déduire  ceux  de  c^ 

et  b^  ;  or  en  prenant  pour  b  une  valeur  approchée  telte  que  -g- ,  on  trouvera 
les  logarithmes  suivans  qui  répondent  à  la  valeur  exacte  de  b. 

i-f-ê..r  0.38107  4^301  905 l5  2)/b...  0.38059  35733  455i 

c 9.61733  43x46  6314  i+i...  0.38107  434^1  9o5i5 

]/é^^..  9»336i5  00844  71635  b^ 9-9995i  9^430  54995 

€^.....    8.6733e  ^1689  43^^ 

Siaintenaiit  le  calcul  de  d"^  et  b*^ ,  et  ensuite  cekii  die  c*** ,  se  feront 
par  la  méthode  ordinaire  comme  il  suit  : 

fc*....  8.37x27  01733  7927       p* 3.48604  30070 

{ià'y...   6.74^54  o3465  5854       m 9.63778  43ix3 

l:^^•••  o.ooo48  06569  45oo5  •     mp\...   3.13383  63x83 


i*ta 


p 6.7430a  ioa35' 03545  jvnp^.m            —  1995. 

P •  1339  93184      F 3.X3383  6ii«8 

c^.... .  6.74303  08705  1x36  7 P....  0.00000  00664  96093 

,  a.3oi<K;^  99956  639&  b^""....   9-d9999  99^35  oSgoS 

ic«» 6.441^087484738 

a.a8398  J74fie  9476 
•"  664  9609 

c«~....  2.88398  18161  9085 

» 

663.  L'échelle  des  modules  étant  ainsi  formée  y  on  procédtera  à  l'ordiitaire 
pour  avoir  IL  e^  F'c  :  , 
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J..-.,..  o, 0408.7  '84«<e  3694 

*• 9'9995i  9^43054995 

i" 9-99999  79335  03908 


1  *» 


o*o4o39  2i2ï'6  q5S4 

K 0.02019  60606  9792 

1^....  0.19611  98770  3oi5* 

F'c...  o.3i63i  59877  2807 
Pour  avoir  ensuite  E^o^  UXaui  -chercher  leg  (j  *— r)  d'après  la  vfikiir 
/•sajc^^'c^  V^^-  ^^^^i  '^  calcul  : 

c" 7.3446003379  log(i— r)  =  ~R 

jc** 6.44*99^48  logR  s=  logiw+ Jinr 

I  :  \/b^. .  166  log  mr  =  3.42437  55406 

r 3.7865912293  imr  =:  iSag 

m 9.63778  43ii3  logR  Œ  3.42437  56735 

mr 3.4^4^  55406  *      '  R  =  o.ooooo  ^9656  90284 

pi 9-96008  84690  53o7 

F'c fc...  o.2i63i  59877  ^807 

(i — r) —    26569026 

E^c 0.17640  4i4io  9086 

664*  Maintenant  le  calcul  de  F'6  doit  être  fait  par  la  formule  F'6=sKM/i, 
où  Ton  a  A  =  f  log  -Js  î  voici  ce  calcul  : 

4 o.6o2o5  999*16  2796  h 9.98441  91861  62678 

&^....  2.88398  18161  9085  M o. 36221  5688699465 

Bb^ssz  7.71807  81751  3711  K.'«.**  0.02019  60606  9792 


hssx  04964?^  977^8  j^i4  F'^....  0.36683  09355.6006 


On  p<eut  vërifier  cette  ^valeur  de  log  ¥^è,  par  ia -propriété  des  fonctions 
F'i,  F*ï? ,  démontrée  art.  85 ,  laqueUe  dopoe  F'i  c?  ,v^2*F*c.  En  effet , 
si  on  prend  la  différence  des  logarithmes  des  deux  fonctions ,  on  trouve 
que  cette  différence  répond  à  ^  log  2. 

3.. 
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F'*....  o. 36683  09355  6006 
F'c..  o»2i63i  59377  2807 

o.i5o5i  49978  3199=  ^loga. 

Le  résultat  est  donc  exact  jusque  dans  la  dernière  décimale. 

665.  Il  reste  à  trouver  log  E'&,  et  pour  cela  il  £aiut  calculer  log  A  par 

la  formule  A  s=s  ^  c*}iJF'b(b^)^[i  —  ^^-Tv-ji  ™»^  d'abord  faisant 

r  =  2--=-  ,  nous  chercherons  log  (  i  —  r  )  =  —  R ,  ce  qui  se  fera  par  1  e- 
quation  log  R  =  log  (mr)  +  ^  mr. 


•  •  •  • 


8.37127  0173a  8 

fi -44 199  08748  5 


4-8i326  10481  3 
\/K . .  •  •        1009  8o3o3  5 


4«8o3i6  30178 
9.63778  43ii3 


r.« • . , •  • 
m 

mr 4*44094  7^29^ 

x/wr....  i38oi 


ic* 8.93341  86336  6o3o 

K 0.02019  60606  9792 

V/K. ...  0.01009  8o3o3  4896 
F'4 0.36683  09355  6006 

^b>^....  ,  —  166  2402 

9.33054  36436  4333 

R —  37602  5i85 


A ...... .  9. 33o54  o8833  91 37 

log  R  =  4.44094  87092 

De  cette  valeur  de  log  A  ,  il  faut  déduire  log  (  i  +  A  )  ;  c'est  ce  qu'on 

gp.  Voici  le  calcul  d'où  l'on  tire  ensuite  log  E*4. 


obtiendra  aisément  au  moyen  de  la  valeur  approchée  a ' 


*  • . 


137. 
640 . • • • 


H 


13672  05671  56407 

80617  99739  83887 

.  9.33o54  05931  7252 

8833  9137 

r  5=  2902  i885 

log  A  s:  log  a  H-  r 


r 3.46272  56169 

i+a..   0.084^4  10448 

/ :  3.37848  45721 

a......   9.33o54  05932 

7/ ....         1195 

]) 2.7090252848. 
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777.. •.      8904a  10188  oogi4 
64o....       80617  997^9  83887 

i^a..  o.o84a4  10448  17027 
1) 5i  I  71 163 

i-f-A..  0.08424  10959  8819 
K 3019  60606  97q2 

£'6.  ...  0.06404  5o352  9027. 
On  s'assurera  aisément  que  cette  valeur  est  la  même  qu'on  déduirait  soit 

de  la  formule  E'ô  =  \/2  (E'c  —  cF'c) ,  soit  de  la  formule  E'Ass-Tpr 
+  cF'c. 

EiBMPLE  III.     CS3  sin  9)  sin  2d  =  tang*  i5*. 

666.  Dans  cet  eiemple  qui  se  rapporte  au  troisième  cas  de  l'art.  645 , 
on  ne  donne  directement  ni  la  valeur  de  c,  ni  celle  de  6;  il  faut  lès  dé- 
duire de  l'équation  sin  26  =  tang*  i5**  ou  abc  s=  tang^  i5*.  Voici  le  pro- 
cédé que  nous  emploierons  pour  cet  objet. 

De  l'équation  sin  26  =  tang^  A ,  on  tire  cos  2Ô  =     ]^  ^   -  Soit  donc 

At^(C08  30**)  .Al/  A   \  •  ^  A.       ' 

s=  JLgajSo?  on  aura  cos*9  =  7  (  i  -f-  A  )  :  connaissant  par  cette  équa- 
tion cos  8  ou  6 ,  on  aura  ensuite  c  par  l'équation  c  =  — ^r —  •  Voici  le 
détail  des  calculs. 

sin  i5*...  9.41^99  623o5  6934     i/(cos3o*).  9.96876  53i58  479^5 
cos  i5*...  9.98494  37781  0270    cos^  i5*....  9.96988  75562  o54o 

Ung  i5*...  9.42805  34524  6664    A 9*99887  77596  42525 

tang*i5*. ..  8.85610  49049  3328 

Une  valeur  approchée  de  A  est  a  =3gg2  ;  elle  servira  à  calculer  log.  (i+A), 
comme  il  suit  : 
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387...   58771  og65o  18911  775,...   88g3o  17025  o63io 

388...   58883  17255  94207       388 58883  i7j55  94207 

a 9-99887  92394  24704  i-f-tf..  0.30046  99769  i2io3 

A 77596  4^525       I  ) 7389  35761 

r  =  1 4797  ^  '  79  I  +  A  .  o .  3oo46  92379  76342 

log  A  =  log  a  —  r.  2 o.3oi02  99956  63981 

r '..  4*17^^9  779^8  ** 9-99943  92423  1236 

1-4-a.  •«  0.3004699769  b 9*9997'  9621 1  56i8 

r 3.8(^72  78159  àb 0.30074  96168  2016 

a 9.99887  92394  tang^i5**.  8. 856 10  49^49  3328 

ir' —  3704  c 8.55535  528877577" 

i) 4.86860  66849 

Connaissant  les  logarithmes  de  c  et  i,  on  trouvera  par  la  mélliode  ordi- 
naire ,  ceux  de  c® ,  6^ ,  puis  celui  de  o^ ,  ce  qui  suffit  dans  le  cas  présent 
pour  compléter  la  série  4eB  modules.  Voici  le  caloul. 

jc...   8.25432  52924  49^4 

licy..   6.5o865  o5848  9828      p^ 3.01786  193 

I  :  * . . .     28  03788  4382      m 9.63778  43i 

p 6.50893  09637  4^10  mp^.....   2.65564  624 

P  =         45^  52874  7  fnp^. ...       —  7 

c« 6.50893  09184  89226  log  P  =  2.65564  617 

o«3oiô2  99956  63981  i  P  =  0.00000  002^6  26437 

i<î*. . .  •  6.20790  09228  25245      *• 9-99999  99773  73563 

{^cy..   2.4i58o  18456  50490 
I  :  i*..        226  26437 

^••....  2.4i58o  18682  76927 

(367.  L'échelle  des  modules  étaitt  terminée,  on  calculera  coomie  il  suit 
les  quantités  F'c ,  E*c. 

•T-  .  .  ..  0.00028  o3562  17382  %••••  ^•'9^97  96989  21462 

K....  o.oooi4  01781  08691      t; 21)6  26437 

ï'TT...  o.ig6ii  98770  3oi53  log  E'c  =  0.19597  97215  479^ 
1(^F'£?=  0.19626  oo55i  38844 
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Venons  maiotenaDt  au  calcul  deF'&,  il  se  fera  par  l'ëquation  F'&  =  KMA, 

4 


OÙ  l'on  a  Asï=|log— . 

log;i  =  8.i86a5  8ia3o  5io35 
h  =  3.o4656  45307  6376 


h o.3iio2  54430  5o353 

M o.36aai  56886  99465 

K....  14  01781  08691 

log  F'4  =  0.67338  13098  585o9 
Ic^  F'c  =s  0*19636  oo55i  38644 

log  3  =  0.477^2  10547  ^9665 

On  voit  qu'entre  les  logarithmes  calculés  de  F'6  et  F*c,  la  différence  ré- 
pond exactement  au  logarithme  de  3 ,  ce  qui  s'accorde  avec  la  propriété 
de  ces  fonctions. 

On  peut  encore  faire  voir  que  la  valeur  trouvée  poor  F'^  satisfait  exac^ 

tement  et  l'équation  F'tf  =  — j F"  (8iD45^),  donnée  art.  i55. 

F' (81045^*). .  ••  o.368ta  723:^4  11910 

2 ••.•••  o.Soioa  99956  63g8i 

cos  i5* 9-98494  37781  0270 


•^*im^ 


0.55410^    ^^996^     78591 

V/a7 0.35784  09410  %747 

log  f\c  =  0.19626  oo55i  38844 

valeur  qm  s'accorde  parfaitement  avec^le  résultat  du  calcul  précédent. 

B  ne  reste  plus  qu'à  calculer  le  log.  de  E^^;  peur  cela  nous^  suivrons  la 
formule  de  Fart.  655. 


F'* 0.6733*  13098  585i 

ic* 6.80968  o58b5  6226 

K.......      r4  oi7"8i  0869 

i/K 7  0089054345 

mr — *  913 


I       C^if^ 

l  (i — r)  =  —  mr. 


m,  . 


^■■ki 


A 7*48327  21575  8389 


I  r/K.. 


6.20790  09 
2.11477  19 
9.6377.8  43 


7  01 


mr 7.96038  70 


Une  valeur  approchée  de  A  est  ggg-  s=  a ,  1  +  ^  =  g^  • 
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17..       a3o44  89213  7827  56o4...      74849  81266  1874 

5587..       74717  86718  6017  5587...       747^7  86718  6017 

« 7.48827  o25oo  1810  i+â..  o.ooi8i  94552  5857 

A 215758289  R 578670 

rs=  19075  6479  i  +  A..  o.ooi8i  94610  4û27 

K 14  01781  0869 

r 4«^8o47  92975  log  E'4=  0.00117  92829  3i58 

i  +  ^-'     i3i  94558  * 


ir' 


•  •  •  • 


4.27915  98432 

7.48327  o25oo 

9^09 


R 1.76243  io43i 

'  Les  valeurs  que  nous  venons  de  trouver  pour  E'c,  E*by  peuvent  être 
vérifiées  par  les  formules  de  Fart.  i58;  ou  tout  à  la  fois  par  la  formule 
E'ôs=  3E'c—  2F'  (  sin  45**).  Voici  le  calcul  de  celle-ci  : 

E'c...  0.19597  97215  4790          F'sin45'..  0.26812  72224  1191 
8......  0.4771^  12547  1966  2 0.80102999566398 

0.678x0  09762  6756  0.56915  72180  7689 

û  =  Hf>    I— «  =  ir^j  0.67810  09762  6756 

I— â..  9.82807  65225  o5o5    ^     A 9.89605  62418  0888 

R H-  17841  5897     •    ^ 9.89605  67242  6074 

1— A..  9.82807  88066  6402         LA=La — r. ...  r=     4^24  524i, 
0.67810  09762  6756  r 8.68345  44^^i 

E'4.*...  0.00H7  92829  3i58  I— a..  9.82807  65225 

valeur  conforme  au  résultat  r'.  .  ..  4 «35537  79^7^ 

déjà  trouvé.  a.....  9.89605  67248 

a/.,..  J^.25i/^3  4^'9 
ir'...  —  ii383 

R 4.25148  85486. 
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Exemple  IV.  Soit  c=sm  6,  e/  sin  jaS  =  7  (n  —  i)*,  n  =  ^2. 

668.  Les  fonctions  calculées  sur  ce  module  jouissent  de  propriétés  fort 
remarquables )  ainsi  qu'on  l'a  fait  voir  art.  162.  Fout  déduire  c  de  la  valeur 
connue  de  sin  ^9,  soit  aîn  ^9=:^^  on  aura 

Iogsin.6  =  logi/+^(^r*H-^.'^4-^6-'^^ 

,Soit  encore  I^=t(''J* +  5^*  a)>  oaaura  ïogR  =  log  (^-^H--^. 
Voici  d'après  cette  formule  le  calcul  du  module  c  et  celui  de  son  complé- 
ment i  =  ^  : 

il— I....  9.414^4  14^35  791  îi 
(n— i)^..  7.65936  58io3  16444 

n o.Soioa  99956  63981 

sinaO. ...  7.35833  58 146  5^463 

i/ 7.05730.5818988482 

R 2827  26686 

c 7.0573061017  i5i68 

* 9*99999  9V1^  733i4. 

G)nnaissant  le  module  très  petit  Cy  et  son  complément  b^  on  en  déduira  les 
termes  suivans  de  l'échelle ,  comme  il  suit  : 


R 


9.33675  43i56  36 
4.11461  16379  77 

3 -451 36  59536 

8482 

3.45i36  68018. 


^c 


(le)-.. 

llb. . . 


P 
P. 


6.75627  61060  51187 

3.5i255  92I2I  02374 

2827  26686 

3. 5 1255  24948  29060 

-46 


m, 
P.. 


•î-P 


C" 3. 5 1255  24948  3901.4 

jc**....  3.21 152  24991  65o33 
(i  €?•)*. .  6.42304  49983  3oo66 


..  7.02510  499 
. .  9-63778  43i 


..  6.66a88  980 

..  0.00000  00000  00023 

••  9*99999  99999  99977 
. .  o«i96ii  98770  3oi52  6 


t/j-..  0.00000  oi4i3  6333i  5 


23    F'c. .  •  0.19612  ooid3  93484. 


c"^ 6.42304  49983  30089 

T.  U. 
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D'après  Tarticle  i63,  cette  valeur  de  F'c  doit  satisfaire  à  Pëquation.. 

F*c  =  -^7^3    F'  sin  i5%  c'est  ce  qu'on  vérifiera  ainsi: 

-       n-f-i.,..  0.35409  33673  8oi83 

(n^i)\..   0.70818  65347  6o366 
V^a7 0.71568  18820  79494 

diff. 9.99350  465^6  8087a 

F'sini5^.  o .30361  53657  1363 


F'c V.  0.19613  ooi83  93492* 

Cette  valeur  s'accorderait  avec  la  précédente  jusque  dans  la  i5*  décimale, 
si  on  eût  pris  /F'sin  i5''  =  o.3o36i  53657  13613. 

669.  Pour  trouver  la  fonction  E*c,  on   a  la  formule  réduite  E'c  =: 

b  '  '  '  b 

r^F'c  (i  — r),  ou  simplement  E'c  =  ^^F'c, 

* 9*99999  97^7^  733i4 

F'c. •  •  •  o*i96ia  ooi83  9349a 

« 

E'c 0.19611  97356  66853. 

La  fonction  F*i  se  calculera  par  les  formules  A  =  ^  log  -^,  F*4  =  . . 

c 

4.-..  o.6o3o5  99913  37963     h 0.54958  60704  10184 

c^. . .  6.4^304  499.83  3^089     M.  ,  ..  0.36331  56886  99463 

4^=  i4*i790ï  49929  97873     i/j          i4i3  6333i 
h  =  3.54475  3748a  49468.     ^.    ^ r 

^-T/    /^   t;rt        F4...  0.91180  19004  73978 

F'c.  ••  0.19613  ooi83  9349a 
Diff. ..  0.71 568  18820  79486. 

* 

La  différence  de  ces  deux  logarithmes  répond  à  très  peu  près  à  1/37, 
et  en  effet  on  doit  avoir  exactement  F*is=  3|/3.F*c. 

It  reste  à  calculer  E'i  par  les  formules  E'4s=^  (i+A),  A  s=  ic*  R*  F'*. 


•« 


J  t'  •  •  • 

K 

3.8i358  aao77  66355 
i4i3  6333a 

K'.  .. 

706  81666 

CHAPITRE  I.  37 

R=L(i+A)  =  wCA— iA»), 


log  R  =  L(»»A)  —  i  toA. 

i+A...  0.00000  33076  36915 
F'*...  0.91 180  19004  73978        R i4i3  6333a 

A.  ...   4*72538  43ao3  8433i         E'b 0.00000  3166a  73583 

m.  ...  9.63778  43ii3 

toA.  ..  4.363i6  863i6 
j»iA..  ii538 

R 4*^3i6  74778. 

Les  valeurs  de  E'c,  E'&  pourront  êlre  vérifiées  par  les  formules  de  l'art.  169: 

E'«  =  (i  +  ^)FV+jf„ 

et  les  résultats  s'accorderont  aussi  eiactement  qu'on  peut  le  désirer. 
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Construction  et  usage  de  la  table  des  fonctions  complètes. 

670.  A.U  moyen  des  méthodes  précédentes  on  a  calculé,  pour  toutes  les 
valeurs  de  8,  de  dixième  en  dixième  de  degré,  les  logarithmes  des  quatre 
fonctions  F'c,  F'*,  E'c,  E'i,  approchés  jusqu'à  la  quatorzième  décimale. 
On  a  continué  ainsi  jusqu'à  i5^;  depuis  i5^  jusqu'à  la  limite  4^^,  on  s'est 
borné  à  calculer  ces  logarithmes  de  demi-degré  en  demi-degré;  on  a  ensuite 
interpolé  les  termes  trouvés,  en  insérant  quatre  moyens  entre  deux 
termes  consécutifs,  de  sorte  que  la  table  s'est  trouvée  construite  dans  son 
entier  pour  tous  les  dixièmes  de  degré  de  l'angle  du  module. 

Quoique  les  logarithmes  calculés  directement  doivent  être  en  général 
exacts,  au  moins  jusqu'à  la  treizième  décimale  inclusivement,  on  s'est  con- 
tenté de  marquer  les  différences  comme  si  les  fonctions  F  et  £  n'étaient 

4-. 
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calculées  qu'avec  is  décimales.  L'interpolation  de  i5^  à  45^  a  été  &ite  dans 
le  même  principe. 

Les  formules  dont  on  s'est  servi  pour  cette  interpolation,  sont  assez  con- 
nues; cependant  nous  les  rapporterons  ici,  afin  qu'on  puisse  plus  facile- 
ment vérifier  nos  calculs. 

671.  La  Table  ayant  été  calculée  pour  chaque  demi-degré,  de  i5  à  4^ 
d^rés,  supposons  que  pour  une  valeur  déterminée  8  =  flt,  le  terme  A 
représente  log  F'  ou  log  E' ,  avec  ses  différences  successives,  comme  il  suit  : 

cTA  I  cT-A  I  cT^A  I  cT^A 

Pour  insérer  quatre  moyens  entre  deux  termes  consécutifs  A,  A+cTA,  qui 
répondent  aux  variables  ot,  tf  + 1 9  en  prenant  pour  unité  des  variables  un 
demi-degré,  je  forme  d'abord  les  différences  moyennes  successives,  savoir  : 

a'=^J^A,     ^'  =  XjN-A,     a!''  =  —  ^A,     a-=:.^J^^A: 

10  '  100  '  lOOO  '  lOOOO  ' 

désignant  ensuite  par  ^A,  ^*A,  d^Ayd^A^  les  nouvelles  différences  de  A  qui 
auront  lieu  lorsqu'il  y  aura  quatre  moyens  insérés  entre  A  et  A  -f-  J^A , 
on  aura  les  valeurs  suivantes  de  ces  différences  : 

d^A  =  a", 

d^A  =  {a'"  —  4a'^)  —  2a'% 

d*A  =  0"  — 4(ô'"  — 4a'^), 

dA  =  a'  — a'^— 3(rf*A  +  ^A). 

Connaissant  les  différences  dA,  rf'A,  £?A,  d^A,  on  formera  sans  difficulté 
les  quatre  termes  qui  suivent  A,  et  le  cinquième  qui  devra  être  le  même 
que  le  terme  connu  A  +  cTA,  et  qui  servira  ainsi  à  vériGer  les  calculs.  Ces 
termes  étant  trouvés,  on  les  terminera  à  la  douzième  décimale,  en  reje- 
tant les  deux  autres,  et  on  les  insérera  dans  la  Table  formée  de  dixième 
en  dixième  de  degré  j  on  y  joindra  en  même  temps  les  différences  pre- 
mières, secondes,  troisièmes  et  quatrièmes  (s'il  y  a  lieu)  de  ces  nouveaux 
termes,  lesquelles  doivent  s'accorder  suivant  une  loi  convenable,  avec  les 
différences  précédentes;  et  si  quelqn'anomalie  s'y  faisait  remarquer,  on  en 
conclurait  que  dans  le  calcul  d'interpolation  il  s'est  glissé  une  erreur  qu'il 
faut  rectifier. 

672.  Je  remarquerai  que  lorsque  les  différences  quatrièmes  J^^A  sont 
assez  grandes  pour  que  les  différences  suivantes  J'^A  aient  quelqu'iniluence 

dans  les  interpolations ,  il  conviendra  de  prendre  cT^A 2.  jn»^  qu  jj^^ 


CHAPITRE  IL 


29 


de  J^^A.  Eo  effet,  les  termes  A  et  A  H"  ^A  ëtant  censés  répondre  aux 
indices  a:  =  o,  a:  =  i,  si  on  calcule  le  terme  intermédiaire  qui  répond 
k  l'indice  a:  ^  la  partie  de  ce  terme  due  aux  différences  J^^A,  ^^A,  sera 

x.x-i.x.--a.r-3  .^^  ^  x-J  jvj^x 

d'où  l'on  voit  qu'on  peut  tenir  compte  des  cinquièmes  différences,  en  pre- 
nant cT^A  -{-^^-J^^A  au  lieu  de  J^A.  Mais  comme  cT'A  est  censé  très 
petit  par  rapport  à  J'^A ,  si  l'on  donne  à  x  une  valeur  moyenne  7 ,  le 
terme  — ^-  J^*A  se  réduira  à 2.  J^A;  ainsi  au  lieu  de  J^^A,  on  pourra 

prendre  J'^A —  ^A,  ce  qui  sera  sufiisiimment  exact  pour  les  valeurs 

de  X  qui  répondent  aux  quatre  moyens,  savoir,  j^  f  9  59  f- 

Ce  moyen  a  été  employé  surtout  pour  les  valeurs  deF'c,  depuis  45* 
jusqu'à  65*;  passé  65"*  il  a  fallu  tenir  compte  plus  exactement  des  cin- 
quièmes différences,  ce  qui  a  été  pratiqué  de  la  manière  suivante. 

6^3.  On  a  fait  d^tbord  le  calcul  entier  de  l'interpolation  •  en  ayant 
égard  seulement  aux  quatrièmes  différences.  Ensuite  pour  tenir  compte  des 
cinquièmes  différences ,  et  jusqu'à  un  certain  point  des  sixièmes  ,.  on  a 
ajouté  des  con*ections  aux  différens  moyens  insérés  ,  savoir , 

Au  !•' moyen...   +  et'    (J^^A  —  |  cT'A),  log  a'    =8.4071529 

Au  2* +  a!'    (J5A  — :JJ«A),  log  a''   =8.4764258 

Au  3- +  et'"  (J^5A_|JN«A),  lojia"'  =  8.3584483 

Au  4* +  a»'  (cT^A  —  IcT^A),  loga'^  =  S.oSiégaô 

Dans  ces  expressions ,   la  quantité  —  |  J^*A  est  la  valeur  moyenne  de 

— g—  cT'A,  laquelle  s'obtient  en  faisant  a:  =  7.  Quant  aux  coefiiciens  et% 
a'\  a'",  «t'^,  ce  sont  les  valeurs  de  la  quantité  -^ *  * 


i.2.3.4«5 


lorsqu'on  y  fait  successivement  x=  ^,  f,  |,  |. 

674*  Pour  donner  un  exemple  de  ces  interpolations,  supposons  qu'il 
s'agit  d'insérer  quatre  moyens  entre  les  deux  valeurs  delogF*  qui  répondent 
aux  angles  6  =  57^5  et  fl  =  58**o. 

La  Table  des  valeurs  de  log  F',  calculées  de  demi-degré  en  demi-degré, 
donne  les  résultats  suivaus  pour  le  cas  de  ô  =  57^5  : 


6 


57-5 


Log  F'. 


0.320  640  298  6g5 


Diff.I.. 


2  541  i65  3i5 


II. 


39  775  335 


III. 


853  g35|38  660 


IV. 


V. 


2  3g8 


VI. 


20a  ^ 


Zo 
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D'après  ces  données,  les  différences  moyennes  jusqu'au  quatrième  ordre, 
seront 

a'=5o8  333  o63.oo,  a"=i59i  oi3.4o,  a'"=683i.48,  a"=6i.8656; 

on  en  tire  par  les  formules  précédentes, 

dA=s5o5  090  725.90,  d*A^i564  677.33,  tPA=6^6o,3gy  </<A=s6i  .87. 

Au  moyen  de  ces  différences,  on  calculera  les  termes  intermédiaires  comme 
il  suit  : 


e. 

57.5 
57.6 

Si 


A. 


0.320  640  298  695.00 
0.321  145  38q  420.90 
0.32I  652  044  824.13 

0.322  160  271  364.08 

0.322  670  0^5  565. 01 
0.323  loi  4^4  010. o5 


dA. 


5û5  090  725.90 
5o6  655  4o3.23 

508  226  54<**85 

509  804  200. 63 
5ii  388  444.44 


d'A. 


I  564  677  33  6  46o«29 
.1  571  137^62  6  522. 10 


I  577  659.78 
I  584  24 


T, 


rf'A. 


6  584.03 


d^lL 


61 .87 
61.87 


Pour  calculer  ensuite  la  confection  due  aux  cinquièmes  et  sixièmes  diffé- 
rences,  on  aura  J^*A  —  |  cT^A  =  2246  5,  ce  qui  donnera  les  corrections  à 
appliquer  aux  dernières  figures  des  moyens  insérés  comme  il  suit  : 

!•'...     420.90      2*...     824.13      3*...     364.98      4^,..     565. 61 
Cor.  -f-  57.37  +  67.29  4-  5i.33  +  25. 3o 


478.27  891.42  4'6.3i  rgo.91. 

Les  moyens  ainsi  cprrigës  sont,  en  supprimant  les  deux  décimales,  tels 
qu'on  les  voit  dans  la  Table  générale  construite  pour  chaque  dixième  de 

degré. 

^5.  Si  on  voulait  aller  plus  loin  et  étendre  la  Table  à  tou&les  centièmes 
de  degré,  ce  qui  en  rehdrait  les  diflerences  plus  petites  et  Tusaga beaucoup 
plus  facile*,  il  faudrait  commencer  par  insérer  un  moyen  entre  deux  termes 
consécutifs  de  la  Table  actuelle.  On  aurait  ainsi  une  nouvelle  Table  cal- 
culée pour  tous  les  demi-dixièmes  de  degré;  il  faudrait  ensuite  diviser 
chaque  intervalle  en  cinq  parties  égales  par  quatre  moyens ,  ce  qui  se  ferait 
par  les  formules  que  nous  avons  rapportées.  Ces  interpolations  cependant 
ne  pourraient  être  pratiquées  avec  succès  que  jusqu'à  80  ou  85  degrés  au 
plus;  elles  pourraient  être  prolongées  plus  loin  pour  logE*  que  pour  1<^F* 
qui  augmente  rapidement  vers  la  fin  de  la  Table.  Mais  comme  la  Table 
serà^toujours  de  peu  d?usage  dans  cette  extrémité,  et  qu'il  est  facile  d'y 
suppléer  par  lé  calcul  direct,  on  pourra  laisser  subsister  la  Tablé  actuelle. 
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calculée  pour  chaque  dhîème  de  degré,  dans  la  pelile  partie  qui  ne  se 
prête  pas  facilemeut  ^ux  interpolations.  L'inconvénient  que  nous  remar- 
quons ici  dans  la  Table  des  log.  des  fonctions  F'i,  E'&,  a  lieu  également, 
ou  nfiéme  à  un  plus  haut  degré,  dans  la  simple  Table  des  logarithmes  des 
nombres,  vers  le  commencement  de  cette  Table,  et  jusqu'à  une  assez 
grande  distance.  Il  a  lieu  également ,  et  par  la  même  raison ,  dans  la  Table 
des  logarithmes-sinus,  pour  les  petits  arcs;,  eit  dans  celle  des  logarithmes- 
tangentes,  il  se  &it  sentir  tant  pour  les  petits  arcs  que  pouir  ceux  qui  dif- 
férent peu  de  90^.  Dans  tous  ces  cas,  les  interpolations  ne  peuvent  être 
faites  avec  sûreté,  et  il  faut  recourir  à  des  moyens  particuliers  pour  y  sup- 
pléer. 

676.  Pour  avoir  le  milieu  entre  deux  termes  consécutifs  A,  Ai  d'une 
suite  dont  les  difiërences  deviennent  progressi venaient  plus  petites  qu'une 
quantité  donnée,  il  est  bon  d'avoir  recours  aux  termes  qui  précèdent  et 
qui  suivent  les  deux  termes  proposés.  Supposons  donc  que  la  suite  dont 
il  s'agit  soit  représentée  comme  on  voit  ici  : 

...A(  — 3),  A( — 2),  A(  —  i).  A,  Ai,  Aa",  A3,  etc.; 

et  soit  A~  le  moyen  cherché  entre  A  et  Ai,  on  aura 

A/i\— >^+Ai        I      il^'AÇ— 04-^A   ,    1.3     /4A(  — a)4-^A(— i) 

^u;—    i       i  •         8  ^r^' 35 

-1.3.5     ^r^A  (— 3)  +  /^A(~2) 

a. 4-6  *  128  •" 

Cette  formule  suit  une  loi  très  simple  dont  voici  la  démonstration. 

Un  terme  quelconque  A  {x)  peut  en  général  être  représenté  par.  •  • . 
A  (i  4-J^)'»  pourvu  qu'après  le  développement  de  cette  puissance,  cha- 
que terme  AJ^'  soit  remplacé  par  J^'A,  Cela  posé^  on  aura,  suivant  cette 
notation ,  - 

A+Ai=A  +  A(i+<r)  =  A(i+«r)-^[(f4-<r)*+(ï  +  /r*],  . 

jv.A(— I  H- j^'A=A<f  •(  I +«f  )--f-A«r*=A /»(  I +«r)-'[(  i+cr)*-i-(  1+/)- î]', 
cr<A(— 3)+«r<A(—i)=Aj^(i+«f)-'[(i+<r)'+(i+<r)-*]v 

elc. 

Si  donc  l'équation  supposée  a  lieu,  c'est-'à-dire,  si  en  général  A  ({-)  est 
de  la  forme 


/ 
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A(i)=;>(A-|-Ai)-f.;/ [/«AC— i)  +  J^»A] 

+  ;»"[cr*A(-a)  +  J^*A(-i)] 
-|-  etc. , 

Py  p'^  p^\  etc.,  étant  des  coe(Hcîens  constans;  il  faudra,  en  substituant 
les  valeurs  précédentes,  qu'on  ait  l'équation  identique 

Soit  — p-j=z;  si  on  élève  au  quarré  le  premier  membre  de  cette  équa-, 
tion .  il  deviendra  .  ,    JT  .    i.  =  7—; —  ;  donc  on  doit  avoir 

—l-—=,p  ^p'z  +  ;.V  +  ;>'V  +  etc.  ; 

or  cette  équation  est  satis&ite  généralement  au  moyen  des  valeurs  sui- 
vantes , 

P=5>   ;»=— 5-(î)»   P  =r4*(«^'    P  —^Tï:^'^')'^' 
Ces  coefficiens  donneront  donc  aussi  la  loi  générale  de  l'expression  de 

Au  reste,  cette  expression  sera  toujours  si  convergente,  qu'il  suffira  de 
prendre  les  deux  premiers  termes,  ou  tout  au  plus  les  trois  premiers. 

677.  y  eut-on,  par  exemple,  calculer  la  valeur  de  log  F'  qui  répond  à 
l'angle  du  module  0  =  61^  o5  ?  On  prendra  dans  la  Table  les  valeurs  sui- 
vantes : 

A  =  0.339  295  o3o  747 
Al  =  0.339  ^^9  ^^^  4^3 

s  =-0.679  ^54  177  209  T^  =  0.339  577  088  604.5 

cr'A(  — 1)  =  1  8ai  o3o 

<r*A  =  1829864 

/  =  3  65o  894         ^5'  =  —  228  180.9 

J^A(--2)=  86 

J^A(— 1)=  J5 

Milieu  cherché A  (i)  =  0.339  ^76  860  425.6 

678.  Soit  encore  proposé  pour  exemple  de  trouver  log  F'  pour  l'angle 
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fl  =  77®  2S  j  on  fera  le  calcul  d'après  les  élémens  pris  dans  la  Table  ; 
comme  il  sait  : 

A 0.464973  191  062.35 

Ai 0.466  078  6o4  921  '93 

s  =  0.931  o5i  795  984«a7     »  s  ss  o.465  SaS  897  992.13 


«r*A(— 1) 
^•A 


y 


J^A(-a). 
J^A(— i). 


s" 


•  m 


•  m 


•  • 


6  555  790 
6  643  169 

1 3  198  959         -^^' .. .  —  834  934.94 

1  894 
I  967 


3  85i         il?^".--  4-43-13 

MUieu  cherché.  •.       A  (i)  =  o.465.  SaS  073  100. 32 

679.  Ayant  ejipliqué  la  construction  de  la  Table  des  fonctions  com- 
plètes, et  les  moyens  de  l'étendre  jusqu'aux  centièmes  de  degré ,  ce  qui 
serait  un  travail  fort  utile  sans  être  bien  considérable ,  il  nous  reste  à  mon- 
trer les  usages  de  cette  Table,  c'est-à-dire  à  faire  voir  comment,  pour 
une  valeur  donnée  de  l'angle  0,  non  comprise  dans  la  Table,  on  trouvera 
les  logarithmes  des  fonctions  F'  et  E^ ,  approchés  jusqu'à  la  douzième  dé- 
cimale ;  et  réciproquement ,  comment  du  logarithme  donné  d'une  de  ces 
fonctions ,  on  déduirait  l'angle  du  module  d ,  et  le  module  lui-même  c. 

Et  d'abord ,  si  au  lieu  de  donner  l'angle  0 ,  on  donne  le  module  c  ou 
son  complément  b ,  il  faudra  en  déduire  l'angle  correspondant  0  avec  toute 
la  précision  nécessaire,  pour  que  les  quantités  négligées  n'influent  pas  sur  la 
douzième  décimale  de  logF  ou  log  E.  Cet  objet  mérite  un  examen  particulier. 

Comme  nous  supposons  toujours  c  ^  b  y  îl  sera  plus  exact  de  déter- 
miner l'angle  0  par  le  moyen  de  son  sinus  c  que  par  le  moyen  de  son 
cosinus  b  ;  cela  est  vrai  surtout  si  l'angle  0  est  d'un  petit  nombre  de  de- 
grés ,  parce  qu'alors  une  petite  erreur  sur  cos  0  en  produit  une  assez  grande 
sur  0.  Ainsi  en  général  si  on  donne  à  la  fois  log  c  et  log  b ,  il  Ëiudra  dé* 
terminer  l'angle  8  par  le  moyen  de  log  c. 

Si  l'on  veut  déterminer  à  dix  décimales  seulement,  les  fonctions  F*,  E% 
en  négligeant  les  deux  de  plus  que  donne  la  Table ,  il  suffira  de  chercher 
l'angle  0  par  les  Tables  de  Y lacq  ou  de  Yega ,  et  en  ayant  égard  aux  se- 
condes difierences.  Ce  calcul  n'a  pas  besoin  d'autre  explication;  seulement 

5 


34  CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPTIQUES, 

après  avoir  trouve  Tangle  9  en  d^és ,  miniite^  et  seoondea  y  il  feudra  tcmt 
réduire  en  dixièmes  de  degrë,  et  parties  décimales  du  di:iièm0  de  degré  ^ 
puisque  le  dixième  de  degré  doit  servir  d'unité  dans  les  calculs  d'interpo- 
lation. 

680.  Mais  si  on  veut  exprimer  les  Ic^arithraes  avec  douze  décimales, 
comme  sont  ceux  de  notre  Table,  alors  l'angle  ô  ne  peut  plus  se  trouver 
avec  une  précision  sufiisante  par  des  Tables  à  dix  décimales,  telles  que 
celles  de  Vlacq  ou  de  Vega. 

Dans  ce  cas,  il  faudra  employer  les  Tables  de  la  Trigonometria  Bri^ 

tannica^  qui  sont  calculées  pour  chaque  centième  de  degré  avec  quatorze 

décimales.  Soit  a  l'angle  de  cette  Table  le  plus  approché  de  l'apgle  cher** 

ché  0,  et  soit 

/  sin  0  =  /  sin  a  +  r. 

De  là  il  faut  tirer  la  valeur  de  0  —  a.  Or  en  regardant  0  et  r  comme 

seules  variables,  on  a  5^  =M  tang0,  —  =  _^  .  ^^  =  _—  , 

g ^  M-(cos>e  +  3aîn>6)  ^  ^ ^  M3(, +-a  sin>6)  g    ^^^^^  ^^^^^^  ^^^ 

ces  coefficiens  0  =  a ,  on  aura  par  la  formule  de  Tay lor , 

=  a  +  Mr  tane  ali  +  - .  — z — |-  -— ^- — 5 .  —1—  +  etc.  ). 

'  ^     \      '    a    oos*a   *  a. 3  oora    *  / 

Et  pour  évaluer  9  en  degrés,  soit  6  =  a  -f-  x ,  et  R^  le  nombre  de  degrés 
compris  dans  le  rayon,  on  aura 

JM'x  =  R**Mr  tang  a  (  i  +  -  .  — r-  +  —^—5 .  —n"  +  etc.  \ 

°      \      '    a     oos^a    '  a. 3  cora    '       _/ 

Celte  formule  se  réduira  le  plus  souvent  à  ses  deux  premiers  termes ,  et 
alors  le  calcul  en  sera  très  facile.  Quelquefois  la  différence  r  sera  assez 
granile  pour  qu'il  faille  tenir  compte  du  troisième  terme  ;  mais  pour  avoir 
beaotB  du  quatrième,  il  faudrait  q«e  a  fût  très  petit,  et  alors  il  y  a  uu 
autre  moyen  de  déduire  l'arc  de  son  sinus. 

681.  Il  convi^idra  dans  ce  cas  d'employer  la  formule 

log  fl  =5  log  sin  0  +  ^  sîn*  9  +  -^  sin*  9  4-  ^p  sio*  9  -|-  etc. , 

ou,  en  convenant  que  les  nombres  renfermés  en  parenthèses  sont  les  lo- 
garithmes des  oœfficielis, 

log  ô  =r=  log  sin  0  +  sin*  0  [  8.85903  30609  ] 

+  sin*0  [8.42390  45o] 
+  sin"  0  [  8.16523  46  ]  +  etc., 
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et  pour  que  8  toit  exprimé  en  degrés ,  il  Ênidra  afjouter  à  ce  logarithme 
la  constante  1.7581a  263^4  >  qui  est  le  logarithme  de  R^  ou  de  — • 

Il  faut  maintenant  montrer  par  quelques  exemples ,  l'usage  de  ces  for- 
mules. 

682.  Exemple  I.  Étant  donné  le  module  c  =  sin  6  =  y^a  -—  i ,  dont 
le  logarithme  =  9.61722  ^Zi^Q  62149  on  demande  Fangle  coirespon- 
dant  0  exprimé  en  degrés  et  parties  décimales  de  degré» 

Par  la  Trigon.  Britan.  y  on  trouve  Pan^  approché  û  it=i  %é^^  4?  9  quî 
donne 

l  h\n  a  "^z  9.61922  76371  2662 

/  sin  fl  =  45146  6214 

r  =  —  33224  6448- 

U  faudra  ensuite  calculer  les  différens  termes  de  la  valeur  de  «,  d'après 
la  formule  de  l'art.  680.  Yoici  ce  calcul  : 

r.  • .  I^.Sii^   03467 
M. . •  0.36221  56887 

Mr. . .  4.88367  60354 4.88367  60 

R*...  1.75812  26324    cos*a.....  9.91825  29 

tanga...  9.65810  11701  I^.^Sfyi   3i 

i)...  6.29989  98379       2...  o.3oio3  00 

4*66439  3i 
!)•..  6.29989  98 

2)*..    0.96429   29 

s 

On  voit  par  la  petitesse  du  second  terme  2)  de  fat  valeur  de  x^  qu'il 
est  inutile  d'avoir  égard  au  troisième  ;  ainsi  des  deux  premiers  on  conclura 
la  valeur  de  8  comme  il  suit  : 

a.  . .  24** ^'JOQO  00000  000 
i)-^  0.00019  94802  197 
2)+  9217 


dsc  24*4^9^^  06207  odo. 

Cette  valeur  de  0  est  plus  exacte  qu'il  ne  fiiut  pour  que  l'interpolation 
la  Table  donne  douze  décimales  exactes. 

5.. 
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On  aurait  trouvé  la  même  valeur  de  0  par  la  simple  interpolation  de  la 
Trigon.  BrUan.j  en  ayant  ^ard  aux  secondes  différences. 

683.  Connaissant  Ja  valeur  de  8,  si  l'on  veut  avoir  la  valeur  corres- 
pondante de  log  F' ,  on  prendra  dans  notre  Table  les  données  suivantes 
qui  répondent  à  l'angle  a  =  24*  4* 


a 

A 

*A. 

J»A. 

t*A. 

a4.4 

o.ai6  198  S61  343 

168  a^a  307 

745  7i5 

768 

S 

et  on  aura  à  calculer  la  formule  suivante  dans  laquelle 
X  =  0.69800  52070  3, 

A  (x)  =  A  +  ^  (/A  —  ~^  (/'A  — 


2     ^  3 

Pour  calculer  cette  formule  je  ùàs  successivement 


( /»A  —  ^  «r^A. 


«T'Aar 

«r*Aa: 

«TA»  = 
A(;r)  = 

d'où  résulte 


/»A  —  5^  «r*A, 


=  <r*A  — 


2  —  X 


i^Ax, 


cTA  —  -^  J'^Ax , 

A.   *|*  uOo  AiX  ^ 


3  —X 

a  —  X 
""3~ 

1  —X 


=  0.57, 
=  0.434  O, 

=  o.i5o  997  4» 


cT^Aor  =  765.1 

cT'Aa:  =5  745  383. G 

cTAa:  =  168  169  756.1 

A  =  o»ai6  198  56i  348 
xJ'Ax...  117  376  385.4 

A  (x)  =  o.ai6  3i5  937  72874  =  logF*, 

valeur  qui  s'accorde  parfaitement  avec  celle  que  nous  avons  trouvée  ci- 
dessus,  n^  663. 

La  notation  dont  nous  nous  sommes  servi  dans  cet  exemple ,  exprime 
en  général  les  différences  corrigées  successives  «TAo:,  cT^Ax,  cT'Ax,  etc., 
qui,  dans  chaque  ordre,  permettent  de  négliger  les  différences  des  ordres 
ultérieurs.  On  a  donc  exactement  d'après  cette  notation 
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A(x)  =  A  +  xi'kxj 

A(*)  =  A  H-  x^A  -t-  îi^Zi  «r*Ax, 

A(ar)  =  A  +  xM  +  ±1^  /«A  +  * ' "" "^['^ "'^  J^Ax. 
etc. 

684*  -£^.  //.  Étant  donné  log  c  ou  log  sin  0  =  8.55535  5a88i  i3i2, 
on  demande  l'angle  8  exprimé  en  degrés  et  parties  décimales  de  degré. 

On  peut  encore  trouver  cet  angle  d'une  manière  suffisamment  approchée 
par  la  Table  de  la  Trig.  Brit.  ;  on  a  d'abord  a  =  a*o6, 

log  sin  a  =  8.55565  10170  2887 
log  sin  fl  =  8.55535  52881   i3i2 

r  =  —       29  5728g   1575 

On  fera  ensuite  le  calcul  de  la  formule  de  l'art.  680 ,  comme  il  suit  : 

r....  6.47089  57910 
M...  0.36221  56887 

Mr...  6«833io  94797 6.833io  948 

tang  a  8.55593  17782  cos'fl..  9*99943  848 

R*'..^  1.75812  26324  — r-  .  6.83367  100  q  :^  — j^^  =  0.3342 

(i)..«  7.14716  38903       o.3oio3  000  q 9.52400  6 

a.,..  6.5326i  100     a...  6.53264  100  — r- 6.83367  i 

(2)...  3.67980489  b 6.35767  7 

b... .  6.35^67  7         ^ 

(3)..  0.03748  2  a  +  (2)...  2*06000  04784  i5o  • 

(x)  _    ,40  33431  862 
(3)  —  I  090  . 

8  =  2.o5859  7i35i  198 

D'après  cette  valeur  de  fi ,  nous  chercherons  par  interpolation  la  valeur 
de  log  F';  pour  cela  nous  prendrons  dans  la  Table  les  nombres,  suivaiis 
correspondans  à  2*6. 

A  =  0.196  252  187  490-54 ,        J^A  =  i3  563  720, 
cT'A  =  662  025,  cPA  =  54, 
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Cela  posé  il  faut  faire  or  =  o. 58597   '35i3,  et  on  aura 
S^Kx  =  52.8  ^-x 


cT*  A  1 . 2 

S'Kx  =                 i3  426  676.5          ?-^  J^sAo:  34.9 
xS'Ax  =                  7  867  647.8           j_ 

A     =i:  0.196  252  187  490.5           -—/"Aar  a=  137  043.5 


cf^Ao:  =  662  000.1  4 

3 


JogF'c  =  0.196  260  o55  i38.3. 

Cette  valeur  s'accorde  dans  les  douze  premières  décimales  avec  celle  que 
nous  avons  trouvée  directement,  n*  667.  De  là  on  voit  que  l'interpola- 
tion ,  jnéme  pour  des  angles  assez  petits ,  donne  des  résultats  sufiisam- 
ment  exacts. 

En  général ,  dès  qu'on  aura  déterminé  l'angle  6  avec  une  précision  suf- 
fisante, soit  par  la  formule  de  l'art.  680,  soit  par  celle  de  Tart.  681  , 
l'interpolation  de  la  Table  des  fonctions  complètes  ne  souffrira  de  difficulté 
que  vers  la  fin  de  la  Table,  lorsque  l'angle  du  module  est  très  près  de  l'angle 
droit.  On  peut  y  suppléer  alors  par  les  formules  directes  dont  le  calcul 
est  d'autant  plus  &cile  que  l'angle  du  module  est  moins  différent  de  l'an- 
gle droit.  Mais  si  on  veut  résoudre  le  cas  dont  il  s'agit  par  des  interpola- 
tions qui  ne  soient  sujettes  à  aucune  difficulté ,  on  y  parviendra  par  le 
moyen  que  nous  allons  exposer. 

685.  Il  s'agit  en  général  de  trouver  les  logarithmes  des  fonctions  F'i , 
E'6,  lorsque  b  difiere  peu  de  l'unité  ou  lorsque  son  complément  c  est  le 
sinus  d'un  angle  d'un  petit  nombre  de  degrés.  Danft  ce  cas  on  trouvera 
aisément,  par  les  interpolations,  les  fonctions  complémentaires  F'c,  E'c, 
et  c'est  par  le  moyen  de  F'c  qu'il  faut  déterminer  F'i  et  E'^. 

Pour  cela  j'observe  d'abord  que  dans  le  cas  dont  nous  nous  occupons , 
on  pourrait  supposer  i®^  =s  i  ;  mais  nous  nous  contenterons  de  suppose!: 
b^""  es  t,  afin  que  la  solution  s'applique  à  un  plus  grand  nombre  de  cas; 
alors  les  formules  générales  donnent  (art.  654 )• 

U  faut  donc  chercher  si  l'on  peut  exprimer  F'i  par  les  seules  données  bp 
Cy  F*c,  sans  avoir  recours  aux  auxiliaires  A®,  é**,  c*^®. 

D'abord  R  est  connu  par  la  valeur  K  =  1 — .  Soit  ensuite  c9:=^x  ^  ... 

^  =^  j  des  équations  4K'  =  ô****,  eb''  =  2|/(Ac^),  à'b^cA  2V^(*V*«), 
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c- =  2 v/C^^c"*),  «n  déduira 

Cette  dernière  étant  qw^rrée  donne  KVia:=  \Çihy\  quarrunt  de  nouveau 

et  substituant  la  valeur  dç  i®,  on  aura  K  V  J^x^  =/» .  ^  ;  donc  j^^  =  -7^  A.r. 

4 

Cette  ëqualioo  ne  «u(TU  pas  pour  déterminer  jc  et  r;  mais  on  a  d'ailleurs 


h^  =  (i  — 7»)^  »  î^  W^j  ;  de  là.  OD  lire 

Soit  %^bt;^  <»*,  cette  derpiçre  équation  donner»  *5=s  (^f^)  ^^'j  mais 
X==(X)V:;x=(4)V  =  (^4y(A.«)3;  donc  "^ 

F'5  =  MKlogr^(A~)n. 
Soit  5  =:  (tj?)    ,  et  on  aura  enfin 

F'*  =  MK  log  (  T^Ti) <        ^  ,  /       ,\. 

Ainsi  on  voit  que  dans  le  calcul  de  log  F'A ,  il  n'entre  que  le#  quantités 
^,  c,  R^  dont  on  a  les  logarithmes,  de  sorte  qu'on  évite  aiasi  l'interpo* 
lation  directe  pour  F'i,  laquelle  est  ramenée  à  l'interpolation  de  V\c  qui 
n'a  point  de  difl^lté. 

686.  Pour  juger  de  l'exactitude  de  cette  formule,  nous  prendrons  .... 
c  S3  sîn  i5*,  et  nous  donnerons  à  log  Yk  Ja  valeur  exacte  JMsqu'à  quatorze 
décimales ,  qu'on  trouve  par  le  calqul  direct ,  Qt  que  d'ailleurs  la  Table 
donue  immédiatement.  O9  aura  dope  l^s  données 

c...  ^•4^^99  6!i3q5  6934 
h...  9.9B494  37781  0:^70 

K...  0.00749  54886  8^47. 
Au  moyen  de  ces  donnée3 ,  le  calcul  de  A  =  g  log  -^  se  fera  comm^ 
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il  suit  : 

4...  o.6o2o5  99913  3796    1/*...  9.99347  18890  6i35 
9.51399  6a3o5  6934     K . . .    749  54886  8247 

I. 18906  37607  5863     **•••  9-99996  73777  3383 

*• • •  9*99998  36888  6691 

log~=  0.00001  63iii  33o9 


c .. 


•  •  • 
C 


K...  0.00749  54886  824? 


^...   i.i8i56  82720  7615  *  log€  =  |M;>* 

*•••  9*99998  36888  6691  p...  5,21248  4i3 

cl£--    '•'S'SS  45832  0924  |M^..  0,23727  695 

^••-    4  5946  ;^  _  0.6622457 

A...  I .18158  45827  4978. 

Cette  valeur  de  h  s'accorde  exactement  avec  celle  que  donnerait . . . 
5  log  -— ,  calculée  par  la  méthode  directe ,  jusqu'à  la  quatorzième  déci- 

o  c 

maie.  Ainsi  en  la  substituant  dans  la  formule  F'd  ==  KMA  y  on  aura  de 
même  une  valeur  de  log  F*A  exacte,  jusqu'à  la  quatorzième  décimale, 
et  qui  satisfera  à  l'équation  F*^  =  i/3.F*c,  exprimant  une  propriété  par- 
ticulière de  ces  fonctions.  ^ 

687.  Si  notre  formule  donne  des  résultats  aussi  exacts  que  la  méthode 
directe  lorsque  l'angle  du  module  est  de  i5^,  à  plus  forte  raison  aura- 
t-elle  cet  avantage  lorsque  l'angle  du  module  sera  moindre  ;  en  général  le 
degré  d'approximation  avec  lequel  F'^  sera  déterminé ,  dépendra  de  celui 
avec  lequel  on  connaît  la  quantité  K3  et  comme  K  peut  toujours,  par 
l'interpolation  des  fonctions  F'^ ,  être  déterminé  jusqu'à  la  douzième  déci- 
male ,  il  s'ensuit  que  h  et  par  conséquent  lF*b  sera .  déterminé  avec  la 
même  exactitude. 

Connaissant  F*c,  E'c  par  linterpolation  directe,  F*A  par  le  calcul  pré- 
cédent ,  il  restera  à  déterminer  E'A ,  ce  qu'on  pourra  toujours  faire  par  l'équa- 
tion des  complémens  -  =  F'cE'i+F*iE*c— F'JF'c.  Ainsi  on  a  les  moyens 

de  suppléer  à  l'interpolation  qui  ne  peut  se  pratiquer  que  difficilement  dans 
les  dernières  colonnes  de  la  Table^ 

Il  est  remarquable  que  la  valeur  h  =  log  -^|-^  offre  successivement  les 
différentes  opérations  à  faire  suivant  les  différens  cas  indiqués  dans  l'art.  645. 
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Ainsi  dans  le  cinquième  cas ,  si  c  est  lellemenl  peut  qu'on  puisse  né- 
gliger  I  — 6  ou  log  6,  on  aura  simplement  A=los  -;  dans  le  quatrième 

cas,  où  I  — b^  seulenient  est  négligeable >  on  aura  h  ===  log  -^;  dans  le 
troisième  cas,  où  l'on  ne  peut  négliger  quJe  i  —  i^,  il  faut  un  facteur  de 
plus  dans  la  valeur  de  h^  et  on  a  À=s  l6g.-^  ;  ebfin  si  on  tombe  dans 
le  second  cas,  où  i  —  i®<^  seulement  peut  être,  négligé,  il  faudra  encore 
ajouter  le  facteur  ^,  et  on  aura  A  =  log  -^^. 


*^'<<^^^VV»<^WVW»»»^^<VlM^^%»MW^W>^%»^»V»^^%V\%^^W^»^^»»MM^W»V^VWW^M<V»^*W^%»»VV^^»^^»»»^ 
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MétJiodes  générales  pour  former  une  Table  des  valeurs  de 

lin tégrale  U  ==  /ud^. 

688.  J^ous  supposerons  que  u  est  une  fonction  donnée  de  la  variable  ^, 
et  que  cette  fonction  est  telle  qu'en  faisant  varier  (p  d'une  quantité  con- 
stante a,  les  différences  successives  de  la  fonction  u  diminuent  continuel- 
lement et  finissent  par  être  entièrement  négligeables.  On  peut  toujours 
prendre  et  assez  petit  pour  que  cette  supposition  soit  admissible,  quelle 
que  soit  la  fonction  u,  pourvu  qu'elle  reste  toujours  finie  dans  toute  l'étendue 
des  valeurs  de  (p  que  l'on  considère;  et  la  différence  et  pourra  être  fixée 
dans  chaque  cas  particulier,  suivant  le  degré  d'approximation  avec  lequel 
on  veut  exprimer  les  fonctions  U. 

Nous  désignerons  par  U,  U',  13",  etc.,  les  fonctions  qui  répondent  aux 
variables  croissantes  ç>,  ^-f-a,  (p-f^sa,  etc.;  et  semblablement  nous  dé^ 
signerons  par  U,  U%  U*^°,  etc.,  les  fonctions  qui  répondent  aux  variables 
décroissantes  ç,  ^  —  a,  (p  —  aa,  etc.  Cela  posé,  la  Table  qu'il  s'agit  de 
construite  pour  la  fonction  U  et  ses  différences  successives,  pourra  être 
représentée,  dans  l'une  quelconque  de  ses  parties,  comme  il  suit  : 


T.  II. 


:   t 
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Variablç. 

Fonction. 

1 

Diff.  I. 

II. 

III. 

IV. 

p  —  3* 

• 
• 

• 
• 
• 

• 

• 
• 

• 
• 
• 

• 

• 
• 

^   — T   2* 

XJoo 

fVoo 

^u~ 

PH'X» 

^4U»» 

p—     et 

V 

/u» 

/•U" 

/3t). 

<HU'' 

<f> 

u 

iiJ 

«^*u 

r>\3 

«r4u 

P  +     tt 

ir 

#IF 

l^'U' 

J^U' 

cT^ir 

P   +   M 

u* 

^' 

^•u» 

l^M' 

f^v" 

^  -!•  3* 

• 

0 

«TU"" 

• 

• 

m 

«r4U'" 

• 

• 

• 
« 

• 
• 

9 

• 
• 
• 

• 

• 
• 

m 
• 
• 

• 
• 
• 

La  première  colonne  contient  les  valeurs  de  ^,  formant  une  progression 
arithmétique  dont  la  différence  est  ce;  la  seconde  colonne  est  celle  des 
valeurs  correspondantes  des  fonctions  U.  On  a  placé  sur  la  même  ligne 
que  (p  et  U,  les  différences  successives  «TU,  /•U,  cT^U,  etc.j  et  par  cette 
disposition,  chaque  ligne  ^ert  à  fi3rmer  la  ligne  inférieure,  au  moyen  de 
la  loi  connue  U' =:  U  +  J^U,  cTU'  =  /U  +  eT^U,  J^*U'  =  eT^U  +  eT'U,  etc. 

Il  s'agit  maintenant  de  &ire  voir  comment,  étant  donnée  la  fonction  u^ 
on  peut  calculer  les  difierences  successives  qui  servent  à  former  la  Table 
des  valeurs  de  U.  Pour  cela  nous  ferons  usage  d^un  algorithme  qui  a  l'a- 
vantage de  conduire  rapidement  aux  résultats  que  nous  voulons  exposer, 
et  qui  a  surtout  celui  d'en  faire  connaître  la  loi  de  la  manière  la  plus 
simple  et  la  plus  générale.  Cette  notation,  au  reste,  qui  ne  s'applique 
qu'aux  sommes  et  aux  difierences,  considérées  dans  leui*s  combinaisons  li- 
néaires seulement,  est  fondée  sur  les  mêmes  principes  que  celle  qui  a  été 
indiquée  par  Lagrange  dans  les  Mémoires  de  Berlin ,  ann^  177  21 9  et  qui  a 
été  depuis  reproduite  sous  beaucoup  d'autres  formes  par  différens  auteurs. 

689.  On  a  immédiatement,  par  la  formule  de  Taylor, 

•  dp     ^     2,       dp*     ^    ii  .i      dp^    ^  ' 

et  puisque  les  ^oefficiens  de  cette  foimule  sont  les  mêmes  que  ceux  de 
l'exponentielle 

^=  I  +x  +  -  X*  '\ ô^  +  etc. , 

il  s'ensuit  qu'on  p^t  mettre  U'  sous  la  forme 

pourvu  qu'après  avoir  développé  le  second  membre  suivant  les  puissances 
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rf"U 

de  otrf,  on  convienne  que  chaque  terme  Ua"*?"  sera  remplace  "pur  a".  "^^ 

Dans  celte  bypotbèse ,  on  aura  successivement 


U'  =  Ve^ ,    V  =3  D'e*^ ,    U*"  *»  13"«^ ,    etc.  ç 
de  )k  résnllent  les  différences  premières, 

«TU  =U(e-^— i), 

«ril"s=U"(e«'— i), 
celles-ci  donnent  les  différences  secondes , 

etc.  j 
et  en  général  on  aurfi 

Au  moyen  de  cette  formule ,  la  différence  finid  d'un  ordre  quelcon<pte 
de  la  fonction  U  peut  s'exprimer  par  les  coeffioiens  différentiels  de  cette 
même  fonction.  En  effet  si  on  suppose 

(e*  — - 1  )■  sa  or"  (  I  +  A'or + A"ar*  +  A""«»  +  etc.  ) , 

on  aura  en  même  temps 

«r-U  «  «•.  ^  +  A'«"*' .  ^  ^M^af^',^  ^  etc. 

690.  Réciproquement  on  peut  exprimer  tes  coéfficiens  différentiels  ^z  » 

"S*  '  '^  '  ^^^*  '  ^'^"^  fonction  U  ^  par  le  moyen  des  différences  jBnies  de 

cette  fonction ,  prises  en  donnant  à  la  variable  <p  l'accroissement  constaût  a. 

Pour  cela  je  réduit  l'équation  syiidi>oUque  ^  ^=t7(^  —  i)àla 

forme 

J^s.««rf— IJ 
j'en  tire 

et  àCdon 

*-^="uiog(,H-<r). 

CeCle  nouvelle  équatipii  suppose  qu'dptès  avoiff  développé  le  ëtdônd  tAetH^ 

6*  • 
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bre  suivant  les  puissances  de  cT^  chaque  terme  UJ^"*  sera  remplacé  par  Ja 
dilTërence  J^"U;  on  obtiendra  ainsi 

A^  =  crU  — iJ^U+l-J^U  — icT^U  +  etc. 

Cest  la  formule  connue  qui  sert  à  exprimer  le  coefllcient  différentiel  d'une 
fonction  par  les  différences  successives  de  cette  fonction.  Ainsi  et  étant 
assez  petit  pour  que  la  suite  des  différences  cTU,  cT^U,  cT^U,  etc.,  soit  très 

convergente,  on  déterminera  le  coefficient  ^  avec  toute  l'exactitude  qu'on 
peut  désirer. 

6gi.  Si  dans  l'équation  symbolique  a  ^  =  U  log  (i  +  J^) ,  on  met 

j-  à  la  place  de  U,  on  aura 

d'où  résulte  * 

Ob  aurait  de  même  a'  'j^r^  U  Z'  (i  -+-  cT),  et  en  général , 

de  sorte  qu'un  coefficient  différentiel  quelconque  ^-  peut  s'exprimer  fo- 

cilement  par  les  différences  finies  de  la  fonction  U ,  en  supposant  connu 
le  développeAient  de  Z"  (i  4-^)">  q^i  désigne  la^  puissance  «  de  /(i  +x). 
En  effet  si  l'on  a  /■  (i  +jr)  ou 

on  pourra  en  conclure 

A-  ^  ==  <r*U  —  N'cT-'^^U  +  N^»ef-^nJ  —  etc. 

69a.  Supposons  maintenant  qn^on  ait  Uc=7^^  ^^dÂ^^^^  ^^  valeur 
de  au  exprimée  par  les  différences  successives  cTU,  «T^U,  «T'U,  etc.,  sera 

£Mi  =  crU  — icT'U  +  icTHJ  — etc. 

Dans  le  cas  où  l'on  veut  construire  une  Table  des  valeurs  de  U ,  la 
quantité  u  est  connue  pour  chaque  valeur  de  ^,  et  en  faisant  varier  ^  de 
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OL  f  on  connaîtra  les  dîfierences  successives  de  u.  D'après  ces  différences , 
il  sera  possible  de  déterminer  en  général  la  valeur  de  J^U. 

En  effet ,  soit  ami  =  i?  et  77 — ; — r  ou 

; — -J^— z=i+k'x  +  K'x^  +  k"'x^  +  etc. , 

I—  i*  +  3*^—  etc.  I  •  r  •  > 

l'équation  précédente  donnera 

J^U  =  ;?  +  A'J)?  -I-  k'S'^p  +  A'V>  +  etc. 

Ainsi   cTm  se  déduit  des  quantités   données  p^   ^p  ^  S'^p  y  etc.  y  par  une 
suite  dont  la  loi  est  connue. 

Cette  même  suite  donnerait  les  différences  ultérieures  J^^U ,  cT^U ,  etc. , 
par  les  formules 

<r*U  =  <r/?  +  k^y  -I-  k'^^p  +  etc. , 
<r«U  =  S'y  -H  A^cTV  4-  etc. 

Mais  ces  suites,  pour  déterminer  cTU,  J^^U^  J^'U ,  etc.,  peuvent  être  ren- 
dues plus  convergentes  par  un  moyen  très  simple. 

693.  Soit  V  ce  que  devient  la  fonction  Uy  lorsque  au  lieu  de  ^  on  met 
ç  +  >  ^  9  on  aura  suivant  la  notation  précédente , 

pourvu  qu'après  avoir  fait  le  développement  du  second  membre  suivant 

les  puissances  de  S'y  on  remplace  chaque  terme  a^"*  par  -^-^^ . 

I 
De  là  résulte  av  =  aa  (i  +  à^Yy   et  parce  que  etu  ^s  VI (i  +  cT) , 

on  aura 

Mais  en  effectuant  le  développement  jusqu'aux  a:^,  on  a 

(i+a:f  l(i+x)  =ar r-^  +  A^ —  7^ -^  +  r^JC*  —  etc.; 

donc 

Conservons  le  premier  terme  ^U  de  ce  développement,  mais  substituons 
dans  les  termes  suivans  la  valeur  U=  U^  +  cTU'',  nous  aurbns  '  '  ' 
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Dans  cette  suite,  conservons  les  deux  premiers  termes  J^D  —  —.  ^^\^^ ^  et 

substituons  dans  les  suivans  U**  -}-  cTU®*  à  la  place  de  U* ,  nous  aurons 
de  nouveau 

*"  =  ^U  -  ^  J^»U-  4-  815  «r»U"  -  etc. 

Cette  suite  prend  ainsi  une  forme  très  convei^ente,  mais  il  reste  à  s'as- 
surer de  la  loi  que  paraissent  indiquer  les  premiers  termes,  et  à  déter- 
miner d'une  manière  générale  celle  de  leurs  coefficiens.  Il  faut  donc  faire 
voir  qu'au  moyen  des  coefficiens  ri ^  ri^ ^  n"*^  etc.,  dont  la  loi  sera  déter- 
minée, on  aura  généralement 

etp  =  cTU  —  n'cT^D^  4-  /t'^cT^U**  —  «'''cT'U^'*  +  etc. 

694.  Reprenons  pour  cet  eflfet  l'équation  symbolique  (t  -^=UZ(iH-if) 
ou  rttt  =  U  /  (  I  -f-  J^) ,  on  en  tire 

Mais  d'un  autre  côlé  on  a 


donc 


TTC H._       TTo» — — —      U""*  —  Pic   • 


JVSTTo     — -  

JNSIlOo   »_  *"^ 

etc. 

De  là  on  voit  que  la  suite  «TU  —  n'^^X]"  -f-  «VU*»  —  etc. ,  est  repré- 
sentée par 

?ïï+3)      •(H^f?(îT3ô"^'*  'UTSrïU+F)'^  •ô+îFïïrp)*^®'*'- 

Si  d(Hic  on  veut  cpe  cette  suite  soit  équivalente  à  av  qui  est  représenté 

j 
par  cui  (  I  -f-  cT)*,  il  &udra  qu  on  ait  l'équation  identique 

/(i  +  <r)  =  — ^— »'.-^+i»".— ^1-»'".— ^  +  etc. 

(i+J')^  0+^)»  (1+^)*  (i+')» 
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Soit  jj^j  =  a*>  le  second  ineoibre  devient  %  —  n'z^  -|-  «V  —  etc. ,  et  le 
premier  se  réduit  à  2/  [^  z  +  {/{i  +  ^  z*)].  Or  on  sait  que 

1     r     I  .•/    I      M      ^      ^*  1  x'  ,  1.3  **      1.3.5  x'  . 

et  qu'ainsi  la  quantité  2  log  [^  3  +  ^^(i  +  5  ^*)]  se  développe  en  cette 

suite  "y 

I       «^  1.3      «*^         1.3.5      z' 

donc  l'équation  supposée  a  effectivement  lieu  en  donnant  aux  coefficiens 
/i',  n",  n'",  etc.,  les  valeurs 

,        I        I  ff        r .  3        1  ,/.        1.3.5         I 


donc  on  a  en  général, 

i.,,        1     iT^U^    ,    1.3    J^^U**»         1.3.5    /'U«««    ,      , 
ap  =  J^U--.3— +^.-5-^-5^.— ^  +  etc., 

série  qui  procède  saivant  une  lot  évidente,  et  dans  laquelle  chaque  coefii* 
cient  est  moindre  que  le  quart  du  précédent. 

695.  Si  on  fait  a(^  =  P,  et  qu'on  désigne  par  P*,  P***,  etc.,  ce  que  de- 
vient la  fonction  P  lorsqu'au  lieu  de  ç  on  met  (p  —  ot,  ^ —  2a,  etc.,  on 
déduira  de  l'équation  précédente  une  valeur  de  J^U  de  la  forme 

J^U  =  P  +  m' J^*P-  +  m"J^P^  H-  m'V^P"**  +  etc. , 

et  les  coeiBciens  mfj  /?/*,  m'",  etc. ,  se  déduiront  des  coefficiens  «',  n!'y  n'",  etc.^ 
au  moyen  du  développement  de  la  fraction 

;    ^      ' ^  ,  ,    ,    =  I  4-  m'x  +  m^'x*  +  w'^x^  +  etc. , 

I  — /lX+7»  X*  — »  JT+etc.  •  '  ' 

de  sorte  qu'on  aura 

-    ^j  ^/  __  ' 

24 

m"'  =  /rf'/i'  —  mV  +  /r^^'  =  J^-. 

*  967680 

etc. 

Ainsi  la  valeur  de  J*U  s'exprime  par  la  fonction  P,  au  moyen  de  l'équa- 
tion générale 

/U  =  p  +  -l-^  <r-P-  -  ^  ^*F"  +  ^-  ^^-  -  etc. , 


1 
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laquelle  pourrait  être  continuée ,  suivant  la  même  loi ,  aussi  loin  qu'on 
voudra. 

696.  L'équation  par  laquelle  la  fonction  au  se  déduit  de  U,  peut  être 
représentée  ainsi  y 

cti'  =  au /[i«r+»/(iH-i<r«)], 

pourvu  qu'après  avoir  développé  le  second  membre  suivant  les  puissances 
de  J^,  on  change  U  J^ ,  UJ^%  UJ'*,  etc.,  respectivement,  en  «TU,  J^U*, 
J^^U"%  etc. 

Au  moyen  de  cette  équation ,  on  en  peut  former  d'autres  non  moins 
remarquables. 

Désignons  par  U(^  +  7a)ce  que  devient  la  fonction  U  ou  U (^),  lors- 

qu'au'  lieu  de  ^  on  met  ^  -f-  f  a  ;  alors  on  aura  u  =      '  ^  ?  ^^  ^'^" 

quation  précédente  donne 

Dans  celle-ci  mettons  encore  ^  -f~  t  ^  ^^  lî^u  ^  9  )  nous  aurons 

diSérentiant  de  part  et  d'autre  par  rapporta  (p,  et  observant  que  U  (  ^ -f- a) 
n'est  autre  chose  que  U',  on  aura 

OU  en  substituant  dans  le  second  membre  la  valeur  de  — LllilLfJ 

«•^  =  4u^[i<rH-»/(n-i<f-)]. 

Mettant  dans  celle-ci  (p^^a^u  lieu  de  ^ ,  on  a  enfin 

Supposons  donc  qu'on  ait  4^*  [i  J^+  V^C  •  +  i  «J^')]  >  «u 

/.       I       ^     ,   1.3      <r»         1.3.5      /'    .     .     V 


4     STa*        2T4T6  *  5 
et  la  vraie  valeur  de  **  jj  ?  déduite  de  notre  équation  symbolique,  sera 
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••^= /•U"  —  NV*U-  +  ]N"/*U*-  —  N"'/*L'*^  +  etc. 

ff 

697.  Réciproquement  on  tirera  de  cette  équation  la  valeur  de  ^U*  ex- 
primée  au  moyen  de  la  fonction  donnée  a*  ^  que  nous  désignerons  par 
Q^  cette  valeur  sera  de  la  forme 

cf*U*=Q  +  M'J^  +  M''cNQ**  +  M'''cr«Q*-  -h  etc., 

dans  laquelle  les  coefficiens  M',  M'',  M''',  etc. ,  se  déduisent  des  coefficiens 
N%  N",  H'",  etc.,  au  moyen  de  l'équation 

.-«-x-H«V-NV+,5:=  -  +M'xH.MV  +  M"'x'+etc. 

On  voit  aussi  que  ces  mêmes  coefficiens  pourraient  se  former  par  le  quarré 
de  la  suite  déjà  connue ,  au  moyen  de  l'équation  ' 

(i  H-m'a?+7iif'ar' +  m'^'or» +etc.  )•===  I +M'ar  +  M''ar»  +  M^«'+etc. 

j 

On  aura  de  cette  manière , 

ce  qui  donne  enfin 

«f  .f  =  Q  +  ±  J-Q- -  ^  <^Q- + g^ /«Q- -  etc. 

698.  L'analyse  précédente  nous  a  conduits  à  deux  formules  très  remar^ 
quables;  l'une  pour  calculer  la  valeur  de  J^U  par  le  moyen  de  la  quantité 
connue  P  =s  ap ,  oxxu  est  ce  que  devient  u ,  en  mettant  ^  *H  7  ^  ^^  '^eu 
de  ^ }  l'autre  pour  calculer  la  valeur  de  J^'U'  par  le  moyen  de  la  quantité 

'^      dm 
La  première  formule  est 

JVU  =  P+  ^^^-^  ^^+^  cT'i-  -etc., 

et  la  loi  générale  de  ses  coefficiens  est  la  même  que  celle  de  la  suite 
%  -i-  '  '7      a   ,     367        . 

qui  vient  du  développement  de  la  fonction 

m 1 . 


'"""-•  5 — X  +  — 7  •  'F"!  "^  — r~i  •  — i  +  etc. 
a    3.a»^a.4     ^^^^      a. 4.6     7.2' 

T.  II. 
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la  seconde  fornwile  est 


3i 
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J^Q"+idsz«r*Q— -etc.» 


a4o  **  ^      '   6048^ 
et  la  loi  générale  de  ses  coefficietis  est  la  même  que  celle  de  la  suite 


I  -I-  —  o:— •-7-jc*  + 


Si 


la 


a4^ 


ëô^ 


Jw^  ^^*  6vC*   y 


qui  est  le  quiirré  de  la  soite  précédente  1  -f-  Ao?  —g^  **  •♦*  ^*^  >  ^^ 

qui  vient  du  développement  de  la  fonction  T*. 

699.  Les  deux  formules  dont  nous  venons  de  parler  fournissent  deux 
méthodes  différentes  pour  construire  une  Table  des  valetn*s  de  l'intégrale 
HuBB  fudPy  correspondantes  aux  valeurs  de  ^y  formant  la  progression  o, 
a,  2«,  3«,  etc. 

Suivant  la  première  formule  ^  il  fiiiil;  calculer  les.  valeurs  successives  de 
la  fonction  donnée  P  =  ok^  ,  i^  étant  ce  que  devient  u  lorsqu'au  lieu  de  ^ 
on  met  9  +  î  ^ •  Par  cette  substitution ,  P  est  toujours  regardé  comme  une 
fonction  donnée  de  9,  qu'il  faudra  calculer  ponr  chaque  vateur  de  ^  com- 
prise dans  la  Table.  Ainsi  pour  les  valeurs  successives  ^ ,  9  +  ^9  9  +  ^^9 
etc.,  on  aura  les  valeurs  correspondantes  P^  P^,  P'',  etc.,  et  ees  vtileurs 
étant  portées  daos  la  Table  ^  chacune  sur  la  msSnte  Ugne  horiaontale  que 
la  valeur  de  9  à  laquelfe  elle  correspond ,  on  en  déduira  leurs  différences 
premièrea,  secondes,  troisièmes  et  quatrièmes  ^  dont  en  fera  aattmt  et  eo- 
loDiMa  séparées,  comme  on  le  voit  dans  le  tableau  suivant  : 


poo 

«TP"»* 

J\.poo. 

J>spoo 

po 

cTP» 

«r*p* 

J«po 

p 

«TP 

<r*p 

J«p 

F 

/F 

J^'F 

«r»F 

P" 

«TF' 

/•P" 

V" 

S'V" 

■ 

- 

p.. 

r 

. 

<f<p° 

J»4po 
«f*P 


Chaque  colonne  se  forme  àv  la  précédante. par  soustraction,  et  ren- 
ferme un  terme  de  moins,  de  yirte  qu'il  iîÉut  que  la  colonne  des  P  ait 
été  prolongée  jusc|u'aux  P'^,  pour  que;  la,  di£Séreace  cT^P  f^uiase  être  connue 
et  placée  sur  la  ligne  des  ^  et  P.  ,    . 

Lorsqu'on  aura  formé  poitr  chaque  valeur  de  fa  variable  7,  les  quantités 
P,  J^P,  iT'P,  J^P,  J^P,  on  en  eoncliir»  pour  la  même  variable  ^,  la 
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valeur  de  la  différence  i^U,  laquelle  sera 

J^U=^P+^>P--^gi^^*P-  +  elc. 

700.  11  faudra  faire  attention  aux  indices  qui  aSecienl  les  differens  ter-, 
mes.  de  cette  formule ,  et  en  vertu  desquels  le  J^*P^  doit  être  pris  dans  Iti 
ligne  immédiatement  au-dessus  de  celle  où  est  P ,  le  /fP"*^  une  ligne  en- 
core au-dessus ,  et  ainsi  de  suite. 

En  général,  l'intervalle  et  doit  être  pris  assez  petit  pour  que  la  suite 
précédente  soit  très  convergente  et  qu'on  n^ait  besoin  que  de  ses  deux 

premiers  termes  P  +  "7  J^*P°  ;  le  troisième  —  g^-  «T^P*  servira  seulement 

à  diriger  Tapproximatiou  pour  savoir  précisément  sur  combien  de  décima- 
les on  doit  compter,  et  il  faudra  par  conséquent  que  ce  terme  soit  moin- 
dre qu'une  demi-unité  du  dernier  ordre  de  décimales  auquel  on  veirt 
s'arrêter  dans  la  valeur  de  J'U. 

Il  pourra  arriver  cependant  que  duns;  quelques  parties  de  la  Table  qu'on 
veut  construire,  le  ternu)  dont  il  s'agit  sôTt  d'une  ou  de  plusieurs  unités 
diécLmales  du  dernier  ordre  ;  alors  il  faudra  en  tenir  comptai  et  jug^r  de  qe 

qu'on  négHgt  par  le  terme  suivant  de  la  série  q'^i  ^^t  + -jg-^-^  cT^P*^^  ce 

qui  obligerait  de  prolonger  la  colomie  des  différences  jusqu'au  sixièni/e 
rang. 

701.  Ayant  6xé  d'avance  le  nombre  des  déqimales  ^vec  lequel  on  yeut 

exprimer  les  différences  JH ,  ou  oalculera  —7  J^*P^  en  se  bornant  au  noflfer- 

bre  de  décimales  6xé.  et  négligeant  \e  reste  dt  la  division  par  a4i  >Mis 
pour  plus  d'exactitude,  il  sera  bon  de  prendre  toujours  l'entier  le  plus 
approché  du  quotient,  et  de  tenir  compte  du  reste  dans  Topératiou  sui- 
vante. Supposons,  par  exemple,  que  /•?•  divisé  par  94^  donne  le  quotient 
q  et  le  reste  r;  alors  dans  l'opération  suivante,  pour  former  /C,  on  di* 
visera  J^*P  +  r  par  a4,  ce  qui  donnera  le  quotiait  q'  et  le  reste  r',  et 
ainsi  de  suife*  Cette  manière  d'opérer ^  dont  nous  avons  fait  l'épreuve, 
donne  des  résultats  plus  exacts  et  empêche  les  erreurs  de  se  multiplier. 

Nous  distinguerons  cette  prenfiière  méthode  par  le  nom  de  Méthode  dés 
ordonnées  moyennes  j  parce  que  l'ordonnée  (^  qui  sert  à  former  l'auxiliaire 
P  =  tfi^,  répond  a  la  variable  ^  +  t  «,  moyenne  enïre  les  detTx  valeurs 
consécutives  <p  et  ^  -4*  ^  >  elle  suppose  que  la  quantité  P  est  calculée  pour 
chaque  valeur  de  f  ^  avee  une  grande  précisiez ,  et  même  avec  une  où 


•  • 
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deux  dëcimales  de  plus  qu'on  n'en  veut  avoir  dans  la  valeur  de  U  ;  or  la 
quantité  P ,  peu  di^rente  de  la  différence  première  J^U,  est  souvent  d'ime 
grandeur  telle  qu'il  faudrait  la  calculer  par  des  Tables  de  logarithmes  à 
dix  décimales ,  ce  qui  rendrait  les  opérations  fort  longues.  Si  l'on  se  pro- 
pose, par  exemple,  de  calculer  les  fonctions  elliptiques  E  et  F  avec  dix 
décimales ,  et  pour  des  amplitudes  croissantes  de  demi-degré  en  demi-de- 
gré, les  différences  cTF ,  J^E  devront  être  calculées  avec  douze  décimales, 
et  elles  contiendront  le  plus  souvent  dix  chiffres  significatifs  ^  ce  qui  exi- 
gera l'emploi  de  logarithmes  qui  aient  au  moins  dix  décimales. 

70a*.  On  pourra  ordinairement  obtenir  des  résultats  aussi  exacts  et  avec 

moins  de  peine ,  par  le  moyen  de  la  fonction  Q  =s  «t*  ^  qui  sert  à  déter- 
miner les  différences  secondes  J^TJ.  C'est  'l'objet  de  la  seconde  méthode 
que  nous  avons  à  exposer. 

Il  &udra  alors  faire  usage  de  la  formule 

et  on  prendra  et  assez  petit  pour  que  la  suite  se  réduise  sensiblement  aux 
deux  premiers  termes ,  ce  qui  aura  lieu  si  le  troisième  -7-  J'H^  est  par- 
tout moindre  qu'une  demi-unité  du  dernier  ordre  de  décimales  auquel  on 
s'arrête  dans  le  calcul  des  quantités  ^*U. 

On  voit  qu'en  attribuant  une  valeur  déterminée  à  9,  et  prenant  la  quan- 
tité Q  sur  la  même  ligue,  il  fiMidra  prendre  J^^Q"  sur  la  ligne  supérieure 

pour  former  la  somme  Q  H J^Q^i  cette  somme  représentant  J^^U^ ,  de- 
vra être  portée  également  sur  la  ligne  supérieure  qui  répond  à  la  varia- 
ble ^  —  a. 

La  colonne  des  J^V  étant  ainsi  formée ,  il  restera  à  avoir  la  valeur  de 
J^U  correspondante  à  ^  =  o,  et  c'est  ce  qu'on  obtiaidra  immédiatement 
par  la  première  formule.  Au  moyen  de  cette  valeur  et  de  la  colonne  des 
diffisrences  secondes ,  on  formera  la  colonne  des  différences  premières  J^U , 
et  de  celle-ci  on  conclura  de  même  par  addition ,  les  valeurs  successi- 
ves de  U. 

7o3.  Cette  seconde  méthode  sera  en  général  d'une  pratique  plus  facile 
que  la  première,  parce  que  la  fonction  Q  est  beaucoup  plus  petite  que  P 
et  n'a  pas  besoin  d'être  déterminée  avec  un  aussi  grand  nombre  de  cliif- 
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fres  significatifs ,  ce  qui  permettra  d'employer  pour  ces  ealeuh  des  Tables 
de  logarithmes  moins  étendues. 

Cependant  comn>e  les  erreurs  des  dîffisrences  secondes  s'accumulent  sui- 
vant la  progressiçn  des  nombres  triangulaires,  dans  les  résultats  qu'on 
en  déduit  pour  les  fonctions  priocipalesi  il  faudra  en  général  exprimer  les 
quantités  Q  avec  une  décimale  de  plus  que  les  quantités  P;  il  &udra 
aussi ,  dans  le  cours  de  l'opération ,  calculer  directement  à  des  intervalles 
détermines ,  la  différence  première  J^D ,  afin  de  vérifier  et  de  pouvoir 
corriger  les  résultats  produits  par  les  différences  secondes. 

Nous  donnerons  ci -après  quelques  autres  préceptes  pour  tirer  de  ces 
méthodes  le  plus  grand  degré  d'approximation  qu'elles  peuvent  offrir.  Nous 
n'ajouterons  ici  que  le  tableau  de  l'opération  qu'il  faut  exécuter  pour  ajou- 
ter un  terme  à  la  colonne  des  U. 

704.  Yoici  y  dans  la  première  méthode  y  le  tableau  figuré  de  l'état  où  le 
calcul  est  resté ,  après  avoir  trouvé  la  valeur  de  la  fonction  U  qui  répond 
à  la  variable  ç. 


Variable. 

Fonction. 

Diff.  L 

• 

A.uxiliaire« 

Diff.  I. 

II. 

^  — •  3* 

^  —  3a 

Ijooo 

u 

«TU» 

pooo 
poo 

p» 
p 

<rp~ 

«TP» 

^  —     « 

J.po 

<P 

/U 

^  +    a 

L' 

F 

d'où  l'on  tirera  «TU  =  P  -|-  -^  «T'P» ,  et  ensuite  U' 


Dans  ce  dernier  état^  les  colonnes  sont  terminées,  comme  les  barres  l'in- 
diquent, par  les  termes  ^,  U,  €fO%  P,  cTP*,  J^P^.  Pour  aller  phis  loin,^ 
il  faut  calculer  l'auxiliaire  P'  ou  cii/  qui  répond  à  la  variable  ^  -|--*a*  con- 
naissant P',  on  formera  dans  les  colonnes  suivantes  les  termes  J^P,  J^F^; 

=3  U  •+•  /U ,  ce  qui 

ajoutera  un  terme  à  toutes  les  colonnes. 

705.  Nous  avons  supposé  que  le  troisième  terme  —  g-g-  /^P^est  n^lt- 

geable  dans  la  valeur  de  cTU;  s'il  fallait  en  tenir  compte,  la  colonne  des 
P  et  les  colonnes  suivantes  devraient  être  avancées  d'un  terme  de  plus, 
pour  qu'on  pût  connaîtra  la  différence  cT^P^^  qui  entre  dans  la  valeur  de 
/U''.  Yoici  donc  quel  serait  alors  le  dernier  état  du  calcul  y  après  avoir 
déterminé  cTU?  et  U* 
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Variable. 

Fonction. 

Di£I. 

Auxiliaire. 

Diff.  I. 

* 

jvpooe 
jvpoo 

«TP» 
«TP 

II. 

III. 

J^spooo 

JNSpoO 

IV. 

(P  —  3* 

TJoo» 

u~ 

u« 

u 

/u« 

poeo 
•  poo 

p» 

p 

P' 

JV»pooo 

J-p» 

<r*p 

^♦pooo 

(p  2âL 

J^«p^' 

^  —    a 

/*1^ 

' 

<f> 

cTU 

<p  +    a 

U' 

/P' 

Ç  +  atf 

P" 

Pour  ajouter  un  terme  ^u-dQssous  des  bsgres  qui  marquent  le  dernier  état 
des  choses  ,  U  faut  commencer  par  calculer  l'auxiliaire  V"  =  etv^  qui  vér- 
pond  à  la  variable  Ç)  •+-  :2ct;  copnaissant  FS  on  formera  les  différences 
J^F ,  J^*P,  J^^P* ,  cT^P^,  au  moyen  desquelles  on  connaîtra .».,,• 

J^U  c=  P  4-  52  ^*^  •^  rfe  "^^^^  ^^  ensuite  U'  œ  U  4-  cTU. 

706.  La  marche  de  Vopëration  est  à  peu  près  semblable  dans  la  seconde 
méthode.  Supposons  d'abord  qu'on  s'est  assure  que  les  «T^Q  sont  négligea- 

blés  et  qu'ainsi  on  a ,  avec  une  exaciitcide  suffisante ,  cT^U*  sesQ  -f-  —  cTK^; 

on  pourra  représenter  comme  U  suit  l'état  des  choses ,  lorsque  le  calcul  a 
été  conduit  jusqu'au  terme  J^*U**  qui  (ait  connaître  J^U*  et  ensuite  U. 


Variable. 

Fonction. 

Diff.  I. 

II. 

Aaxiliaire. 

Diff  I. 

II. 

(p  —  3a 

ïjooo 
Uoo 

u» 

U 

«ru* 

<r*u» 

QOOO 

QOO 

Qo 

Q 

JVQooo 

«TQ»» 

^.Qooo 

er*Q~ 

Ç  ^^     a 

J^»Q« 

^ 

JV 

<^Q 

♦  -h    • 

U' 

Q' 

Pour  aller- plus  loin  ^  il  £aiut  calculer  l'auxiliaire  Q'  égale  à  ce  que  de- 
vient la  fonction  a'  ^  en  y  substituant  ^  H*  «  au  lieu  de  ^;  connaîa^aint 

(y,  ou  connaîtra  J^Q,  J^*Q*  et  J^^U*';  enfin  au  moyen  de  J'^V^'y  on  con- 
naîtra ^U  etU',  ce  qui  ajoutera  un  nouveau  terme  à  toutes  les  colonnes. 

707^  S'il  fallait  ayoir  égard  aux  quatrièmes  différences ,  on  ajouterait  un 
terme  de  plus  à  la  colonne  des  quantités  Q  et  aux  colonnes  suivantes. 
Yoici  alors  quel  serais  le  dernier  état  des  choses,  lorsqu'on  est  parvenu  à  dé* 

terminer  U  au  moyen  de  la  valeur  cT^U-  ==  Q*  +  ^  /•Q^  ^  ^  J^4Q^. 
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TariaMe. 

Fottctîôi.  Bîff.l. 

11. 

tKffl. 

n. 

m. 

It. 

<p  —  3a 

Tlooo 

cri]«~ 

Qooo 

«rQ*~ 

J>SQooo 

J»4Qooo 

^  —  aa 

XJÔO 

/U'« 

/•u»* 

Qotf 

<fQ«x» 

cf  «Q»» 

^JQoo 

^  —    * 

u» 

«ru» 

Qo 

«TQ» 

«r«Q» 

^ 

u 

' 

Q 

«TQ. 

; 

?  +     a 

^ 

1   Q' 

Pour  aller  plus  loin  y  on  calculera  Vauxibatre  Q^'  cjui  répond  a  la  variable 
^  4-  3a  j  on  en  déduira  les  difiertoce»  successives  J^Q',  J^Q>  J^^Q°>  J^*Q***, 

au  moyen  descelle*  im  tonmiiirai  J^U*  as  Q+  —  J^Q<*  --^^-i-Z^Q^,  en- 
suite <ru  et  L%  <fe  qm  â)*)tl€ffl  tm  ioTHie  à  totales^es  <h:domi«s. 

I^ns  cfette  œëibode  .^  on  ne  néglige  que  les*  difiëtencts  Jf^Q ,  Icsqualletf 
sont  de  Tordre  a* ,  puisque  Q  est  de  Tordre  a*  ;  on  pourra  donc  fiier  a 
priori  le  nombre  de  décimales  qu'on  devra  admettre  dans  Te&pression  des 
fonctions  U;  mats  Hotts  tfVOn^  tîéji  fiiit  CFhsertcr  cpnr  fes'  errcnrè^^r  les 
différences  secondes  se  multiplient  comme  les  nombres  triangulaires;  ainsi 
il  faudra  se  procurer ,  à  deé  intervalles  déterminés ,  des  vafeûV^  exacte^  dé 
la  fonction  piiiic^>ab  D  âtt  desa  difiCorence  preiyûÀrcf /U|  afin,  d#  connaî- 
tre et  de  corriger  les  peHtéS'  erreurs  qUi  étiraient  ptl  s'accumufcr  par  le 
progrès  des  opérations. 

708.  Les  deux  méthodes  quer  nous  venons  dVxpoiei  sont'  en  généra]  trèà 
propres  à  remplir  l'objet  qui  était  proposé  ae  <5dttstruire  tiné  Table  des  va-*- 
leurs  de  Tintégrale  Us^/lto^j  dles  ôntTuncfetFautté  dès  avantages  et  des 
inconvéniens  qu'il  faudra  balancer  lorsqu'il  s'agira  de  les  appliquai"  a  un 
objet  déieiimné.  Nous  remàrqueroift  îci  que  ht  seeoîide  de  ces  méthode» 
peut  avoir  une  appIicalioi\  partiituliëre  et  fort  utile/ ^'il  s^agif  en  eflef  de* 
cotTStruire  une  Table  e)c»  raletlr^  et  la  foUdlidfi  U,  <fèf)t^  la  seule  eon- 

riaissance  da  c^effitîiÊn^l  différentiel  en  second  ordre  ^  rx  u,  eo  sorte 
qu'on  ait  U  =  ffudp*^  ;  le  problème  se  résoudra  immédiatement  par  la- 
formule  cr*t*^=  Q  4^^  jy^^  "^"à^^+g^  ^^'  — ^^^-^  ^^  ''^°  ^ 

I/usoge  è€  cette  fomiuk  suppose  ^(tq  Ton  oonnaii  à  )^>rîgin(i  à^  Tinté- 
grtrltf  les  valeuf»  de  U  et  de  cTU;  ces  dedïi  do^téesi  suffiront  pour  calculer 
la  série  entière  des  valeurs  de  U;  et  si  Ton  a. bfpsoiû  danâl  cet  întervaUe|. 
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de  Fun  des  coelKciens  différentiels  ^  ^  on  le  calcolera  par  la  formule  or* 
dinaire 

«^«J^U— jcT-U  +  ÎJ^nj  — JcT^U+etc. 

709.  Si  l'on  proposait  pltëriearement  de  former  une  Table  des  valeurs 
de  la  fonction  U,  en  connaissant  seulement  le  coefficient  différentiel  du 

3*  ordre  ^  s=s  u,  en  sorte  qu'on  eût  U  =:  f^ud^^y  u  étant  une  simple 

fonction  de  9,  la  solution  se  déduirait  aisément  de  la  même  analyse  que 
nous  avons  suivie  dans  l'art.  6g6.  Soit  pour  cet  effet  p  ce  que  devient  la 
fixiction  donnée  u ,  lorsqu'on  y  met  9  +  i  ^ }  ^u  lieu  de  4>,  ou  trouvera 

fltV  =  /«U*  ~  JfJ^U^  +  A^'J^U^  —  A^cT^U»^  4-  etc. , 

les  coefficiens  A/,  V'y  h!" ^  etc. ,  étant  les  mêmes  qu'on  déduirait  de  l'équa- 
tion identique 

(ar— i,J5L+i4-/-4  — etc.y=a:?  —  *'«•  +  *''*'  ~  etc. 
Soit  donc  cl^v  =  R  ;  et  de  l'équation  précédente  on  déduim 

J^.U- =  R  +  J /*«  -  j^  cT^R- 4- ^.  Jv'Ro- -  etc. , 
la  loi  des  coefficiens  étant  la  même  que  donnerait  le  développement  de 

Au  moyen  de  la  formule  précédente,  il  suffit  de  connaître  à  l'origine 
de  l'intégrale  les  valeurs  de  U,  «TU,  cT'U,  ou  ce  qui  revient  au  même , 
les  trois  premiers  termes  de  la  série  V,  U' ,  Vf'  ^  et  on  formera  la  série 
entière  des  valeurs  de  l'intégrale  \]z=:/^ui^. 

710.  U  résulte  encore  de  la  même  analyse  qu  étant  donné  le  coefficient 

//4¥T 

didecentiel  du  quatrième  ordre  ^  s=  n,  si  l'on  fait  a^u  ss  S ,  on  aura  la 
formule 

J^4U-.=S4-gJ^S«-.^/*S-H-^-<r«S--etc., 

au  moyen  de  laquelle  on  pourra  calculer  la  série  entière  des  valeurs  de 
l'intégrale  U  =sf^ud(p^ ,  pourvu  qu'on  connusse  les  quatre  premiers  ter- 
mes de  cette  série  U,  13',  13",  U*",  ou  ce  qui  revient  au  même,  les  quatre 
quantités  U,  cTU,  cT-U, /«U, 
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On  a  vu  dans  les  art.  704  et  suivans  comment  les  calculs  doivent  être 
disposés  pour  former  graduellement  la  série  des  auxiliaires  et  celle  des 
fonctions.  Pour  éviter  à  cet  égard  tout  embarras,  voici  commenl  on  mettra 
en  usage  la  dernière  formule 

eT^U-  =  S  +  ^  J^*  —  etc. 

La  valeur  de  S  étant  donnée  en  fonction  de  ^,  on  pourra  calculer  préa- 
lablement, avec  telle  étendue. qu'on  voudra,  la  suite  des  quantités  S,  tant 
dans  le  sens  des  variables  croissantes  Çj  (p^a^  <p  ^  aa^  etc.,  à  partir  de 
la  première  valeur  de  ^,  que  dans  le  sens  contraire  ^  —  ât,  (p  —  2a,  etc. , 
s'il  est  nécessaire.  Avec  ces  valeurs  et  leurs  différences  successives,  pro-* 
longées  jusqu'à  ce  qu'elles  puissent  être  négligées,  on  formera  autant  de 
lignes  qu'on  voudra ,  telles  que  les  suivantes  : 


<p  —    * 

S» ,  «rs« , 

«r*S* ,  «PS» ,  <f*S' ,  etc. 

S  ,  /S  , 
S' ,  «TS' , 
S",  cTS", 

J^'S  ,  «r»S  ,  cT^S  ,  etc. 
«T'S' ,  «r»S' ,  «PS' ,  etc. 
«r-S"  ,  cT'S" ,  <f*S' ,  etc. 

Cela  posé ,  puisqu'on  a  en  général 

«PU = S"  H-  g  <PS' J*S  4-  r4^-o  J"S« — etc. 

(  valeur  qui  se  réduira  le  plus  souvent  aux  trois  premiers  termes  )  j  on  voit 
que  pour  chaque  valeur  de  ^ ,  la  Table  des  quantités  S  donnera  immédia- 
tement la  valeur  de  eT^U,  laquelle  jointe  aux  valeurs  connues  de  U,  J^U, 
cT^U,  J^*U,  servira  à  former  dans  la  ligne  inférieure  les  termes  U',  J^L', 

Calculant  de  même  la  valeur  suivante  de  cT^U ,  qui  est  cl^^U';,  on  formera 
une  nouvelle  ligne  h' ,  (TU",  J^*lj' ,  «T^U* ,  et  ainsi  jusqu'à  la  limite  de  la 
Table  qu'on  veut  construire. 

On  voit  que  pour  être  en  état  de  calculer  le  terme  J^*U  qui  sert  à  trou- 
ver U'^,  il  suffira  d'avoir  avancé  la  série  des  S  jusqu'au  terme  S*'  qui  sert 
à  trouver  J^S,  en  supposant  du  moios  que  la  valeur  de  J^^JJ  soit  exprimée 
d'une  manière  suffisamment  exacte  par  les  trois  premiers  termes  de  la  for- 
mule. Ainsi ,  dans  les  cas  les  plus  ordinaires ,  la  série  des  S  ne  devra  pas 
être  prolongée  au-delà  de  la  valeur  de  ^,  où  doit  se  terminer  la  Table; 
dans  ces  mêmes  cas  011  l'on  n?a  point  égard  au  quatrième  terme  de  la  for- 
mule contenant  J^*S^ ,  le  calcul  des  quantités  S  ne*  devra  être  fait  qu'à 

T.  n.  8 
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compter  de  la  première  vileor  de  py  puisque  les  quantités  précédentes  S^, 
S^  y  etc.  y  ne  seraient  d'aucun  usage. 

711.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  réunir  ici,  soiis  un  même  point  de  vue, 
les  difierentes  formules  que  nous  ayons  trouvées ,  pour  former  une  Table 
des  valeurs  de  l'intégrale  U,  lorsqu^ou  suppose  connu ,  en  fonction  de  la 

seule  variable  (p ,  l'un  des  coefficiens  différentiels   ^ ,   -^ ,  -^ ,   n-f  ; 

voici  ces  formules-  où  nous  avons  constamment  désigné  par  P  l'auxiliaire 
qui  doit  être  employée  dans  chaque  cas.  ^ 

Soit  i".  l'intégrale  U  =/W<p;  on  fera  P  ==  «1^,  if  étant  ce  que  devient 
la  fonction  donnée  u  y  en  mettant  ^  •{«  f  «  à  la  place  de  ^ ,  et  on  aura  la 
formule 

J^U  =  p  +  ^  cT-P»  -  gi^  <r^Po»  +  ^-1,.  <f «p-»  -  etc. 


Soit  2^.  l'intégrale  U  s=  ffudp^  j  on  fera  P  =  a*w ,  et  l'on  aura  la  for- 
mule 

cT-U-  «  P  4-  JL  J>-po  «    '    jup^  +    3i     ^pooo_etc; 

12  240  '   60400 

Soit  3*.  l'intégrale  U  =  pud^^y  on  fera  P  =  t^s^  ,  p  étant  ce  que  de- 
vient u  y  en  mettant  ^  +  7  ot  au  lieu  de  ^ ,  et  on  aura 

cT'U*  =  P  -H  5  J^^P* ^  ^^"^  4-  -^o  cT^P^  —  etc. 

o  1920  '    945. a'® 

Soit  4*.  l'intégrale  U  s:  f^ud^^y  oq  fera  P  =  a^u  y  et  l'on  aura 

c!^U«>  ===  P  +  i  cT^P^ -- —  cT^P^^  +  7^^^.  cTT^^ 

'   o  720  •   47*5. 2'* 

Il  serait  &cile  de  prolonger  à  volonté  la  suite  de  ces  formules,  en  ob- 
servant la  loi  qu'elles  suivent  et  qu'on  démontre  généralement  par  l'ana- 
Ijse  du  n^  696.  Ainsi  pour  l'intégrale  U  =s  fhêdp^  y  on  ferait  l'auxiliaire 
P  =  ai?i?  y  et  on  aurait  la  formule 

JSUoo  =  p  ^  J-  JV.po  ^  J^  J^4p••  4.  etc.  'y 

pour  l'intégrale  U  iBAfHid^^y  on  ferait  P  =s  «*£i,  et  l'on  aurait  la  formule 

j\eUoo#  —  p  -1-  i  Jv»po  _  ^  J>4p«o  ^  etc. , 

ainsi  des  autres. 

Quant  à  la  loi  dos  coefficiens,  elle  est  la  même  que  celle  qui  résulterait 
du  dévdoppement  dé  la  puîssanct 
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n  désignant  Tordre  de  l'intégrale  proposée  U  ^=if^ud^^. 

71:1.  U  serait  i  désirer  qu'on  put  ealculer  par  des  fyroéëdés  semblables 
et  avec  des  suites  aussi  convergentet^  les  râleur»  succ^sives  d'afie  fonetiou 

U  donnée  par  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  -r-  :^ .  .  . .  • 

fouet.  (U,  9),  ou  mâme  par  uii#  équation  dififércnlielle  d'un  ordre  plus 
élevé.  Ce  probléo»  est  de  la  même  nature  que  ceux  qui  coneerBeut  les 
intégrales  simples  ou  multiples  \  mais  sa  résolution  ofire  beaucoup  ]rfiis  de 
difficultés,  et  jusqu'à  présent  nous  ne  voyons  d'aulre  meyeu  d'y  parvesir 
que  la  formule  de  Taylor 

qui  sert  &  calculer  la  différence  finie  d'une  fonction  par  le  moyen  des 
coefficiens  différentiels  successifs  de  cette  fonelio*. 

Si  l'équation  est  du  premier  ordre ,  le  premier  coefficient  •nr-  sera  donné 

^  fo&6tio»  de  U  et  de  ^,  et  les  sui^ana  -^^  ^^  etc.,  s'en  déduiront  par 

la  différentiation.  On  pourra  donc^^  d'une  valeur  donnée  de  U  correspon- 
dante i  ^  =  ^ ,  déduire  la  valeur  suivante  U'  =  U  H*  J^U ,  correspondante 
à  ^  =:  e  *f-  ot,  et  ainsi  successivement. 
71 3.  Si  Péquation  est  différentielle  du  second  ordre  ^  alors  faisait.  •  •  • 

^  as  i<,  le  coefficient  -j^.  sera  une  fonction  donnée  de  u  et  de  ^  ;  on  en  dé- 
duira par  la  différentiation  les-  valeurs  dea  coeffidens  suivana  -^^  ^  y  etc. , 

exprimées  semblablement  en  fonctions  de  u  et  de  9. 

Connaissant  donc  les  premières  valeurs  de  U  et  de  u  qui  répondent  par 
exemple  à  ^  =  e ,  on  trouvera  tes  valeurs  suivantes  de  U  et  de  u  qui  ré- 
pondent à  ^  =  ^  +  ^  9  su  moyen  des  formules 

i.p,       ^     .  *•    iàX}  .    «3     ^^  ^1^^ 
.      crB  =  i»«-h--^-h^.5j5r'^etc., 

d'où  l'on  déduira  U'  =  U  -J-  J^U ,.  ji::=s^U'\r  ^^'  Par  ces  nouvelles  valeurs 
de  U  et  de  i^  qui  répondent  k  ^^=  e^  a^  on  trouvera  semblablement  les 
valbui^  suivautes  qin>  répondent!  àr  9  dB=f  ^  i<t^  aa ,  et  anaiiv  guooeMveiMnt 

8-. 
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jusqu'à  la  fin  de  la  Table.  Mais  ces  calcub  qu'on  doit  faire  ainsi  pas  à 
pas  pour  que  le  résultat  en  soit  plus  exact ,  sont  très  longs  et  très  diffi- 
cultueux. 

U  serait  d'autant  plus  utile  de  perfectionner  ces  méthodes  en  rendant 
les  suites  plus  convergentes ,  que  la  réduction  en  Tables  est  la  seule  res- 
source qui  reste  pour  évaluer  les  fonctions  déterminées  par  des  équations 
différentielles  qu'on  ne  peut  int^er  exactement;  et  peut-être  n'y  a-t-il 
pas  d'autre  moyen  de  résoudre  les  grandes  difficultés  que  présente  la  théorie 
des  perturbations  des  planètes  y  lorsque  le  développement  en  série  ne  peut 
pas  avoir  lieu ,  ou  lorsqu'il  offrirait  un  trop  grand  nombre  de  termes  qni 
ne  pourraient  être  négUgés. 


WW»»^Mi\fVI^<^^^%%V^<»>MWW»^WVV»^^»l<»V^^W^MMM>^MW»w^^)|»^^W<lM^MW^»^^»^^WM^M^»%W^^%»M^ 


CHAPITRE  IV. 

* 

Application  des  méthodes  précédentes  à  la  construction  de 

la  Table  II. 

714*  X  ouR  expliquer  plus  clairement  l'usage  de  nos  formules ,  nous  les 
appliquerons  au  calcul  de  la  Table  des  fonctions  E  pour  le  modcde  c  = 
sin  ^S'y  qui  se  présente  le  plus  fréquemment  dans  les  applications.  Nous 

supposerons  en  même  temps  qu'on  fait  â(  =  à  un  demi -degré  ==  ^  » 

c'est-à-dire  que  la  Table  des  fonctions  E  ou  des  intégrales  fLd/p  ào\t  être 
construite  pour  toutes  les  valeurs  de  ^ ,  de  demi-degré  en  demi-degré  , 
depuis  o**  jusqu'à  90*. 

Des  deux  méthodes  que  nous  avons  données  pour  construire  une  sem- 
blable Table,  nous  choisirons  celle  qui  sert  à  calculer  les  différences  se- 
condes de  la  fonction  E  par  le  moyen  d'une  auxiliaire.  .••••/ 

Q=a-^  =  —  i  ^«••'■^,  d'où  l'on  déduit 

tr*E-  =  Q+^crHî^ 

« 

Cette  valeur  suppose  que  Jie  terme  suivant  de  la  série  y  contenant  cT^Q^  y 
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est  négligeable;  or,  c'est  ce  qui  a  lieu  dans  le  cas  présent,  et  ce  qui  aura 
toujours  lieu  à  Fégard  de  la  fonction  E ,  à  moins  que  les  quantités  c  et 
sin  ^  ne  soient  toutes  deux  très  rapprochées  de  l'unité. 

71 5.  Pour  calculer  les  valeurs  successives  de  Q,  soit  é  =  ^  c'a*,  et  soit 
A  un  angle  déterminé  par  la  valeur  sin  A  =  c  sin  ^ ,  on  aura  A  =:  cos  A , 
et  en  omettant  le  signe  de  Q, 

QC  sin  flf 

COSA     ' 

dans  l'exemple  proposé,  on  aura  C  =^  «•  =  (~)  ,  et 

log^  =  5.27963  474^- 

Nous  nous  proposons  de  calculer  jusqu'à  douze  décimales  les  valeurs  de 
E;  alors  les  quantités  Q  auront  huit  chi£Pres  significatifs  au  plus,  de  sorte 
qu'elles  pourront  être  calculées  par  les  Tables  de  logarithmes  à  dix  déci* 
maies,  qu'on  réduira  à  huit,  et  même  quelquefois  par  les  Tables  à  sept 
décimales  seulement.  L'opération  principale,  pour  avoir  log  Q,  est  de  dé- 
duire log  cos  A  de  la  valeur  connue  de  log  sin  A  ;  il  sulfiira  le  plus  sou- 
vent ,  pour  cet  objet ,  de  tenir  compte  des  premières  différences  données 
par  les  Tables,  dans  l'hypothèse  de  huit  décimales  seulement.  Soit  À  la 
difierence  qui  répond  à  /sin  a,  et  B  la  différence  qui  répond  à  /cos  a,  a 
étant  l'angle  de  la  Table,  immédiatement  plus  petit  que  A;  si  l'on  fiiit 

Br 

/sin  A  =  /sin  a  -f-  r ,   on  aura  /cos  A  =  /cos  ^  ""  x* 

Cette  formule  sera  suffisante  presque  dans  tous  les  cas,  et  le  calcul  n'en 
sera  pas  bien  compliqué,  parce  que  les  différences  B  et  A,  ainsi  que  r, 
peuvent  être  prises  en  bornant  les  logarithmes  à  huit  décimales. 

Cependant  si  on  voulait  calculer  /  cos  A  de  manière  que  le  résultat  f&t 
exact  jusqu'à  la  dixième  ou  la  douzième  décimale ,  voici  le  moyen  qu'on 
pourrait  employer. 

Soit  a  l'angle  de  la  Table  qui  approche  le  plus  de  Fangle  A,  et  sup- 
posons qu'on  ait  à  la  fois 

/  sin  A  =  /  bin  a  db  r,     /  cos  A  =  /  cos  a  qp  R; 

il  s'agit  de  trouver  la  différence  R  par  le  moyen  de  la  différence  donnée  /»;. 
pour  cela  on  aura  la  formule 

ou 

1(^R  =3  log  (r  tang^  a)ziz{r  +  r  tang*  n}^ 


/ 
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716.  Les  règles  précédentes  pour  calculer  log  Q,  s'appliquent  à  toutes 
les  vakurs  de  f  dans  l'exemple  proposé ^  parce  qu'on  aura  toujours.. . .  • 
tang  a  <C  I  ;  mais  si  c  et  nn  ^  étaient  tous  deux  très  proches  de  Puni  té, 
tanga  pourrait  devenir  très  grand,  et  il  faudrait  employer  un  autre  moyen 
pour  cakuler  la  Taleur  de  A  qui  fait  connaître  celle  de  l'auxiliaire  Q. 

Alors  A  devra  être  mis  sous  la  forme  A  =  l/(**+  c*cos*  ^),  et  si  on 
prend  /à  tel  qu'on  ait 

tang^=      ,     ==:  tangfl  cos^, 
il  en  résultera  A  = ,  et  de  là  Q  =:  >  sin  2^  cosu,  en  faisant 


y  =:  ^^  ;  dans  l'exemple  proposé,  on  aura 

log  >=:5. 43014  97464. 

Il  s'agit  donc ,  pour  avoir  Q,  de  déduire  log  cos  ft  de  la  valeur  connue 
de  log  tang  ^;  c'est  ce  qu'on  peut  faire,  comme  ci-dessiis,  avec  une  exac- 
titude presque  toujours  suffisante,  par  le  moyen  des  différences  premières 
qui  répondent  &  log  cos  /te  et  log  tang  fi.  Si  on  veut  obtenir  une  plus 
grande  précision ,,  soit  a  Fangle  de  la  Table  le  plus  approché  de  /t^  ;  si  Ton 
Ëiit  à  la  fois 

l  tang  fi  =^  l  tang  adzr,     /cos;i=s/coBa=pR, 
on  déduira  la  différem^e  R  de  la/iifférence  connue  r,  par  la  formule 

R  =  r  sin*a  (  I  ±  Mr  cos*  a), 

ou 

log  R  =  log  (r  sin*  a  )  db  r  qp  r  sin'  a. 

Cette  manière  de  calculer  /  cos  /i  qui  Êiit  connaître  A  et  Q ,  n'est  sujette 
à  aucune  exception  ^  elle  peut  être  employée  dans  toute  l'étendue  des  Ta^ 
blés  qu'on  veut  construire ,  quels  que  soient  les  angles  S  et  ^  ;  en  effet ,  on 
y  oit  que  l'angle  fê  qui  est  6  lorsque  ^  =  0 ,  diminue  continuellement  à 
mesure  que  ^  augmente,  et  finit  par  être  nul  lorsque  (p  =3  go^. 

717.  Par  la  formule  Q  =  >  sin  2Ç  cos  fij  on  voit  que  l'auxiliaire  Q  est 
nulle  aux  deux  limites  de  la  Table ,  savoir ,  lorsque  ^  =  o  et  lorsque  ^ 
ss  90*  j  il  y  a  donc  entre  ces  deux  points  une  valeur  de  Q  qoî  est  un  maxi^ 

mum ;  ce  maximum  se  détermine  par  l'équation  tang  ^  =  t/— j  =  t/r 

( c'est  le  point  remarquable  où  Ton  a  F^  =  -j F" ) ;  alors  Q  =  ^  ,^ . .  Dans 
}e  cas  de  S  =  4*5^  que  nous  avon^  pris  pour  exemple ,  on  trouve  le  maxi- 
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nuan  Q  =:  o.  00002  33o5o  94  9  il  répond  à  l'amplitude  f  ss  49*  56'  à 
peu  prés. 

Pour  la  fonction  F  on  a  l'auxiliaire  Q  =  >'  sin  a^  cos^ft,  en  faisant  pour 

abréger  y  =  |^;  elle  s'évanouit  encore  aux  limitea  ^  =  o^  f  =  90',  et 

son  maximian  a  Keu  lorsque  tang*  (p  =  tang*6  -f-  v^(  i  H-lang*fl-|-tang*6). 
Dans  le  cas  de  6  =  45"",  ou  a  tang*  ^  =  i  +  1/3,  ou  à  peu  près  f  =  58* 5o' , 
ce  qui  donne  le  maximum  Q  =  o.oooo3  34o8a  54* 

718.  \(Àc\  deux  exemples  du  calcul  de  l'auxiliaire  Q  relative  à  la  fonc- 
tion £ ,  que  nous  résoudrons  chacun  par  les  deux  méthodes  que  nous 
avons  exposées. 

Soit  I*.  ^  =  33^  3o'}  suivant  la  première  méthode,  on  fera  le  calcul 
comme  il  suit ,  en  supposant  toujours  c  =  sin  45*. 

Z  sin  A  =  /  sin  a  -^  r 


C«. •    9-84948    50022 

cos  a...  9.964^1  53965. 

sin^..«  9.74188  9497' 

R  +                   1^845 

sinA...  9*59137  4499^  coiX...  g^ç/S^n   668to 

sinn...  9*59i38  16478  €...   5.27963  47466 

r=       71485  ^  -^••*  5.3f55i  80676 

r...  4*65421  49  sin  9^...  9.9640a  60827 

tang'a. . .  Q.a$^S3   a5  log  Q  =  5.27954  4i5o3 

/(/•tang*a)  =  4-*^674  74  Q  a=  o.ooooi  90346  18 

r., .  — •        71 .5  ^ 
rtang*  a. . .  —        12.8 

logR  =  4*10873  90 
Par  les  formules  de  la  seconde  méthode,  on  procédera  ainsi  : 

tang/u.  •  •  9.921 10  65899  cos  a. . .  9.88536  35668 

tang^..*  9.92111  8181 3  R  -f*                  47^44 

r  =  —         I   15914  cosjùt...  9.88536  832i2 

>>.•.  5.43oi4  97464 

r.  • .  5«o64i3  6  shi29...  9.96402  60827 

sin-a...  9*61296  4  logQ»  5.37954  4'5o3 

/(rsin*a)  =:  4*67710  o  Q  s=z  o.ooooi  90)46  18 
r— •rsin'tf...                   7 

logR  =  4*67709  3 
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Supposons  a^,  ^=  70°;  le  calcul  fait  par  la  première  méthode  donnera 
les  résultats  suivans  : 


c...   9.84943  5ooa2 
sin^...  9*97398  58164 

sîqA...  9.82247  08186 
sina...  9.82247  52805 

r  =  44619 

r...  4*649520 
tang'a...  9.897943 


/  sin  A  =  Z  sin  a  —  r 

cosa...  9.87350  37413 
R...  35274 

008  X...  9,87350  72687 
ff...   5.27963  474^ 

5.40612  74799 
sin  2^. . .  9.80806  74967 

logQ  =  5.3i4ï9  49766 
Q  =  o.ooooi  63755  i5 


Z(r  tangua)  =  4-547463 

r.  . .   —  4*5 

r  tangua. . .  —  3.5 

1(^R  =  4.547455 

Par  la  seconde  méthode  on  trouvera  ce  qui  suit  : 

/  tang  /Il  =  /  tang  a  -f-  /• 
tang)Et...  9.53405   16846 
tang  a  . . .  9.53402  28281 


cosâ...  9.97598  07553 
R. . .        3o2i9 


2  88565 


r. ..  5.46024  36 
sin* a...  9.02000  72 

/(rsin*a)  =  4*4^^25  08 
r  "^  r  sin*  a . . .  2  59 

logR  = 


co8;t...  9.97597  77334 

5^...  5.43014  974^4 

sin2^...  9.80806  74967 

logQ  =  5.21419  49765 
Q  =  o.ooooi  63755  \5 


=  4 •4^027  67 

On  voit  que  ces  deux  méthodes  s'accordent  parfaitement.  Les  calculs  ont 
été  foits  avec  la  même  précision  que  si  on  voulait  avoir  la  valeur  de  Q 
exacte  jusqu'à  la  quatorzième  décimale;  on  pourra  donc  les  faire  avec 
deux  décimales  de  moins,  lorsqu'on  ne  voudra  avoir  que  douze  décimales 
exactes. 

719.  Il  est  facile,  par  les  moyens  indiqués,  de  former  la  colonne  des 
auxiliaires  Q  et  celles  de  leurs  différences  premières  et  secondes ,  lesquelles 
serviront  à  former  la  colonne  des  différences  secondes  «f^E,  d'après  la  for- 
mule 
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Mais  pour  avoir  les  diffi§rences  pr«nières  SE ,  et  ensuite  les  foDClions  E 
eUes-mémes ,  il  faut  connaître  le  premier  terme  cTEa  qui  répond  à  ^  as  o  ; 
et  ce  premier  terme  esl  la  même  chose  que.  Ea  ,  puisqu'on  a  Eo  ss  o. 

Or  la  quantité  A  =  |/(i  —  c*  sin*  ç)  étant  développée  en  série,  on  en 
tire  fàd^  ou  • 

E  (^)  =  ^  —  J  c*  fd^  sin'  ^  —  -^  c*  fd^  sin*  f  —  etc. 
Soit  sin  ^ssXf  on  aura 

/dp  sin»^  s=  fx*dx{i  — «•)~»3S5  j  -I-  i  .  ^  +  14 .  -  +  etc. , 
/dprin*<p  =s:/««^i-4f)-'«  f  +  i  .  I  +  i^  .  |*+ etc. 

Ces  suites  sont  très  convergentes  lorsque  x  est  très  petit  ;  si  on  &it  donc 

9  =  0t  s=  1^,  on  aura  les  valeurs  suivantes ,  exactes  jusqu'à  la  quinzième 
décimale  : 

E(«)  =  «  —  ic-(3. 34541  4a464)  — f  c<(9.oo5a5  11), 
F(a)  =  £tH-ic^(3. 34541  4n464)  +  |c*(9.oo5a5  11). 

Les  nombres  en  parenthèses  déôgnent  les  logarithmes  des  coefficiens,  et  la 

caractéristique  9 ,  qu'on  voit  dans  le  troisième  terme ,  indique  une  fraction 
décimale  dont  le  premier  chiffre  significatif  est  au  onzième  rang.  On  a  d'ail- 
leurs 

«=:  0.0087a  6646a  69971  6S. 

730.  G)nnaissant  ainsi  Ëot  qui  est  la  même  chose  que  J^Eo,  on  pourra, 
comme  nous  l'avons  dit ,  construire  la  Table  dans  son  entier  au  moyen 
de  la  formule  J^^E""  ss  Q  -f*  ^^  J^H2**  Afais  pour  empêcher ,  autant  qu'il  est 
possible ,  les  erreurs  dues  au  terme  ^  /H2^  de  s'accumuler ,  nous  avons 
tenu  compte  des  restes  que  donne  la  division  de  J^H2^  par  la. 

Pour  cela  nous  avons  joint  à  la  colonne  des  secondes  différences  J^ , 
une  autre  «colonne  contenant  deux  nombres  que  nous  désignons  par  q  et 
r,  et  dont  voici  Fusage.  Soit  r^  le  terme  qui  précède  r,  et  supposons 
qu'en  divisant  J^*Q  H*  ^  P^  1^9  ^^  quotient  soit  q  et  le  reste  r,  on  fera 
constamment  J^'E  =  Q'  «-f*  7  9  ^u  dans  la  ligne  précédente ,  J^*E*  s=  Q  «4-  7^* 

7a  I .  Nous  joignons  ici  la  série  entière  des  calculs  &its  d'après  ces  prin- 
cipes, pour  obtenir,  dans  le  cas  de  c  =  sin  45* ^  les  valeurs  de  la  fonction 
E,  correspondantes  à  tous  les  degrés  et  demi-degrés  de  l'amplitude  f . 
T.  IL  9 
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On  peut  observer  que  pour  les  iinâmçi  ^lei|r^de  c  et  de  ^,  l'auxiliaire 
qui/ÇSt  Q  pour  la  fonçtioa  E,  idevient^  jpoiur  la  fo»ctipii  F  ;  d'ailleurs  A 

eét  19i:^F8  é^m^é  par  ïV)pérslioii  oflaènia  ifui  i^èpt  à  •^Oover  Q ,  puMqu'on 

<  .         .        ■  .  ■ 

a  dans  là  première  mëtBode  A=  côs  A^  et  dans  la  seconde  A  =^ . 

Ainsi,  en  construisant  la  Table  des  fonctions  E  pour  un  module,  dofiné , 
on  peut  construire  simultanément  la  Table  des  fonctions  F  qui  se  rap- 
porte au  même  module. 

Comme  le  mode  de  procéder  est  le  même  dans  l'une  iBt  Tatrfrc  Table , 
nous  xx^-nviGs^  pas  flàx  ^^ir  ^omdjèe  jtf^  ^a  '^abl^  ;p4)iRUc^lîàEe  qi|i  OQiXcerne 
la  fonction  F/d'aiuitant  que  dette  Tablç  et  celle  des  fonctions  E,  ont  be- 
soin dNitieidqrDière  rëctifieaiiob  ^r4eurs*4omiè  Imiter.  t^tïictiVjuile  dont 
elles  sont  susceptibles. 
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7780 

7787 

7740 

7741 


7786 
7727 

'M 

7674 


644  —  5 

6i  4  -  3 
6^  +  6 
615-4-6 


7646 
7614 

7487 


687  —  a 

634  +>  4 
63a —^3 

6a8-^3 
fiH  m  4 
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67*30' 
60.00 

68. 3o 
6g.  00 
6g. 3o 
«jo.oo 


.00 


idUki 


80  «30 
81.00. 

81 .  3o 
62.00 

82 .  3o 


83.00 
63. 3o 
Ôi.oo 
84.3a 
85. 00 


85. 3o 
86.00 
86. 3o 
87 .00 
87.30 


8a.  00 
88:30 

8g.t)o 
8g.  3o 
90.7)01 


•06618  95140  os 
.07278  77433  Sg 
.o^gâe  64585  18 
.ooSgS  ig332  07 
.09247  84465  gi 
.oggoo  82g32  10 


17620  18 
gi6oo  il 
07071  53 
698g2  g6 
8061 5  g2 


3785 

m 

[Snon 
6345 


43453  01 
61784  qo 


00618 
34786  61 

41724  4« 

335i4  7« 


.20148 

.207,5 

.21406 

•2I034 
«2fi66f 


i4oq6  3g 


267 
04 


.23266 
.23gfE 
. 24336 
.25t5g 
•2578ia 


00^77  16 
80473  46 
00271  32 
45198  5g 
iofe3  14 


.26404 
.27025 
.27646 
.28266 
.28885 


o6o5o  74 
38d22  g5 
loiii  93 
25q3d  21 
90013  4? 


.29505 
.30123 

.3i36o 
.31978 


08718  21 

84834  44 

23571  3i 
2g5o7  72 
0743g  g3 


.325g5 
.33112 
• 3383o 


6187g  *' 
97548  87 
igi32  82 

3l32!|  06 

38$i2  68 


«. 


65o  82293 
65o  07151 
656  34746 
654  65i53 
652 
65i 


73078 


649  7^g7U 
6i^8  i6363 
^6  6ig2i 
15  10722 
643  62837 


|2  i833i  8g 

lo  77274  42 

39730  58 

03765  i4 

636  75441  60 


635  48822 
634  ^5967 
633  06037 
63i  ^^ 
63o 


20 
80 

84 
3o 
6t 


73366  60 
.7oig8  4^ 
622  71 128  54 
620  76206  64 
625  85480  57 


H  9899630 
024  10797  06 
623  38927  27 
622  65424  55 

681  96327  60 


621  31672  21 
620  71491  98 

620  i58i8  28 
619  64680  2$ 
619  18104  74 


618  76116  23 

618  38736  87 

618  o5q86  4i 
617  77082  21 
617  5443g  18 


617  36660  76 
617  2i58o  g5 
617  1218g  24 
617  07490  62 


/•E. 


75141  98 
2404  70 
V  o5 

707  65 

63740  II 
60710  i5 


57615  5i 

5444199 

5iiq8  47 
^7885  87 

44^^  20 


22854  4^ 
19029  06 

i5i47  54 
11200  69 
07215  01 


1  o3t68  18 
88 

949^ I  90 
90726  07 

86484  27 


82198  44 
77870  59 
73502  72 
09096  q5 
646;s;5  àg 


60180  23 
556^3  70 
5ii38  02 
46575  52 
4ig88  5i 


3737g  36 
32750  46 
28104  20 
23443  o3 
18769  42 


i4o85  81 


2 


Q. 


77810  66 
70148  22 
12410  8g 

63755  i5 


60724  i3 
57621  4^ 
54447  82 


5i2o4  ^3 
47891  55 


44^10  78 

41062  97 
37549  23 
33070  74 
3o328  72 


It2l3  2 


07219^5 

03172  4^ 
90074  02 
§49*5  8g 
907*9  9^ 


86487  g4 
82201  g5 
77873  02 


35o5 


7 

égo 


99  93 


64658 
60182 
55676  12 
51140  26 
46577  56 


41QQ0  36 
37381  01 
32751  go 
28105  44 

23444  07 


18770  26 

14086  44 

g3g5  i3 

46g6.82 

0000  00 


/Q.   ir«Q. 


2662  46 
2737  33 
2Ô11 
2885 
2g58  5g 
3o3i  02 


3l02 

3.173 
3243 
33i2 
338o  77 


3447  81 
35i3  74 
3578  4g 
3542  02 
3704  25 


IT 


457 

3882  55 
3g38Q8 
399381 


4285 
4328 
i368  04 
44o5  g5 
4441  74 


J47S  34 
\So6  73 
|535  86 
4562  70 
4587  20 


Çf 


r. 


'-Il 


624  —  4 

6>9  +  4 
6i5  +  I 

60g  4-  6 

éo4  +  I 
598-5 


7087 
1000 


568  — 


6704     558 


6593 
6475 
6353 
6323 
6086 


[204 

[001 

^9' 

3360 

3i3q 
201 3 
2684 

2450 

22l5 

'^ 

1735 

"^?« 

1245 

)5o 


55o  —  3 
539 -H  4 
53o  —  3 
5i8  +  4 
£07  «f*  o 


428  4-  3 

414  +  4 

383  -f.  3 
367  «I*-  a 


262  — >  4 
242  -f»  5 
221  ^  I 

204  4*  3 
185  —  2 


63  —  2 
42  —  6 
20  4.  5 


CHAPITRE  IV.  çt 

jtkn.  NousatnMis  d^à  dk  qtus^  pour  remédier  à  l'accumuIalÂon  'desèraeurâ 
qtii  peut  réavlter  it  ht  métbode  préoé<iïettle,  il  était  néoeesaiffe  4e  Xfil«* 
ciller  par  ks  fommle»  ngonrettees^  les  valeÉvs  de  la  ibœfciw  qui  oorreia- 
pAndtBt  à  quelqnea^une»  dea  valeurs  ide  la  vaiiable  f.  Oo  aurait  pu ,  j^ofir 
eat  odi>jet,  se  borner  aux  cpiatre  valeurs  qui  tenskinent  las  qiiatr^  partie» 
de  la  Ti^le^  «avoir.,  9:»  aâ""*,  4>:^45<>^  ^  s:  67<'7,  9;;;3=9o''9  saais 
nous  y  en  avons  joint  trois  autres ,  et  voici  les  erreurs  en  plus  qui  se  MOt 
trouvées  dans  les  résultats  de  notre  Table. 

IKariable (?.•••,.,  a;i'i,      26,        4^,      49ij      67 j^      70;^,      go. 
Erreur  surE(^)...  -f-62,  -^-gS,  -f-  178,  •+•  i85,  +  ^^a,  -f-  227,  -f-320. 

Il  s'agit  maintenant  de  corriger  les  erreurs  de  tous  les  termes  de  la  Table, 
d'après  les  erreurs  conniJU^s  de  ces  isqpt  leines  ;  et  le  principe  auquel  il 
faut  s'attacher  dans  cette  opération  délicate,  est  d'altà*er  le  moins  qu'il  est 
possible  les  différences  premières  de  la  fonction,  parce  que  ces  différences, 
t^Bes  qu^les  sont  portées  lâans  la  TâiHe ,  soixt  néeeasairament  très  «ippro^ 
cbées  des'dtfRâr^iieeB  «xiides.  .    . 

On  pourrait. aisément  construire  des  formules  algébriques  qui  embrasse* 
raient  une  certaine  étendue  de  termes ,  dans  l'interpolation  des  erreurs  ; 
i»aift  Tuflage  de  ces  forsaulea  serait  pénible  et  souvent  peu  exact.  U  oous 
a  fiaru  plus.siaiple  de  fiûre  l'interpolaftion  à  vue,  en  s'écartant  lejnoins 
qu'il  est  j^ofisible  de  Fordre  liuéaira  îcwliqpii  sucoessîvem^t  par  Iqs  câtés 
du  polygone  dont  les  angles  sont  les  eKirémités  des  ordonnées  qui  re- 
piéseatent  les  erreurs  eounues.  L'inégalité  dans  la  distriboticm  des  erreurs 
sur  un  marne  o6té,  s'aura  pour  di>jet  que  de  rendre  moins  inégales  les 
cliflRirenees  en  passant  d'un  côté  à  l'auiUse;  et  les  anomalies  à  cet  ^an)  ne 
poun^nt  îamais  être  bien  considérablea»  parce  que  la  méthode  suivie  pour 
laconatrttotîon  de  la  Table,  est  de  nature  à  ne  permettre  aux  erreurs 
4le  ae  «iidlUplîer  que  par  des. degrés  presqu'insensibles. 

7a3.  C'est  par  ces  pn>cédés  qu'on  a  rae(ifié  la  Table  des  fonctîims  £ , 
«et  fsi  y  joignant  celle  des  fonctions  F ,  cfuuposée  et  rectifiée  semblable* 
jpeat  ^  on  a  formé  Ja  Table  il  ei^après ,  qui  servim  à  trouver  jusqu'4 
^dcHwe  -déekuales  ^  les  valeurs  des  fonctions  F  et  E  pour  toute  valeur  de 
l'amplitude  ^9  lorsque  Pangle  du  module  est  aie  4^^  Elle  servirait  «uspi  à 
&ire  l'opération  inverse ,  c'est-à-dire  à  trouver  l'amplitude  9  lorsque  l'une 
jdes^foiictie»6  est  donnée. 

On  voit  assea  par  les  ^i^érationsMdont  nous  avoos  donné  le  détail,  qu'on 
Be  peiA  joéponÂre  de  l'esaoUtude  de  la  douaiéme  décimale^  ^^pue^màne 
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la  onrième  pourrait,  dans  quelques  cas,  être  en  erreur  d'une  ou  de  daix 
unitës  ;  mais  au  moins  on  pourra  toujours  compter  sur  Texactitude  de  la 
dixième  décimale,  et  l'emploi  des  deux  autres  dans  les  calculs  d^nierpo- 
lation ,  garantira  les  résultats  de  toute  erreur  sur  la  dixième  décimale.  Si 
on  n'a  besoin  que  de  sept  décimales  exactes  dans  le  résultat,. il  si^ra 
d'en  admettre  huit  dans  les  calculs  d'interpolation ,  ce  qui  les  simpli6era 
beaucoup. 
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CHAPITRE  V. 


Examen  de  quelques  questions  sur  les  meilleurs  moyens  de 
former  un  système  complet  de  Tables  elliptiques. 

724*  AI AiMTENANT ,  pour  avoir  un  système  complet  de  Tables  elliptiques, 
il  ne  s'agit  que  de  construire  par  les  mêmes  méthodes,  des  Tables  parti- 
culières analogues  à  la  Table  II ,  qui  répondront  à  tous  les  angles  du  mo* 
dule  de  demi-degré  en  demi-degré.  On  aurait  ainû  une  suite  de  Tables 
contenant  les  valeurs  des  fonctions  F  et  E  pour  chaque  demi*  degré  de  l'am* 
plitude  et  de  l'angle  du  module,  calculées  jusqu'à  douxe  décimales. 

Dans  lé  recueil  dont  nous  parlons ,  la  première  Table  particulière ,  celle 
qui  répond  à  l'angle  du  module  8  =  0,  n'exige  aucun  calcul ,  puisqu'ayant 
alors  F  =:  E  =  9 ,  il  ne  s'agira  que  de  mettre  à  côté  de  diaque  amplitude 
^,  la  longueur  absolue  de  l'arc;  il  ne  sera  pas  même  nécessaire  d'y  Joindre 
les  différences  premières,  puisqu'elles  sont  constantes. 

La  dernière  des  Tables  particulières  est  celle  qui  répond  au  module 
c  =:  I  ou  à  Fangle  du  module  égal  à  90*-  elle  se  construira  d'une  manière 
l^ès  facile  au  moyen  des  Tables  connues ,  puisqu'alors  on  a  E  (^)  es  sin  ^ 
et  F  (^)  =  log  tang  (  45*  +  ^  ^  ).  Les  Tables  III  et  IV  ci-après  sont  des- 
tinées à  représenter  ces  fonctions. 

7^5.  La  Table  III  offre  les  sinus  naturels  et  leurs  logarithmes  pour  cha^ 
que  quart  de  degré  du  quadrant,  savoir,  les  sinus  naturels  exprimés  avec 
quinze  décimales ,  et  leurs  logarithmes  avec  quatorze  seulement.  Us  sont 
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tires  les  ujis  et  les  amtres  de  la  Trigon.  Britan.  de  Brigcs,  publiée  après 
la  mort  de  cet  auteur,  par  Gelubrand,  seul  ouvrage  où  l'on  trouve  un; 
aussi  grand  nombre  de  décimales  ;  car  le  Thésaurus  Màthematicus  de  Pi- 
Tjscus,  ne  donne  les  rànus  naturels  qu'avec  quatorze  décimales.  Nous  avons 
cru  que  cette  Table  serait  utile ,  ne  fût -'ce  que  pour  mettre  le  lecteur  à' 
portée  de  vérifier  par  lui-même ,  et  sans  le  secours  d'un  livre  qui  devient 
chaque  jour  plus  rare ,  les  calculs  que  nous  avons  développés  dans  diffé- 
rens  endroits  de  cet  ouvrage ,  et  surtout  ceux  qui  se  rapportent  à  la  Table 
des  fonctions  complètes. 

La  Table  IV  donne  les  logarithmes  hyperboliques  de  taug  (  4^®+!^), 
pour  toutes  les  valeurs  de  ^ ,  de  demi-degré  en  demi-degré  ;  ces  logarith-», 
mes  sont  en  même  temps  les  valeurs  de  la  fonction  F^,  lorsque  le  module 
eht  égal  à  l'unité,  ou  lorsque  l'angle  du  module  est  de  90**. 

Connaissant,  par  la  Table  JHT,  les  logarithmes  vulgaires  de  tang.  . 
(45^  4*  7  9)  9  îl  d  ^^'ffi  ^  multiplier  ceux-ci  par  Je  module  M  =  a  •  3o25 ,  etc., 
pour  avoir  les  logarithmes  contenus  dans  la  Table  lY. 

Enfin  nous  avons  cru  faire  plaisir  aux  calculateurs  en  ajoutant  à  ce  petit 
recueil,  la  Table  Y  extraite  des  grandes  Tables  du  cadastre ,  où  Ton  trou- 
vera les  logarithmes  à  dix-neuf  décimales  pour  tous  les  nombres  impairs 
de  II 63  à  i5oi  ,  et  pour  tous  les  nombres  premiers  de  i5oo  à  loooo. 

726.  La  Table  IV,  dans  laquelle  nous  avons  inséré  les  difi'érences  suc- 
cessives de  la  fonction ,  autant  que  le  format  a  pu  le  permettre,  fait  voir 
que  ces  différences  décroissent  d'une  manière  très  lente ,  lorsque  l'ampli- 
tude ^  approche  de  90®.  Alors  l'interpolation  de  la  Table  devient  très 
difficile,  ou  ne  donne  qu'une  approximation  insuffisante;  mais  il  est  inu* 
tile  de  s'occuper  de  cette  interpolation  dans  le  cas  de  la  Table  IV,  parce 
qu*on  a  d'ailleurs  assez  de  moyens  de  déterminer  avec  toute  la  précision 
nécessaire  le  log.  hyperbolique  de  tang  (45'-|-î^)  ,  quelque  soit  ^. 

L'interpolation  présentera  de  semblables  difficultés,  mais  a  un  moindre 
degré,  dans  les  Tables  particulières  dressées  pour  des  modules  dont  les 
angles  diffèrent  peu  de  l'angle  droit  ;  il  y  aura  alors  une  partie  plus  ou 
moins  étendue  de  chaque  Table ,  celle  qui  répond  aux  plus  grandes  va- 
leurs  de  (p,  dans  laquelle  les  interpolations  exigeront  un  calcul  plus  longj 
mais  cet  inconvénient  ne  se  fera  guère  sentir  qu'à  compter  de  l'angle  du 
module  9  =  70**,  et  seulement  pour  des  valeurs.de  ^  non  moindres  que 
no  ou  75®.  On  remarquera  au  reste  que  les  simples  Tables  de  logaritliilies 
des  nombres  et  des  sinus ,  sont  sujettes  à  un  pareil  inconvénient ,  vers  leur 
T.  II.  10 
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cdftiMéiltteàâeht  >  et  que  celted  des  logai^lhmés  des  tangentes  k  sont  au 
ùàinïïïéticeïxïeîït  et  à  la  fitt ,  lorsque  l'angle  approche  de  90*. 

Il  sei^U  superflu  de  f^liiiéi^icl  de  la  double  interpolation  qdé  l'on  aurait 
à  fbh^è  selon  les  diverse^  valeur^  des  angles  8  et  ^  >  lorsque  le  système  de 
Tables  dont  nous  avons  parle  sera  exécuté,  où,  te  qui  revient  au  même, 
IbHtjtfon  aura  une  Table  à  double  entrée  contenant  les  valeurs  des  fonc- 
tions E  et  F,  pour  toutes  les  valeurs  des  angles  S  et  ^ ,  de  demi -degré 
èto  defaii^d^ré.  Mais  il  y  â  d'autres  questions  qui  concernent  la  eonsèrut^tibn 
de  la  Table  elle-même ,  et  qui  méritent  d'être  discutées. 

727.  On  peut  d'abord  observer  que  l'interpolation  est  en  général  plus  fa- 
cile à  l'égard  des  fonctiotis  E  qu'à  l'égard  des  (onctions  F;  et  si  on  se  rap- 
pelle que  toute  fonction  F  peut  s'exprimer  exactement  par  la  fonction  E 
et  une  autre  fonction  de  même  nature ,  on  en  conclilra  qu'à  la  rigueut 
on  pourrait  se  contenter  de  construire  la  Table  des  fonctions  E,  laquelle 
présentera  toupurs  plus  de  facilités  ^et  moins  de  cas  d'exception ,  dans  les 
calculs  d'interpolation.  Cette  observation  réduirait  presqu'à  moitié  le  calcul 
de»  Tables  elliptiques^  et  oe  calcul  deviendrait  surtout  d'une  exécution  assez 
fismle,  ai  on  ne  voulait  avcnr  les  fonctions  E  qu'avec  sept  décimales  exactes. 

Mais,  d'un  autre  côté^  les  fonctions  F  étant  plus  simples  analytique- 
ment  que  les  fonctions  E,  il  y  a  quelque  inconvénient  à  déduire  la  fonc- 
tion la  plus  simple  F  ou  F  (c,  ^)  de  deux  fonctions  plus  composées 
£(^»  ^)  9  ^{^^y  9^)«  C^^  inconvénient  n'est  pas  simplement  idéal,  il  se 
fait  sentir  encore  par  la  complication  qu'il  entraîne  dans  les  calculs,  puis- 
que la  détermination  de  la  fonction  E  (c%  ^*^)  suppose  qu'on  a  calculé  de 
nouveaux  élémens  c^,  ^^,  qu'on  peut  bien  déduire  trigonométriquemeut 
des  élémens  donnés  c,  ^,  mais  qui  rendent  le  calcul  plus  long  et  plus 
difficultueux. 

728.  U  faut  observer  de  plus  que  quand  on  détermine  la  fonction  F,  soit 
au  moyen  des  deux  fonctions  E  (c,  ^) ,  E  (c*,  ^),  soit  au  moyen  des  deux 
fonctions  E(r,  ^),  E  (c'y  ^'),  ce  qui  se  feit  par  l'une  ou  l'autre  des  for- 
mules 

iF(c,  ^)  =  i(i4-«)ECc%r)— E(c,(p)H.^(i— *)sio^% 
^i«F(c,^)=E(c,  ^)-(i  +  c)E(c',^')  +  csinfj 

les  erreurs  sur  les  fonctions  E  se  trouvent  notablement  augmentées  dans 
l'expression  de  F,  à  tause  de  la  petitesse  du  diviseur  *  dans  une  formule ,  ou 
X  *•  dans  l'autre  j  de  sorte  qu'on  ne  pourra  se  flatter  d'obtenir  la  fonction 
F  avec  la  même  précision  que  les  Tables  donnent  les  fonctions  E, 
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Ëofin ,  dè^  qu'une  fbi^  on  9W^  dédiait  de»  (dop»ées  c ,  f ,  kii  nouvmux 
élémens  i^j  ^"^  on  o\  ^',  il  n'eu  coûtera  guèf€  datuntege  pour  efioitiimer 
les  mûtes  Cy  c'y  é\  etc.,  et  <Py  f%  V,  elc,  jusqu'au  tjroiaîèiDe  terme lenir 
viron ,  comme  cela  est  nëcessaire  pour  obtenir  directement  une  valeuf  icniapi 
approchée  qu'on  voudra  de  la  £bnetioii  F  (^^  f  ),  en  la  déduisaut  4^  for- 
mules , 

F(c,<p)  =  K,Ioet-ng(45-4-i*'>,    K=^(^^^. 

oii.4'  désigne  la  Uaiite  des  angles  ^  \  f\  qf^  etc.  ;  et  dans  ce  cas,  on  A'aura 
aucun  besoin  de  la  Table  des  fonctions  Ë. 

7519.  Il  résulte  de  cette  discussion  que,  quoique  la  fonction  F  puisse 
s'exprimer  rigoureusement  par  deux  des  fonctions  E;  cependant  cette  pro- 
priété ne  fournit  pas  des  moyens  de  cakul  asses  simples  pour  être  em- 
ployée utilement  dans  les  approximations,  H  en  est  de  même  de  Fusage 

qu^on  voudrait  &ire  de  la  formule  FcpE  —  ^-^9  ouF  asE-*-  tang  ô 

en  faisant  c  s=:  sin  6. 

Car,  pour  faire  IVipplication  de  eette  fi^mule,  il  faudrait  d'abord; lèhre 
en  possession  d'une  Table  complète  des  fiinctî<His  E,*. calculée  pounkwlfls 
les  valeurs  de  fi  et  de  ^ ,  de  demi-degré  en  cteoô^degré^  de  plv&eaappêr 

lant  a  la  longueur  d'un  demi-degré ,  ou  faisant  tt  =  ^ ,  le  ooeAdent 
diJQ^entiel  ^  devrait  ôtn  tiré  ê^  la  fonjEUile 

OÙ  les  difierences  successives  cTE,  '/•E,  J^E,  etc.,  sont  relatives  à  lava^ 
riable  8  seule.  Mais  on  voit  qu'à  cause  de  la  petitesse  de  a ,  la  valeur  de 

^ne  serait  déterminée  en  géoérgl  qu'^viçc  dw?  #5Î»ft|^9  içmoiqftgjW;!? 

fonction  E,  et  la  précision  diminuerait  essore  à  meaure  <pie  :tai^.  A 4iii|^ 
menterait  ;  ainsi  ce  moyen  d'approximation  que  nous  avions  proposé  au- 
trefois ,  ne  saurait  être  adopté. 

73o.  Ayant  écarté  plusieurs  des  moyens  qui  se  présentent  natureUement 
pour  construire  des  Tables  propres  à  faire  trouver  aisément ,  dans  tous  les 
cas ,  les  valeurs  des  fonctions  elliptiques  E  et  F ,  l'idée  peut  venir  encore 
de  remplacer  une  de  ces  fonctions  par  une  autre  qui  serait  plus  facile  à 

réduire  en  Tables.  Telle  est ,  par  exemple ,  la  fonction  G  =  /  ^       « 

10.  • 


yfi  CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPTIQUES, 

dont  la  viJeur  complète  y  lorsque  p  :=i\^  ^  sei^a  ^  tt  ou  i ,  selon  qu'on 
fait  c  =s  0  ou  <?  =  X  ;  de  sorte  que  dans  les  cas  intermédiaires  eette  fonc- 
tion éprouvera  peu  de  variations ,  et  sera  très  propre  à  .être  réduite  eu 
Tables. 

Et  puisque  la  fonction  F  peut  être  déduite  des  fonctions  E  et  G^  au  moyen 
^de  l'équation 

il  semble  au  premier  coup  d'œil  que  la  fonction  G  pourrait  être  substituée 
avec  avantage  à  la  fonction  F,  au  moins  dans  la  partie  des  Tables  de 
celle-ci  qui  se  prête  difficilement  aux  interpolations  y  c'est-à-dire  lorsque 
les  angles  8  et  ^  sont  tous  deux  plus  grands  que  70  ou  75*. 
-  Mais,  en  examinant  la  cbose  avec  plus  d'attention-,  on  reconnaît  que  la 
difficulté  n'est  qu'éludée,  et  qu'on  n'obtiendra  pas  une  plus  grande  ap- 
proximation par  ce  moyen ,  parce  que  si  on  a  ,  par  exemple ,  i*  =  - — , 

l'erreur  de  E  —  G  se  trouvera  centuplée  dans  la  valeur  de  F.  Il  vaudrait 
donc  tout  autant,  à  mesure  que  8  et  ^  augmentent  au-delà  d'une  cer- 
taine limite,  diminuer  le  nombre  des  décimales  qui  entrent  dans  l'expres- 
sion de  F ,  afin  que  l'interpolation  fût  toujours  é^lement  praticable,  mais 
donnât  pour  résultat  un  moindre  nombre  de  chiffres  décimaux. 

73 1.  Pour  donner  un  ei;emple  de  l'usage  de  nos  méthodes,  lorsque 
l'angle  du  module  est  peu  éloigné  de  90^ ,  nous  joignons  ici  une  Table 
des  fonctions  E  et  F,  construite  d'après  ces  méthodes  pour  le  module 
c  =B  sin  89"*.  Cette  Table  ^  calculée  par  la  même  méthode  que  la  Table  II, 
n'est  pas  pourvue  d'un  aussi  grand  degré  de  précision,  et  on  ne  peut 
guère  compter  sur  l'exactitude  de  la  dixième  décimale;  mais  elle  pourra 
être  utile ,  surtout  en  fournissant  des  exemples  qui  serviront  à  apprécier 
diverses  formules  que  nous  donnerons  ci-après  pour  les  cas  où  le  module 
est  très  peu  .différent  de  l'unité. 
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c  3=  iîn  89*. 


o^'oo' 
o.3o 
i.oo 
i.3o 
a. 00 
2.3o 


'    3.00 
^   3.3o 

5.00 


5.3o 
6.00 
6.3o 
7.00 
7.30 


8.00 
8.3o 
9.00 
9.30 
0.00 


o.3o 
i.oo 
i.3o 
2.00 
a.3o 


3.00 
3.3o 
.00 
•3o 
5.00 


I 


5.3o 
6.00 
6.3o 
7.00 
7.30 


57oo 
8.3o 
9.00 
9.30 
20.00 


ao.3o 
2t.  00 
21. 3o 
22.00 
22. 3o 


E. 


o . 00000 
0.00872 
0.01^45 
0.02017 
0.03^89 
0.04361 


00000 
65355 
24066 
69400 

94985 

939  ïï 


o.o5233 

0.06104 
0.06075 
0.07045 


59630 
8$5o6 
64905 


.02042  9»  «99 
.08715  57761 


0.09584 
0.10452 

O.Il320 

0.12186 
o .  1 3o52 


8521 3 
32877 
435» 
3o59 


0.13917 
o. 14780 
0.15643 
o.  i65oi 
01736/ 


o.  18223 
o.  19080 
0.19936 

0.20291 
0.21644 


58388 
o3558 
§3464 
2i5qi 

01434 


0.224c 

0.23344 
0.24192 
o.25o38 
o.2588i 


i65o2 
6o3i5 
26406 

o8322 

99M 


0.26723 
0.27063 
0.28401 
0.29237 
0.30070 


S 3887 
4703 
65676 
30^29 
72000 


0.30901 
o . 3 I 73o 
0.32557 
o . 33380 
0.3420a 


85846 
63838 
00268 
88847 
233oo 


o . 35o20 
o . 35837 
o.3665o 
o . 37460 
0.38268 


97376 
04843 


A 


êE.      ' 


872 
872 
872 
872 
871 
871 


65355 
587  u 
45124 
25495 
08026 


863 
862 
861 
860 
858 


857 
855 
854 
852 
85i 


63378 
5o85i 
31757 
06100 
^3906 

35170 
83906 
38127 


83q 
837 
835 
833 
83i 


^38i3 
06091 
81916 
91^02 
94263 


90816 
60973 
64753 
42171 
13246 


828 
826 
823 
821 
818 


So 
88579 
3^453 
74076 


816 
8i3 
810 
807 
804 


07/ 
34( 
55631 
70449 

79"  7 


F. 


0.00000  ooooo- 
0.00872  67570 
0.01745  417^4 

0.02018  2Q2QO 
0.03491  30709 

O . 04364  70790 
O  o5238  38ii3 
0.06112  45391 
0.06086  9Q322 
0.07062  00620 
0.00737  74022 


0.09614  08286 
o.io4qi  16197 
o.ii3o9  o^i 

0.12247  8o24i 
o. i3i27  5oio2 

o. 14008  2io53 
o. 14890  ooo55 

o. 15222  94>«» 

0.10057  10234 

O . I 7542  55540 

0. 18429  37160 
0.19317  62285 
0.20207  38167 
0.21090  72110 
0.21991  7i5o3 


0.22886 
0.23782 
0.24681 
o.2558i 
0.26484 


43768^ 

964^» 
37043 

73294 

12912 


o.  2*7388 
0.28295 
o . 29204 
o.3oii5 

0.3l02Q 


63719 
33624 
3o63i 
62833 
38423 


0.31945 
0.32864 
0.33786 

o.342i<^ 
o.35o37 


05701 
53o'7tt 


0.36567 
0.37500 


143 
0.3907 


0.40319 


75561 
93522 
24507 

•20 


m. 


\t 


fF. 


872 

872 

872 

873. 

873 

873 


67670 

24^1 4 
87506 

va', 

67023 


ominW 


53901 
875  07298 

875  67402 

876  34264 


877  0751 I 
872  88372 
870  75676 

§2969857 

o  70951 


8^ 


881  7Qooa 

882  94047 

884  >6>32 

885  45306 

886  81620 


8§^ 
889 
891 
89a 

M 


896 
898 

900 

902 

5îi 


906 

908 

9'> 
913 

gi6 


7588a 
33948 

99388 

72265 

40622 
36261 
39618 
60807 

6990^ 
0700^7 
32202 
76690 
27278 

Es 


918 
921 

9^4 

927*  f92I2 

930  ■  r4o82 


933  17961 
936  30985 
939  53289 
942  86024 
946  26337 
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à  r=  sin  89*», 


f' 


aS.oo 
a3.3o 
ai.  00 
24*30 
20.00 


25. 3o 
26.00 
26.30 
27.00 
27.30 


28.00 
28.30 
29.00 
29.30 
3o.oo 


3o.3o 
3i,oo 
3i.3o 
32.00 
32. 3o 


•  33 . 00 
33. 3o 
3i|.oo 
34 '30 
3S.OO 

36.00  ' 
36. 3o 
37.00 
37^.30 


38»oo 
38i.3o 
39.00 
39.30 
40.^00 


>  I 


43.00 
43.30 

^4*oo 

.i4*3o 
45v^O' 


E. 

0.38268  65568 

0.39073  44^^ 
0.39875  26343 

0.40674  0444^ 
0.41469  728^4 
0.4^3^262  25649 


0.4305 I 
0.43837 

o.i6399 
0.46170 


■SB6^4 


120 


<?•  46947 
0.477*6 

o.i|848i 

o . 49243 
o.Soooo 


59402 
43672 


76433 


0.^0754 
o.5iao4 

o . 5225o 

0.5:  ^ 
0.537' 


62623 
63785 
^72867 
64190 
92106 


0.54464 
0.55194 
0.55920 
o  56641 
0.57398 


9^997 

75277 


P.5807I 
0.58' 

0.60182^ 
0.60877 


5S682 
84^37 
65344 
^3646 
^63822 


0.61667 

0.6225i 

o .  62433 
0.63Ô09 
o.64aBa 


o.64< 

o.6Sbe7 

0.66264 

0.6691a 

0.67061 


7o585 
08684 

68067 
59029 


;^E. 


0.68202 
0.68837 
0.6946$ 
0.70093 
0.70713 


19320 

q3448 

i33ii 
84o33 
30778 
4Ô761 
33Î96 


79' ï7 
8i658 

f8< 

62755 
3io25 


0328T 

69661 

29882 

84270 

32761 


75355 
12107 
43o3o 
68169 
87534 


01 162 
09082 
ii323 
07916 
90891 


84280 
64116 
38427 

07249 
7061, 


fo3 


81 107 

28302 

70176 
06763 


685 
680 
676 
671 
666 


38099 
64221 
,86162 
00962 
11666 


661 
656 
661 
646 
640 


17281 
12876 

ï^479 
04128 

89863 


70722 

46745 

»797? 
81 


.41266 


O 

o 

0.42216 

o«43i< 

0.4412^ 

0.46087 


0.49051 
0.47020 

0-47993 
o  48970 
0.49962 


87142 
51728 

69413 

91206 
48324 


0.60938 
0.61920 
o . 62924 

0.63924 
0-54929 


62202 
14600 
47112 

T 

72001 


0.6^ 

0.6696^ 

0.57976 

0.69002 

o.6oo33 


272( 

98663 

17164 
63 1 


0.61071 

0.62114 
o.63i64 
0.6422Q 
0.65282 


o.6636o 
0.62426 
o.6â5on 
0.69696 
0.70693 


946B6 
42662 
09946 

I202Q 

84383 
87690 
91454 
i35o9 


'  0.71796 

0.72907 
0.74026 

0.76163 

0.76288 


0.7743^ 
0.78683 
0.79744 
0.80913 
0.82092 


71742 
84621 
71110 
00691 
43386 

69f7T" 
61027 

o8q2i 

6 

44^ 


0.83280 
0.84458 
0.85Ô86 
o.8$9q4 
0.88133 


2 

o3 
56310 
68^ 
3o,i86 


/F. 


946  26337 
949  77388 
g63. 38338 
967  09353 
960  aok6i3 
964^^293 

-968W 

972  97686 
981 '57119 

986. 03871 


990  62298 

996  32&I2 
000  16066 

006  «^4 

'010  17390 

016  37' 
020  71 

026-  iBiiQi 
•>  ^5 

037  54367 

b43  43788^1 

049  479  ^ 
o65  672 

062  Q2Q 
068  62 

r6  iq636 
h   03207 
o3864 
22^066 
IÔ3  58233 


m  12879 
118  86489 
126  79381 
134  92f 
143  26; 

76irE 

160  S' 

169  5é 
178  79*01 
188  34981 

T^T^i^i 
>2  910*7 
218  .126^ 

228.6l20!O 
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c  =r  sin  89". 


4s»  60' 
45.3b 
[6;  00 

l6;3b 

.ob 

^•3f.3b 


5ôido 
Si.oo 
Si  *3o 
5a  «00 
Sa<3o 

53. 00 
53;3o 


55. 3o 
56;ot> 
56;3o 
57:00 
57.30 

58. 00" 

^.3o 

59.00 

59.30 

60.00 

60.30"" 

et.oo 

61. 3o 
62.00 
62.30 

63.00 
63. 3o 
6i.po ■ 
64. 3p 
65. 00 

65. 3o 
66.00 
66. 3o 
67.00 
6'7.3o 


E. 


o. 
o. 
o. 
o. 
o.i73i38 

o. '74317 
o. '74898 

0.^75474 

0.57664 

o.7r 


0.77166 

0.7^718 
0.78264 

0.78805 
JOJ9339 

0,^9868 
0.00390 
o.8<  ^ 
o.8i4iâ 
0.81920 


384i2 
4^0  f  3 

88921 

74635 


20122 
16978 

30667^ 
57041 

3iii6 


06160 
33q25 
(78 
1098 
3^712 


0.82417 
0.82QOQ 

o. 83^94 
0.83872 
0.8434S 


0.84810 
0.85270 
0.85723 
0.86169 
0.8660g 


■8^ 


16896 

8i3d5 
07456 

9177^ 
30714 

40706 


0.87042 
0.87469 
0.8^889 
o.8o3u2 
0.88709 


635i2 
24624 

46497 

01 230 


0.89108 

0.89501 

0.89868 

0:90267 

0.90639 


o«9ioo5 

0.91364 
0.9I7I5 
0.92060 

0.92398 


81094 
83oô8 
04618 

4l2tÔ 

iiii7. 

0272& 

21486 
95290 

7/49" 
47497 


/E. 


614 


46202 
03284 
55735 
03596 
46908 
85714 


558  i3( 


25375 
34868 
39206 
3q436 
_tè6o8 

15953 
00220 
80614 
57182 


29932 

261 53 
04314 


004 

3779J 

821 15 
23fo6 


60812 
95289 
26584 
54753 

79844 


01914 
21010 
37192 
5o5è7 
61611 


358 
35i 

344 

337 


68758 
73804 
7620 1 
76606 

32n4 


F. 


0.88133 
0.89372 
0.90623 
0.91884 
0.93158 
0.94443 


3oi85 
67622 

8^92! 
2829$ 
665io 


0.957^1 
o.9.o5r 
0.98374 

0-997" 
.01061 


.0242^ 
.o38o5 

.06608 
.08033 


3393^ 

6435î 
92761 
55399 
89812 


34932 
3ii37 

20334 
46o3é 
53447 


•09474 
.10933 

.12408 

. i3qoi 

.i54i3 


8q556 
00229 
45317 
68767 
28740 


.16943 
. 18403 

.20064 
.21655 
.23267 


82740 
90352 
16398 
2207g 
73164 


.31679 
T33437 

. 35222 
.37035 
.38878 
.40751 

S656 


.48573 
.5o6ï8 


58i53 
33885 
84751 

^2926 
46i5 


3o3î 

;5i< 

1240 

67774 
9174* 


.52701 


78154 
5o532 
39408 
82862 
27122' 


27224 
Ô3530 


239  37437 

25o  4^^9Î 

»26t  76509 

273  4^673 

205  38214 

^97674 


20 


3i6  3o^2i 
323  28410 
336  62638 
35o  34413 

i364  4^^^o 

378  Q620S 

?93  89197 

09  25702 

25  07411 

4i  3oioc 

w 

J754:  , 

[93  33450 

i5ii  599^3 
53o  5aooo 


29- 


55o  0801a 
570  24664 
591  o6683 
t6i2  5' 
f634  7( 


1657  70742 
[681  50866 
706  08176 
731  51609 
767  85714 


785  14864 
81 


3  44o47 

842  78534 


^ 


^9^7 


I8876 
43454 

44»^ 

001 02> 


2123 

i8i65 
ii2oB 
ii2£{4 
i&3o2 


2o5o6' 
76900' 


8o 


CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPTIQUES, 


(p. 


6^37" 
60.00 

68. 3o 
69.00 
69.30 
ro.oo 


[3. 00 
fTlSo 
f4.oo 

l4*.  3o 
i5 .  00 


f5.3o 
76.00 
16. 3o 


78.00 
f8.3o 

19  <>o 
f9.3o 

$0.00 


80. 3p 
81 .00 
81.30 
82.00 
82.30 


83. 00 
83. 3o 
84.00 
84.30 
85. 00 


85. 3o 
86<oo 
86.30 
87.00 
87.30 


88/00 
88. 3o 
89.00 
89.30 
90.00 


c  ==  sin  89®. 


E. 


0.92398 
0.92729 
Q.93052 
0.93360 
0.93670 


47497 
20771 

88832 


49254 


►77 


0 . 94504 

0.94845 

0.95119 
0.95385 


61288 
68042 
558qo 

22754 
66614 


o . û5644 

o.Q58qD 

0.9D141 
0.96378 
0.96608 


p. 99831 
p. 97046 
9-97254 
.0.97455 


855i3 

77554 
40904 

73792 

74510 


41418 

72943 
67079 

23893 

4o524 


o  97834 
0.98012 
o  98183 

0.98346 

0.98502 


9.98631 
0.98792 

0.98926 
0.99052 

0'99'70 
0.992S2 
0.99385 

0.99481 
o  99570 

0.99651 


2143! 

85763 


oi856 
69855 

^0189 
3648 
9i5o2 


0.99725 

*>•  99792 

0.99851 

o  999^3 
o- 99947 


75669 


1 

2: 


(79 

»02 


01771 
57088 


0.99985 

I .0001 5 
I . ooo4o 
I . 00959 
1 .00075 


07033 
70052 
19846 
3i5i2 

15777 


lE. 


33o  2^224 
323  08001 
3 16  6oi2a^ 
309  5o4i5 
3o2  38096 
295  25523 


288  06754 
280  828|8 
273  60804 
266  43860 
259  18899 


25 I  92041 
244  6335o 
237  32888 
23o  00718 
22a  66908 


2i5  3i525 
207  94636 
200  5o3i4 
i663i 
5  75665 


78  33495 

70  Q02o5 

63  45881 
56  00623 

48  54533 


4i  07^23 
33  60020 
26  12467 

18  64329 
I I  I609J 


o3  67 


20 

73459 
81  27854 
73  84167 

66  433io 
59  06623 
5i  76169 

44  553 1 

37  4994 


3o  71019 
i5  84265 


F. 


.61453 
.63756 
.66108 
.685iî 


§6 


1390 
53o8 


.73493  60634 


. 76073 
.78716 
.81428 
.84211 
.87069 


"79^7 
94463 

^85oi 

26770 

67^48 


.90008 
.9303 I 
.96144 
.99353 
2 . 02664 


04717 
2io3i 

43889 

5o4o5 
73982 


2 . o6o85 
2 . 00622 
2 . 1 $284 
2. 17082 

2.21025 


2.25l25 

2.29396 
2.33853 
2.385i2 
2.43395 


11867 
34027 
q358o 
09x01 
29900 


52756 
44406 
17155 

?ioo5 
3414 


2.48526 

2 • 53q22 
2 . 59623 

2.65663 
2.77.084 


01750 
4iiii 

93954 
3269 

2810 


2 . 94206 
3.02703 
3.12160 


3 «22401 
3 . 33964 
3.46876 
3.6i6i3 
3.78742 


3-99Ï09 
. 24002 


I 


.55346 
4.95306 
5.43490 


921 7t 

9'»9î» 
98713 

9^96' 


JF. 


2302  68190 

2352  85574 
24o5  44^1 5 
2460  63601 
25i8  60725 
2579  57J03 


2643  76^^26 
271 I  44o38 
2782  88278 
2858  40869 
2938  37069 


3o23  i63i4 
3ii3  22858 
3209  o65i6 
33ii  ^577 
3420  37885 

3537  22160 
3662  59553 
3707  45621 

W  9^ 
4100  22856 


.  4p 

4659  73 


o  9i65o 
6  7an|9 

4882  4^4^ 

i3o  68336 


5396  39364 
5701  52840 
6039  79315 
6420  8954^ 
6853  40807 


7348  32271 
19  q635o 
B7  3^20 

9370  11725 
io32i  89670 


11472  71055 


7195 
12912  11482 
14736  71952 

2o366  68374 

24893  29032 
3i343  99010 
40020  07621 
48123  99583 
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CHAPITRE  VI. 

Méthode  trigonométrigue  pour  construire  y  d après  un  module 

déterminé,  la  Table  des  fonctions  F  ef  E. 

733.  On  peut  construire  cette  Table  par  une  méthode  qui  n^exige  que 
des  calculs  trigononiétriques  très  simples  ;  voici  en  quoi  consiste  cette 
m'élhode  :  • 

Supposons  qu'après  avoir  pris  un  module  c  k  volonté ,  on  veuille  trou- 
ver l'amplitude  ^  qni  réponde  à  une  fonction  F  égale  à  ~  de  la  fonction 
complète  F'  ;  cette  amplitude  se  déterminera  par  la  méthode  de  l'art.  71  ^ 
si  l'on  a  c*  <  ï/ou  si  c*  étant  >  \ ,  n'est  pas  trop  rapproché  de  l'unité  ; 
et  par  la  méthode  de  l'art.  76 ,  si  i  <—  c*  est  très  petit. 

Soit  dans  l'un  et  l'autre  cas ,  «  on  a.  la  valeur  de  l'amplitude  qui  donne 
F  (fit)  =7^  F',  nous  appellerons  successivement  ^,  «s»  ^4»  les  amplitu- 
des qui  donnent  F  (tfj  =  aF«,  F  («,)  s=  3Fa,  F  («4)  =  4F« ,  etc. ,  jusqu'à 

F(flt^)  =  20oF(a)  =  F'. 

Cela  posé ,  la  Table  que  nons  voulons  construire  contiendra  y  dans  la 
première  colonne,  les  nombres  i ,  a ,  3.  •  •  •soo,  qui  représentent  les  fonc- 
tions F  croissant  par  intervalles  égaux  ,  depuis  la  fonction  F  («t)  =s  -^  F' 
jusqu'à  la  fonction  complète  F*  ;  dans  la  seconde  colonne  seront  les  va- 
leurs correspondantes  de  l'amplitude,  savoir,  «.,  a^^y  Oi  jusqu'à  a^^  ou 
7  ^.  Cette  Table  sera  en  quelque  sorte  l'inverse  de  celle  que  nous  avons 
construite  par  la  première  méthode ,  et  dans  laquelle  let  amplitudes  crois- 
sent par  intervalles  ^ux  ;  mais  la  théorie  des  fonctions  F  fournit  des  for- 
mules très  él^ntes  pour  construire  la  Table  dans  ce  nouveau  système. 

733.  Désignons  par  ^  un  terme  quelconque  a.  de  la  suite  A^y  a^y  a^y  etc., 
en  sorte  qu'on  ait  F^  =  nFa  ;  nous  ferons  par  analogie  F(^^  =  {n^i)  F«, 

F^*=3(iirj-3)F«,  et  dans  le  sens  inverse,  F  (^**)=:(;j— i)Fa, 

F^**s=(»  —  a)  Fflt,  etc.  Cela  posé,  soit  A  («)  ou  ^/(i  —  c*  sin* a)  =  a, 
l'équation  générale  de  Tart.  as ,  deviendra 

T.  II.  II 
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Mm8  on  a  ^'  —  3^  -(-  ^*  s=  éT*^  ;  cette  équation  peut  donc  se  mettre' 

sous  la  forme 

tang((p  +  icr*(p*)  =  ataDg(pj 
on  déduit  de  là , 

^*       ^  i+atang*^ 

S|(Ht  41  =F      ,  ,  OU  A  s=    ■  ,     ,  cette  équation  deviendra 

et  on  en  déduit  ultérieurement , 

sin  i  «T*^*  =  -^  A:  sin  (  a^  +  i  S'ç'  ). 

Cette  équation  fait  voir  que  7  S^Ç""  est  toujours  n^tif  ;  Élisant  donc 
•i  J^»^*  s=  «^  û»y  on  aura  • 

sin  ûi  =s  A:  sin  (2^  —  6^). 

ôr  A:  est  i^ie  quantité  très  petite  du  second  ordre  par  rapport  à  ^,  puisqu'on  a 

csinAss— ^-T,  e(  qu'ainsi  k  se  déduit  de  csiu»,  suivant  la  même  loi 

que  le  module  c^  se  déduit  du  module  e.  On  voit  donc  que  co  restera 
toujours  une  quantité  très  petite  du  second  ordre;  son  maximum  aura  lieu 
à  peu  près  lorsqu'on  $1  ^  =  4^*,  et  ce  maximum  sera  à  peu  près  =  A:.  •  • 
s=  (7  c  sin  fit)*  =  ^  c^fii  sin  fit;  dans  les  points  extrêmes,  lorsque  ^sb  o  ou 
Ç  JrFm'^y  la  quantité  €ê  sera  nulle. 

L'équation  sin  (v  =  A:  sin  (a0  —  û))  est  facile  à  résoudre  dans  les  diilë- 
reg^,  cas ,  aveo  toute  l'approximation  nécessaire  ;  on  peut  d^abord  négliger 
a  dans  le  second  membre,  ce  qui  donnera  sin  o)  =  A:  sin  a^,  ou  simple- 
mçQl  étf  s?  A:  sip  a^  ;  ensuite  pour  avoir  une  plus  grande  approximation ,  on 
substituera  celte  valeur  dans  le  second  membre.  Soit  alors  k  sin  (2^— û»)=s;7, 
on  aura  sin  fi^  s=  /?;  dope  si  on  appelle  R'^  le  nombre  ide  secondes  conte- 
nues dans  le  rayon ,  afin  que  BJ'co  exprime  le  nombre  de  secondes  de  Parc 
Al,  on  aura 

On  dédu^tJGLUçsii  imipédiiitement  de  la  foi^mule  tang  (^  f*fr  ^  ^*^*)  :ssa  tang  ^, 
une  autre  vfileur  d^  i  J^^""  gu  û»,  si^voir  : 

«  =  —  7  J^*^*  =  A  ^in  a^  —  ^  A*  sin  4^  -H  i  A:'  sin  6^  —  etc. 
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Mais  cette  expression  est  en  général  moins  convergente  que  la  précédente  i 
€t  elle  parait  moins  facile  à  calculer  9  parce  qu'elle  exige  de  plus  qu'on 
cherche  dans  les  Tables  les  logarithmes  de  sin  4?)  sin6^,  etc. 
'  Les  valeurs  qu'on  devra  donner  à  ^  seront  successivement  ctt^  a^y  Oi^  tt<t^ 
On  calculera  les  valeurs  correspondantes  de  3a»  ,  qui  seik>nt  en  mette 
lempa  celle  de  cT*^;  et  comme  la  première  valeur  de  cTip,  celle  qui  ré- 
pond à  9  £=  Oy  est  égale  a  a  ,  on  pourra  former  en  entier  la  colonne  des 
valeurs  de  ^. 

Mais  pour  vérifier  les  calculs  et  empêcher  les  erreui^s  de  s'accumuler,  il 
sera  bon  d'avoir  une  formule  qui  fasse  connaître  directement  une  différence 
première  quelconque  J^Ç. 

Or  on  a  vu  (  art.  1 8  )  que  si  l'on  fait  tang  «nI^  =  A  (ot)  tang  ^  et  tang 

ft=A((p)tanga,  onaura^'=:4 +A^9  mais  d'un  autrecôté,  4=?-t"î^*^ 
et  ^'  =  cp  +  cT^  ;  donc  jtt  =  cT^  —  i  cT^^*  =s  cT^  -f-  â>  j  donc  on  a  pour  dé- 
terminer directement  SÇy  l'équation 

tang  (  <r^  +  a>)  =  A  (ç)  tang  A. 

On  voit  en  même  temps,  par  celte  équation,  que  comme  cé  est  toujours 
positif,  et  A((p)  toujours  rDoindre  que  l'unké,on  aura  par  ces  deux  rai- 
^ns,  cAp  <^a.  Ainsi  toutes  les  quantités  qui  entrent,  tant  dans  la  colonne 
des  différences  secondes  cT*^,  que  dans  celle  des  différences  premières  «T^, 
seront  plus  petites  que  des  limites  données,  et  ne  peuvent  par  conséquent; 
éprouver  que  de  petites  anomalies. 

On  obtiendra  enfin  une  vérification  complète  de  tous  les  calculs,  lorsque 
le  dernier  ternie  de  la  colonne  des  ^,  savoir  a,oo>  se  trouvera  égal  à  qo*. 
On  peut  se  procurer  d'autres,  vérificationa  dans  cet  intervalle*,  en  calenkint 
la  valeur  de  cp  qui  donne  F^  égale  à  la  moitié  ou  à  une  autre  partie  exprimée 
exactement  en  200**"^  de  la  fonction  complète  F*. 

734.  Une  fois  qu'où  a  déterminé  là  conslihité  cl  par  les  méthodes  di- 
rectes, on  voit  que  la  Table  entière  relative  à  la  fonction  F,  peut  être 
calculée  par  une  seule  fdrmide  trigonométrique  simple  et  rigoureuse,  sa-« 
voir,  sin  6^  =  A:  sin  (  2^  —  a»).  Eu  effet,  celte  formule  seule  servira  à  former 
la  colonne  entière  des  différences  secondes;  et  comme  on  connaît  d'avance 
le  premier  terme  des  différences  premières  «T^,  lequel  est  égal  à  a,  on 
formera  de  suite  la  colonne  entière  des  différences  premières  «Tcp,  et  de  là 
celle  des  amplitudes  ç ,  puisque  le  premier  terme  =  o. 
•  Le  problème  est  donc  résolu  conq^lètèment  par  la  seule  équation  mem- 
tïonnée;  mais  pour  se  procurer  de  loin  à  loin  des  vérifications,  on  à  iiiiti 
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seconde  fwmule  trigonomëtrique ,  savoir, 

tang  (cT^  +  «)  =  A(^)  tang a, 

laquelle  servira  à  calculer  directement  la  diflférence  première  cT^.  Elle  montre 
immédiatement  qu'une  valeur  approchée  de  J\p  est  J)p  :=:  ce  A  (ç)  ^^  «^. 

U  faut  maintenant  examiner,  i^  comment  on  interpolera  la  Table  des 
fonctions  F,  calculée  pour  une  valeur  déterminée  du  module;  2^.  comment 
on  interpolera  le  système  des  Tables  particulières,  calculées  pour  les  difiei*ens 
angles  du  module,  de  demi-degré  en  demi-degré. 

735.  Dans  le  premier  cas,  si  Ton  cherche  une  valeur  de  Ç  qui  réponde 
à  une  valeur  donnée  de  F,  il  faudra  d'abord  exprimer  F  en  parties  200***** 

de  F'.  Soit  donc  F  =  --^—  F*,  »  étant  un  entier  et  x  une  fraction. 

aoo.       ' 

Soit  A  la  valeur  de  Ç  qui  répond  au  nombre  n  de  la  première  colonne , 
et  soient  cTA,  «T'A,  cT'A  les  différences  successives  placées  sur  la  même  ligne 
que  A  y  la  valeur  de  l'amplitude  f  sera^  suivant  les  formules  ordinaires, 

f 

Si  au  contraire  on  demande  la  valeur  de  F  qui  réponde  à  une  valeur  donnée 
de  ^,  on  verra  d'abord  au  premier  coup  d'oeil  quel  est  le  nombre  de  la 
Table  qui  doit  être  pris  pour  Aj  le  nombre  correspondant  n  se  trouvera 
dans  la  première  colonne ^  vis-à-vis  de  A;  ainsi,  pour  avoir  la  valeur  de 

F  s=  F*,  il  ne  s'agira  que  de  déduire  x  de  l'équation  précédente  où 

l'on  connaît  ^,  A,  «TA,  cf*A,  «T^A  :  or  cette  résolution  n'offre  aucune  dif- 
ficulté^ car  on  a 


a  2.3 


la  première  valeur  approchée  de  x  est  donc    ..    j  on  s'en   servira   pour 

substituer  dans  le  dénominateur  et  obtenir  une  seconde  valeur  plus  appro- 
chée de  X'y  cette  seconde  en  donnera  semblablement  une  troisième,  et 
ainsi  de  suite. 

736.  Tenons  maintenant  à  la  seconde  question.  Nous  supposons  qu'il 
existe  une  suite  de  Tables  construites  pour  tous  les  angles  0  du  module, 
de  demi-degré  en  demi-degré,  dans  chacune  desquelles  qn  li*ouve  l'ange  ^ 
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qni  répond  à  toute  fonction  F(fl,  ^),  exprimée  par  — F'(fl)^  n  étant  un 

nombre  entier. 

Cela  posé,  soient  donnés  la  fonction  F  et  l'angle  ft  du  module  auquel  elle 
appartient;  il  faudra  préalablement,  diaprés  cet  angle,  calculer  la  fonction 
complète  F'  (ft);  alors  connaissant  F,  on  connaîtra  le  nombre  n+x  (com« 

posé  de  l'entier  n  et  de  la  fraction  x  ) ,  tel  qu'on  ait  F  =: F*/a. 

Soit  maintenant /E^ssC +7*,  C  étant  un  nombre  entier  dedemi-d^rés, 
et^  étant  <C  i .  Dans  la  Table  où  8  =s  f ,  on  prendra  par  interpolation  l'am* 
plitude  ^  qui  répond  à  ii-|-x;  on  prendra  de  même,  par  interpolation, 
les  amplitudes  ^\  ç'\  9'^,  etc.,  qui  répondent  à  ;)-|-ar,dans  les  Tables  qui 
ont  pour  angle  du  module  ^-f*'  9  €+2^  ^+3,  etc.;  cela  posé,  l'amplitude 
qui  répond  à  la  fonction  donnée  F  dont  l'angle  du  module  est  ft,  sera 
exprimée  par  la  valeur 

L'opération  inverse  se  ferait  d'une  manière  semblable,  mais  il  est  superflu 
de  s'en  occuper  ici. 

737.  11  &ut  faire  voir  maintenant  comment  on  pourra  former  ime  Table 
analogue  pour  les  fonctions  Ë  :  cette  Table  est  d'une  exécution  moins 
facile;  cependant  il  se  présente  encore,  pour  la  construire,  des  formules 
assez  élégantes  et  qui  méritent  d'être  remarquées* 

Soient,  comme  ci^lessus,  ^,  ^,  ^'  trois  amplitudes  successives  telles 
qu'on  ait  F(^*)  +  F(«)=F((p),  F  (<p)+F («)  =F  (^0> <>»  ««ra>  suivant 
l'art.  34,  les  deux  équations 

E  (^•)  +  E  (a)  —  E((p  )  =  c*sin  a  sin  ^sin  (p, 
JE  (?  )  +  E  («^)  •—  E  (<P')  =  ^*sio  «  »n  P.  ain  ^j 
d'où  l'on  tire 

E  ((p')  —  aE  (9)  +  E  ((p*)  =  —  c»  sin  «  sin  <p  (  sin  (p'  —  sin  ^•) , 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

cT^E  (^•)  =  —  c'  sin  a  sin  ç  (  sin  p'  —  sin  ^•). 

filais  ou  a  sin^ — sm  ^^*=2smî^ — ^  cos ^.;  d  ailleurs  ■  ■    •  .=  - 

=  «r^  —  i  /•(?%  et  ^àJl  =  ^  +  i  <jr«<j>»j  donc 
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OU  en  faisant  comme  ci-'dessus  ^  cT*^*^  ac  --^  o^, 

cT'E  (cp*)  =  —  se*  sin  OL  ces  (^ — «)  sin  (/ç  -H  û))  sin  Ç. 

•T observe  maintenant  qu'on  à  a  sin  ^  cos(^ — 0^)=  sin  (acp  —  ai  )  -f-  sin  6^  ; 

mais  sinû)=sA:5m(2^  — û))j  donc  2siu^cos((p — û))=(i+A:)sin(2^ — û>); 

donc 

cT'E  (^•)  =  —  c*  (i  +  A)  sin  ât  sin  (a^ — a)  sin  («T^ + û)), 

ou  enfin 

J^E  ((p^)  =  —  ne  v/Ar.sin  (2(p  —  ^)  sin  (J^(p  +  û»). 

Cette  formule  est  rigoureuse,  et  elle  est  réduite  à  un  état  de  simplicité  qui 
la  rend  très  propre  au  calcul  logarithmique. 

738.  Ainsi  en  même  tems  qu'on  calculera  pour  la  Table  des  fondions  F, 
la  quantité O)  qui  donne  cT*^*,  et  ensuite  /^,  par  la  valeur  J<p=eftp*-4"«^*^% 
on  aura  tous  les  élëmens  nécessaires  pour  calculer  cT'E^^  :  on  formera  donc 
par  cette  seule  formule,  la  colonne  entière  des  différences  secondes  de  la 
{oBCiion  Ë*  *  ' 

On  voit  que  la  différence  seconde  «T'E^*  s^évanouit  aux  deux  limites  de 
la  Table,  lorsque  Ç=o,  et  lorsque  ^=90^;  son  maximum  répond  à  une 
amplitude  toujours  plus  petite  que  45*. 

D^un  autre  côté,  la  fonction  Ect  est  facile  à  déduire  des  mêmes  élémens 
qpi  servent  â  déterminer  cl  de  manière  qu'on  ait  F<t  =  ~5  F*,  et  cette 
fonction  Ea  est  en  même  temps  la  valeur  de  cTEo ,  puisque  Eo  =  o,  et 
qu'ainsi  la  différence  Ea —  Eo  ou  J^Eo  =  Efit.  Puis  donc  qu'on  connaît  le 

})remier  terme  dé  la  colonne  des  difi(érences  premières,  et  tous  les  termes  de 
a  colonne  des  différences  Secondés,  on  pôutra  immédiatement  fofmer  la 
colonne  entière  des  différences  premières,  et  ensuite  celle  des  fbnctions  E^, 
dont  le  dernier  terme  devra  être  égal  à  la  fonction  compte  E'. 

•739.  La  méthode  que  nous  venons  d'expliquer  potir  former  la  Table  des 
fonctions  E  est  d'une  simplicité  qui  ne  laisse  rien  à  désirer.  Et  quand  on 
considère  aussi  combien  est  facile  la  construction  de  )a  Table  des  fonctions  F, 
puisqu'elle  ne  dépend  que  d'une  seule  formule  tngônométrique  rigoureuse- 
ment exacte,  on  serait  tenté  de  croire  que  cette  manière  de  former  des 
Tables  des  fonqticms  F  et  £,  doit  être  adoptée  de  préférence  à  celle  que 
nous  avons  exgosée  dans  les  chapitres  précédens.  Peut-être  que  l'exécu- 
tion dévoilerait  encore  de  nouveaux  motifs  de  préférence;  c^est  ce  que 
nous  laissons  à  décider  à  ceux  qui  voudront  entreprendre  le  long  et  utile 
travail  de  la  constructipn  de  ces  Tables. 

PJFouft  devKjmr  ei^corer  observ^rrqti'il  4eni  facile  de*  vérifier  aussi  sèuvent 
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qn^on  voudra  le  ealcu)  des  fonctions  Ej  cai*  ayant  Ecp  —  E^  =  J^E^*",  on 
tire  des  équations  précédentes, 

cTE^  s=  £«  —  c*  sin  a  sin  ^  sin  ^. 

C'est  l'expression  d'un  terme  quelconque  de  la  colonne  des  difierences  pre- 
-nièf^i  et  on,  voit  que  ces  différences  diminuentrcontiondilemeiit  depuis  la 
pr^iniAre  égaie  à  £«,  jusqu'à  la  dernière  qui  est  à  peu  près  E«^— c*ain  ce 

m  P%^ 

74Qt  Pour  donner  un  exemple  des  Tables  construites  suiygnt  la  mé^ 
th^xle  précédente,  soit  le  module  ç  ==  sin  45^  1  on  trouvera  par  les  formules 
de  l'prt*  71 ,  la  valeur  de  a  qjui  st^tisfait  à  l'équatioia  F  (a)  s:  iiê.Fi  1  et  les. 
qQ3niité8  qui  en  dépendent,  comme  il  suit  : 

•   «  =^  3i' 52"  138076, 

fsine  =?:  7  #96708  78960  70^ 

Ik  =  5.o3io9  5i356  95, 

l(2c\/k)  =  7.66606  25656  80, 

£^  :;s  o  •  00037  0240&  00. 

D'apf^s  ces  données,  on  a  paloulé  le  commenoement  c)ç  I9  T^^jJb  p^Lîcabèc^ 
ppur  le  module  sin  45*,  eomm^  on  le  voit  çi-joint.  La  première  colonne 

intitulée  n,  représente  une  valeur  donnée  de  F  = — ,  et  les  colonnes  sui- 
vantes donnent  les  valeurs  correspondantes  de  l'amplitude  <p  et  de  la  fonc- 
tion E.  11  est  clair  que  pour  tonte  valeur  de  F,  comprise  dans  les  limitesv 
de  cette  portion  de  Table ,  c'est-à-dire  knoindre  que  -75  F',  on  trouvera  par 
interpolation  les  valeurs  correspondantes  de  Ç  et  de  E,  et  les  résultats  de- 
vront s'aecoi*der  avec  ceux  que  donne  la  Table  li. 

741  •  11  est  bon  d'(^>8erver  que  par  la  dernière  méthode  que  nous  venons 
d'exposer,  on  n'évite  pas  entièrement  les  difficultés  que  présente  Knterpo- 
lation  dans  certains  cas  où  c  est  très  près  de  l'unité*  On  divise  seulement 
la  Table  en  un  certain  nombre  de  parties  inégales,  où  l'interpolation  peut 
se  pratiquer  avec  à  peu  près  le  même  degré  de  justesse;  maïs  dans  ce  cas, 
les  preiQÎères  divisions  compcsennent  un  plus  gtsand  nombre  de  degrés  <jie 
l'amplitude,  ce  qui  exige  qu'on  ait  recours,  pour  l'interpolation,  à  un  j^i^s 
grand  nombre  de  différ^ices;  si  on  a,  par  exemple,  le  module  c=sin  89*^. 
la  valeur  de  «  qui  donne  Fa  =  ^F*  sera  flt=  !•  33' 24^  08669  3842; 
cette  valeur  serait  eneore  plus  grande  pour  le  module  c  s=  sin  89®  j.  Ainsi 
l'interpolation  présenterait  encore  plus  de  difficultés  dès  le  commencement 


/ 
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;llip' 


de  la  Table;  inconvénient  auquel  ne  sont  pas  sujettes  les  Tables  con* 
struites  d'après  les  méthodes  du  chap.  I1L 


o^oo'  oo'oooooo 
o.3i. 5a. 138076 

I.  3.44*1 
i.35.3o.o 

a.  7.27.730925 
2.39.19.0479^7 


082^57 


0.164282 


3i'52*  138076 
3i .52.055019 

3i  .51.891037  0.246344I81967 
3i.5i. 
3i^i. 
•i.do. 


3.11.  9. 
3 .  43  •  o . 


524 


132 


•47^9 
.i4*5o.2iilio 

.46  39.398499 
. 18,27.849970 


5.5o.i5.485oq4 
6.22.  2.2234S0 
6.53.47 •Q84961 
7.25.32.089925 

7.57.16.259044 

"8.28.58.613455 

9.  0.39.624758 

9.32.i9.3d5o42 
19110.  3.57.606  '' 
2o|io. 35.34. 323 


3i .5o.4i5ooo 

3i.Aq. 187003 

3i.io. 451471 
3i. 47.035124 


o.3283ii 
.4ioi5o 
.491832 


i^^. 


82125 
82062 


3i.il6. 738356 
3i. 45.761511 

3ii  M*  7^49^4 
31.43.560119 


81839 
81682 

81491 
o.5q3323  81271 
0.654394  81 018 
0.23561280735 
0.0163428042 
o.89670o}8oo77 


E. 


o. 00000  00000 
ô. 00927  02406  o 
o. 01853  96846 
0.02780  75358  5 
0.03202  29980  '^ 
.04633  52798 

0.05550  35858  9 
0.06484  71267  7 

0.07499^51144  ^ 


iE. 


922  02406  o 

920  9444^ 

926  7o5i2 
926  54631 

6926  22808  4 

925  83o6o  9 


**E.    /^.  ^E 


925  35io8  8| 


o -97^45  79703 


1358457 
1.21470878400 


. 02400 
,  .oo333  67632  Q 
0.09257  12920  o 


9^«  79579  ^ 
0920  85i54  a 


31.42.354411  1^293108  7790610. 

3i  .4»  .o6i3o3t  .9^1014  77386|o. 


OÏ79  l9lH  9 
1101  588 

2022  4^9^  ^9'9  3^079  ^ 

2942  27047  8910  73407  o 
3ooi  00454  8917  96191 


3 1 .  39 .  690289I 1 .  4434^0  70835 
3i. 38. 24188QJ1. 525235^ 
31.36.716654I 


14278  56646  7916  3i494 

[5o94  88140  7914  99^7^ 
1660Q  87516  7913  50904 
1752S  474^0  7QI2  Toi48 
té435  6i569  o 


g659 

23^1  3 
31822 

5Î5532  o 
63383 
71202  5 

789848 
86727 


r^i  8 

Ip3  6' 


20a 


f85i  4323 
1819  I  368| 

178a  3401 

....  J^43| 

8a 


944H9 
02074  6 
09672  6 
17213 

'4697  9 


321 18  0 

46755    7 


5,5971 
8627 

ï66i 

[354  o  7o3| 
ia83  7 


CHAPITRE  VII. 

Formules  pour  trouver  les  valeurs  trh  approchées  des  Fonc-- 
tionsKç,  ¥ç^  lorsque  V amplitude  ^  ri  excède  pas  Une  certaine 
limite. 


74^*  JLiOiiSQUE  Pangle  ^  est  peu  considérnble,  on  a  à  très  peu  près, 
|/(i  —  c^sin*^)  =  cosc^j  faisant  donc  A  =  cosc^y  on  aura  £^=:.... 

/d(pcosc^=Jsinc(p,  et  F^=y'^=^log^^^ 

Ces  valeurs  sont  exactes  dans  les  cas  extrêmes,  lorsque  c=:o  et  c=  i  ;  elles 
seront  d'autant  plus  approchées  dans  les  autres  cas,  que  l'angle  ^  sera  plus 
petit. 
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Pour  sayoir  quel  est  le  degré  d'approximation  de  ces  valeurs,  on  déve- 
loppera en  série  la  quantité  A,  ce  qui  donne 

A=:  I  —  -  c*sin*^ 7  c*sin*0  —  — 7-^  c* sm^  —  etc. , 

et  en  y  substituant  la  valeur 

on  aura  l'eipression  suivante,  exacte  aux  quantités  près  de  l'ordre  c*^*, 

A=i~ic'(^»-j^+^(P«)-ic«(^-|(P«)-TV<^<P*; 

de  là  résulte  fùid^i  ou 

|._  c*/^       ^»       a^\       c*/^      af'\       c«     (fi 

*-— ♦— 71,3— 75— 375;— ç\,-5— ir;~iB-7- 

Désignons  cette  valeur  par  Esc- sin  c^-f^Q^  nous  aurons  par  le  dëvelop' 
pement  du  premier  terme, 

et  par  conséquent, 

on  a  donc  la  valeur  très  approchée. 

On  trouverait  par  un  calcul  semblable, 

{b)       F^=Mogtang(i9r  +  ic^)-^(p»4.^<p'(4-4,c«). 

Ajoutant  ces  deux  formules,  on  en  tire  une  troisième  non  moins  remar^ 
quable,  savoir, 

E^  +  F(p  =  isinc(p  +  ilogtang(|^  +  ic<p)— ^(p'. 

743.  La  formule  (a),  l'ëduite  à  son  premier  terme  -sinc^,  donnera  sept 
décimales  exactes  si  l'on  a  ^  ^  6*j  elle  en  donnerait  dix  ou  plus  si  on  avait 

En  prenant  les  deux  premiers  termes ,  la  formule  £f  ss  -  sin  c^  <4-  y-  f  ' 

donnera  sept  décimales  exactes,  si  on  a  ç  ^  i6''4)  ^t  dix  décimales  ou  plus, 
si  l'on  a  ^<6*ia. 

T.  U.  la 
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L'approximation  sera  à  peu  près  semblable  sur  lu  valeur  de  F^,  sdon 
qu'on  la  borne  au  premier  ou  aux  deux  premiers  termes. 

Si  on  tient  compte  de.  tous  les  termes  de  la  formule  (a),  il  n'y  aura  de 
négligée  dans  la  valeur  de  £^^  qu'une  partie  dont  le  terme  le  plus  grand 

est  de  l'ordre  —^—  (ù^ ,  et  ne  pourra  jamais  excéder  ^ —  ®^.  L'erreur  due  à 

ce  terme  ne  sera  pas  d'une  unité  décimale  du  dixième  ordre ,  si  on  a 
(p  <  i5',  et  elle  ne  sera  pas  d*une  unité  décimale  du  septième  ordre,  si  on 
a  ^  <32*45.  Le  même  degré  d'exactitude  n'aura  pas  lieu  dans  la  formule  (fi)  ; 
et  pour  avoir  «ept  décimales  exactes,  il  ne  faudra  guère  passer  la  limite 

744-  Exemple  /.  Soit  c  =  sin  45*  et  ^  =  io%  la  Table  11  donne  les  va- 
leurs suivantes  : 

E^  =  0.17409  i5655, 

F^  =S3  0*17497  63oi9;  --^ 

il  faut  les  comparer  à  celles  que  donnent  nos  formules;  et  d'abord  pour 
avoir  la  valeur  de  E,  on  calonlera  les  deux  premiers  termes  de  la  formule  {a) 
comme  il  suit  : 

c(p  =  7M'i5''844"  ^  =  15 9-^4^87  73  6 

sinc^ 9.09025  936i5  ^^.  ......  6.20938  68 

-. ..^ o.i5o5x  4997^  lô***  "^  2.07918  12 


»»p^^ 


-  sin c(p.. ..  9.24077  43593  (i) 4*^^020  56 

(,)  =         13496 

E(p  =  0.17409  i5636. 

On  voit  ^ué  !e&  deux  preniÂers  terme3  donnent  la  valeur  da  Ei^  avec  huit 
décimales  exactes,  l'erreur  n'étant  que  de  dix-neuf  unités  décimales  du 
dixième  ordre.  11  en  sera  de  même  pour  la  valeur  de  F^  dont  voici  le  calcul  : 

45*  4.  i  cep    =  48°32'7"  92206, 
/tang(45* +  |c(p)  =  0.05373  434^^- 

Ge  log-tang.  étant  tm  logarithme  vulgaire,  il  faudra  le  multipKer  par  M 
pour  le  chao^  en  logarithnie  hyperbolique ,  comme  là  fbrranle  le  sopposej 
Ainsi  en  appelant  h  le  nombre  précédent,  on  aura  les  logarithmet  suivans. 
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pour  déterminer  le  premier  terme  B  de  la  formule  (£), 

/i....  8.73025  19367 

M. ..  o. 36321  56887  B  =  o,t7497  76676 

o.i5o5i  49978  ^iV^. ..  13496 


■^  •  •  •  • 


B«.*.  9.^4^^  116232  F^  3s=  0.17497  63i8o. 

On  voit  que  les  sept  premières  décimales  de  la  valeur  de  F^  sont  exactes, 
et  que  Terreur  ne  commence  qu'à  la  huitième,  où  elle  n'est  pas  de  deux 
unités. 

745.  Pour  obtenir  une  plus  grande  approximation,  il  faut  tenir  compte 
du  troisième  terme  contenant  cp'.  Or,  pmsqu'on  a  ^  =:  J,  la  correction  qu'il 
feut  appliquer  à  E^,  est  égale  à  la  correction  précédente  (i)  multipKée 

par  -^ï  de  sorte  qu'en  appelant  (2)  celte  seconde  correction  qui  est  addi- 
tive,  on  aura  (2)  =  (i).^;  de  même  la  seconde  correction  de  F^  sera 

^^^  28* 

(i)....  4'r3o20  56  0.17497  63i8o 

i^.  ..  8.07798  94  W'»»  —  161  5 


(2)....  2.20819  5o  F^  sss  0.17497  Ô3oi6  5. 

La  correction  (2)  pour  E^  sera  onze  fois  moindre  que  celle  de  P^;  die 
est  donc  de  4|uiote  unités  décimas  du  daièitte  ordre»  ce  <|ui  donne  la 
valeur  curigée  de  EÇy  comme  il  3uit  ; 

O;.  17409  i5636 

Ecp  c=5  0.17409  i565i. 

On  voit  par  conséquent  que  la  valeur  de  F^  s'accorde  exactement  avec  celle 
de  la  Table  II,  et  que  la  valeur  de  Ef  ne  diière  de  celle  de  la  Table  que 
de  cfuatre  unilés  décimales  du  dixième  ordre  j  mais  Famplitode  n'est  que 
de  I0^ 

746.  Exemple  IL  Soit  c=:sin  45*^  et  ç=  20%  on  trouve  dans  ht  Table  II, 

£^  =  0*34557  552i3, 
F(p  sa  o.55a6i  98854; 

il  &iit  comparer  ce»  \ftleurs  à  oelles  qve  donneroni  nos  fiirmuks.  En  voici 
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le  calcul  : 

ap  =  i4«8'3i''68824 
sin  c^...  9« 38797  3^865  ^ 9.54^90  73633 

-...  o.i5o5i  4997S     ^' 7.71453  68x65 

A....  9.53848  85843    -s-"--*"^  a. 07918  ia46o 

A  =  0.34553  324691     (i)....  5.63535  557 
(i)...    H-  4  318735 

E^=  0.34557  543416. 

Ainsi  l'eiTeur  de  la  formule^  en  prenant  les  deux  premiers  termes  seule- 
ment, n'est  que  de  deux  unités  décimales  du  septième  ordre.  Voyons  k 
quoi  elle  se  réduira  en  ajoutant  le  troisième  terme,  ou  la   correction 

(i)....  5.63535  557  0.34557  54341  6 

^ 7.63865  67  (3)=  H-  1879  4 

(a)....  3.37401  a  E^  =  0.34557  56331. 

On  voit  que  la  valeur  de  E^  n'est  en  erreur  que  de  huit  unités  décimales 
du  dixième  ordre. 

En  calculant  de  même  la  valeur  de  F^,  on  trouvera  ^ 

par  les  deux  premiers  termes. .  •  •  F^  ==  o.35a63  30o54r 
et  par  les  trois  termes F^  =  o •  3536i  99381  ; 

l'erreur  du  dernier  résultat  est  de  cinq  unités  décimales  du  huitième  ordre. 
747.  Exemple  III.  Soit  c  =  sin  45*  et  ^  =  3o*,  on  ti'ouvera 

^  iTfor^e^  *"}  ^^  =  o.5i3o4  6i5o9,    F<p  =  0.53566  01353 

par  la  Table  II o.5i3o4  93335,  o. 53563  37338 

Différence —  31716,  +  3  73934 

P"  tïor*.^  "*'}E?  =  *^-5"<>4  93619,    F<p  =  0-.  53562  48o33 

par  la  Table  II o.5i3o4  93335,  0.63563  37338 

Différence -f-  394 ,  +  30705. 

Par  ces  derniers  résultats ,  on  voit  que  l'erreur  de  la  formule  n'^st  que  de 


•  • 


CHAPITRE  VII. 


93 


quatre  unités  décimales  du  huitième  ordre  sur  E^  ;  mais  elle  est  de  deut 
unités  du  sixième  sur  F^. 

Ainsi ,  k  mesure  que  ^  augmente ,  l'erreur  croit  dans  une  plus  grande 
proportion  sur  la  fonction  F  que  sur  la  fonction  E;  on  ne  peut  guère  aller 
que  jusqu'à  so®  pour  obtenir  F  avec  sept  décimales  exactes ,  tandis  qu'on 
peut  aller  jusqu'à  3o*  au  moins,  pour  avoir  E  avec  un  pareil  degré  d'exac- 
titude. 

Au  reste  le  cas  de  c*s=7,  tenant  presque  le  milieu  entre  les  cas  extrê- 
mes c  =  o ,  c  =  I ,  où  les  deux  formules  sont  rigoureusement  exactes , 
il  y  a  lieu  de  croire  que  les  erreurs  de  ces  formules  sont  alors  assez  voi- 
»nes  de  leur  maximum j  et  que  dans  d'autres  cas,  les  erreurs  pourront  être 
moindres  ;  c'est  ce  que  les  exemples  suivans  vont  fodre  voir  pour  une  va- 
leur de  c  très  peu  différente  de  l'unité. 

748.  Exemple  IV*  Soit  c  =  sin  89*;  voici  le  résultat  de  nos  formules, 
comparé  à  ceux  de  la  Table  de  l'article  781  ,  dans  les  trois  hypothèses 
^  =  10* ,  ^  =  ao* ,  ^  =  3o*. 


^=  10® 

0^  =  9*59' 54"  5 17026 

45»  +  f  c<P  =  49°  59'  57"  2585 1 3 

!•'  terme... 

2"«»^ 

0.17364  84467  4 
+  16  4 

0.17543  55557  6 
—  16  4 

Par  la  Table. 

E  =  0.17364  84484 

0.17364  8448a 

F  =s  0.1754a  55541 
0.1754a  55540^ 

Diff. . . . . 

+2 

H-  I 

Dans  ce  premier  cas ,  l'erreur  n'est  que  de  une  ou  de  deux  unités  sur  la 
dixième  décimale ,  ce  qui  laisse  incertain  si  l'erreur  est  du  côté  de  la  for^ 
mule  ou  du  côté  de  la  Table.  Il  n'y  a  pas  lieu ,  comme  on  voit  ^  d'appli* 
quer  le  troisième  terme  de  la  formule. 


^=:ao° 

c(p  z 

=  '9'5;9'49''o34o5 

45*  +  i  c^  s=  54»  59'  54"  5 1 70a5 

le»  terme.. . 
a- 

0.34^02  22762 
-^526 

0.35637  6aoa3 
—  5a6 

3- 

0.34^02  23^88 
H-  Il 

0. 35637  61497 
—  56 

ParlaTable. 

E  = 

X  0.34302  2329^.: 
(   0.34^02  233oQ 

j    F  =  0.35637  61441 
.      0.36637  61479 

DLff..... 

— -  1 

—  38 

94 
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Ott  y(àt  qne  itt  différence  est  insensible  sar  £^,  et  qu'dle  est  à  peine  de 
quatre  unités  déciqiales  du  neuvième  ordre  sur  F^. 


^  =  30^ 

ç^  : 

=  39-59' 43"  55io8 

45" -i- 

-  ic(p  =  59*59' 5i" 77554 

1^  terme... 

- 

o.5oooo  70891  6 

+  3994  4 

0.54939  77337  4 

■—  3994  4 

3- 

o.Souoo  74886 
+  182 

0.549219  78243 

-964 

ParlaTable. 

E= 

1 

=o.5oooo  75068 
o.5oooo  75089 

F  = 

0.54929  73379 
0.54929  72081 

Diff. .... 

—   31 

+  198 

On  voit  que  dans  ce  troisième  cas ,  Perreur  de  la  formule  n*est  que  de 
deux  nnités  décimales  du  neuvième  ordre  sur  E,  et  de  deux  do  huitième 
sm^  F,  ce  qui  est  une  approximation  très  satisfaisante* 

749.  Exemple  V.  Soit  encore  c  =  sin  6o*  et  ^  =i=  So*,  et  supposons 
qu'on  <àemaode  Ifi  valeur  approchée  de  F^  )  la  formule  est  alors 

F^  =  inâng(45-  +  ^c^)-^(.+|a<p-> 
En  voici  le  calcol  : 


c(p  =5  35»  S^  5o"  7436 ,    45»  4-  i  c(p  =  57*  59'  35"  87 18 , 
_  .  /  tang  (45»  -f-  i  c(p  )  =  o.ao4o4  85486. 

MA 

Sodt  Cil  lonriihme  =s  A ,  le  premier  terme  P  de  la  formule  sera  — 

h 9.30973  35ioi 

M o. 36221  56887 

I  :  c. . . . .  0.06246  93683 

P./..-  9.73441  85671 
1*' terme. •••  0.54262  35i53 


C 


II 


ma 


34  59649 


III 


mo 


0.54227  75504 

—  4  29482 


Donc  valear  appu  F^  =s  o. 54223  46022 
Valeur  exacte...  0.54222  91 100 

-Erreur  de  la  formule. .  +  549 • 


K 
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On  toit  cfue ,  dana  oe  cas ,  l'erreur  est  de  cinq  «miés  décioMles  du  sixième 
ordre. 

75o.  11  résulte  de  tous  ces  exemples ,  que  la  formule  (a)  peut  être  em- 
ployée avec  sûreté  pour  donner  la  valeur  E^ ,  tant  que  9  n'excédera  pas 
3o*  ;  car,  à  cette  limite ,  elle  donnera  encore  sept  décimales  exactes.  11 
n'en  est  pas  tout-à-&it  de  même  de  la  formule  (è) ,  où  il  convient  de 
ne  pas  prendre  (p  plus  grand  que  20*^  n  on  ^eut  avoir  au  moins  sept  dé- 
cimales exactes  dans  la  Tulem^  de  ¥^.  La  formule  devient  cependant  plus 
exacte  et  permet  de  porter  (p  jusqu'à  3o' ,  lorsqu'on  a  c  <  sin  35* ,  ou 
c  >  sin  75*. 

Avec  ces  restrictions,  les  formules  (a)  et  (b)  sont  d'un  usage  extrême- 
ment commode,  et  peuvent  remplacer  avec  arantage  les  Tables  elliptiques 
même  les  plus  étendues,  dans  une  partie  considérable  de  ces  Tables.  En 
effet  les  calculs  qu'exigent  ces  formules ,  sont  en  général  plus  simples  que 
les  interpolations  d'mie  Table  k  double  entrée ,  dans  les  cas  ùh  l'on  vou- 
drait avoir  égard  à  toutes  les  différences  influentes  ;  mais  il  faut  avouer 
que  la  Table  à  double  entrée  méritera  à  son  tour  la  préférence,  si  l*on 
n'a  pas  besoin  d'une  si  grande  exactitude  dans  les  résultats,  et  qu'on  se 
conlente  de  ceux  qui  peuvent  être  obtenus  par  les  premières  différences 
seulement,  ou  tout  au  plus  par  le  concours  des  premières  et  des  secondes 
différences. 
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Métliodes  diverses  pour  calculer  les  valeurs  approchées  des 
fonctions  Fcp,  E^^  lorsque  V amplitude  ^.excède  la  limite 
supposée  dans  le  Chap.  précédent. 


701.  Lorsque  l'angle  ^  est  trop  grand  pour  qu'on  puisse  détermitjer  les. 
fonctions  E  et  F  avec  une  exactitude  suffisante  par  la  métbodç  du  chapi- 
tre précédent,  on  pourra  diminuer  progressivement  Tangle  ^  par  la  bissec- 
tion  des  fonctions  F,  selon  les  formules  données,  art.  %il 
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Pour  cet  efiTet,  soient  ^',  ^",  ^"',  etc.,  les  amplitudes  qui  résultent  des 
bissectioDS  continuelles  de  la  fonction  F^ ,  en  sorte  qu'on  ait 

F<p'  =  iF^,    F<p"  =  |F<p',    F<p''' = -i  F<p'S    etc., 
on  aura  en  même  temps , 

aE^'  — -  E^  =  c*  sin*  ^'  sin  ^  , 
2E(p"  —  E<p'  =  c»  sin»  <p"  sin  <p' , 
3E<p'"—  E<p"=  ^•sin»<p'''sin<p'', 
etc. , 

et  l'amplitude  ^'  se  déduira  de  ^  par  les  formules 

c  sin  9  =  Sin  0»,     sin©'  =  — 7^: 

^  '  ^  C08î«»' 

on  déduira  semblablement  ^''  de  9',  9'''  de  9'',  etc. 

En  formant  ainsi  la  suite  décroissante  ^\  (p'\  (p'"y  etc«,  on  parviendra 
bientôt  à  un  terme  ^"<C  i^*»  et  alors  on  déterminera  aisément,  par  les 
formules  du  chapitre  précédent,  les  valeurs  des  fonctions  E^",  F^",  ap- 
prochées jusqu'à  huit  décimales  ou  plus,  desquelles  on  déduira  les  valeurs 
de  E^  et  F^ ,  exprimées  avec  un  degré  peu  différent  d'approximation.  Ces 
calculs  ont  l'avantage  de  ne  point  supposer  connues  les  fonctions  complè- 
tes ;  ils  peuvent  même  servir  à  déterminer  ces  fonctions ,  puisque  si  on 

part  de  l'amplitude  ^  donnée  par  l'équation  tang  Ç  :=3  -^,  on  aura.  • .  • . 

F<p==|F',  E<p  =  iE*-f-i(i  — b);  d'où  il  suit  qu'ayant  déterminé  F^ 
et  E^,  on  connaîtra  les  fonctions  complètes  F' ,  E*. 

75a.  Une  seconde  méthode  qui  pourra  dans  certains  cas  être  préférable 
à  la  méthode  de  bissection  ,  consiste  k  calculer  les  amplitudes  9»,  ^3 , 
^4,  etc.,  qui  répondent  aux  fonctions  multiples  F^»  =: 3F9 ,  F^jsSF^, 
F(p^  =  4F^ ,  etc.  On  les  détermine  par  les  formules 

tang  i  <p.  =  A  tang  <p  , 
tang(|<Ps4-î^)  =  A  tang<p., 
tang  (  ï  ^4  +7  <Pâ)  =  A  tang  <Ps, 
etc. , 

dans  lesquelles  A  est  une  quantité  constante,  telle  qu'en  faisant  c  sin  ^sssinâi, 
on  a  A  =  cos  a>. 

Au  moyen  de  ces  formules,  on  prolongera  la  suite  ^,  9^,  ^3,  etc.,  jus- 
qu'à un  terme  ^.  =  2A:.î^±  >[/,  qui  approche  d'un  multiple  pair  de  {  ^, 
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de  manière  que  la  dîffërence  nJ/  ,  positive  ou  négative  ,  «oit  assei  petite 
pour  qu'on  puisse  calculer  facilement ,  par  les  formules  .du  chapitre  pré- 
cédent, les  valeurs  approchées  des  fonctions  £>[/,  F4'.  De  là  il  faudra  dé- 
duire les  valeurs  des  fonctions  proposées  E^,  F^,  au  moyen  des  équations 

F<p.  =  aAF'  db  F4  E(p.  =  2AE'  db  E4 , 

F^.  =  aF^,  aE^  —  E^.  =  c^sin'^  sia^»? 

F^j  =  3F^,  E^  +  E^,  —  E(Ps  =  c*sin  ^  sin  ^.  sin^j, 

F^4  =ss  4F^ ,  E^.  +  E^s  —  E^4  =  c^  sin  ^,  sin  ^j  sin  ^4 , 

etc.  etc. 

753.  Cette  méthode ,  ainsi  que  celle  de  bisseç^ion  j  est  fondée  sur  des 
formules  trigonomctriques  très  simples  ;  cependant  elles  peuvent  devenir 
d'un  usage  difficile  dans  certains  cas ,  surtout  dans  ceux  où  c  et  sin  ^  sont 
à  la  fois  peu  différens  de  Tunité.  En  effet ,  les  opérations  nécessaires  pour 
changer  l'angle  proposé  (p  en  un  plus  petit^  auquel  la  méthode  du  chapitre 
précédent  soit  applicable,  peuvent,  dans  les  .cas  dont  il  s'agit,  être  plus 
longues  que  celles  qui  servent  à  former  la  série  des  modules  et  celle  des 
amplitudes ,  suivant  la  méthode  générale  des  approximations ,  et  alors 
celle*ci  deviendrait  préfërable,  tant  par  sa  brièveté  que  par  un  degré 
d'eiactitude  indéfini. 

C'est  dans  les  différens  cas  particuliers  qu'on  pourra  se  décider  sur  le 
choix  à  &ire  entre  ces  méthodes ,  suivant  le  degré  d'approximation  qu'on 
veut  obtenir;  nous  observerons  seulement  que  l'on  peut  toujours  supposer 

Fangle  proposé  ^  plus  petit  que  l'angle  qui  a  pour  tangente  *-^.  Car  soient 
^  et  4  deux  angles  tels  qu'on  ait  tang  ^  tang  4  =  77  l'un  de  ces  angles 
aura  sa  tangente  <C  \/r*  D'ailleurs  comme  on  a 

F^  H-  F4  =  F' , 

E^  -f-  E4  s=  E*  -f-  c*  sin  ^  sin  4 1 

il  est  visible  qu'au  moyen  des  deux  fonctions  qui  se  rapportent  au  plus 
petit  des  deux  angles  9  et  4  9  ^^  déterminera  sans  difficulté  les  fonctions 
qui  se  rapportent  au  plus  grand. 

754.  Exemple  I.  Soit  c  =  sin  45* ,  ?  =  6o* ,  le  calcul  par  la  méthode 
de  bissection  se  fera  comme  il  suit  : 

sinâ)  =:  csin  9=:  v/ (0.375). 
T.  IL  i3 
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sioâ)....  9.78701  56339  »  s=  37* 45' 4^^ 47^07 


sin  j^.. 

sin  ^' . 
sin  û»' . 


sm^ 


ri 


9.97598  o583i 
9.69897  00043 


~âi  ==  i8.5a,5o.!i39o3  5 


9.72898  94aia 

(p'  = 

3i«  53' 58' 55322 

i<p'  = 

i5. 56. 59  .«7661 

9»73298  9421a 

^    U 

9.84948  5ooa3 

^'V--^  >^vP 

9.57247  44^34 

«'  = 

21*56'  29^0434^ 

>'  = 

:  10.58. i4«52iao 

9.43900  88675 

- 

9 -99» 98  9687 ï 

9.44701  91704 


(p*  =  i6»i5'i7'5o46o. 


L'angle  ^"  étant  suffisamment  petit ,  il  est  inutile  de  pousser' plus  loin  le» 
calculs  de  la  bisseclioD,  et  en  appliquant  à  l'angle  ^'  la  méthode  du  cha- 
pitre précédent ,  on  trouvera  les  résultats  suivans  : 

«p^'  =  n*  39'  38"  I  a43« ,      45*  -f  i  cfp"  =  5o*  44'  49"o62 1 6. 


A  s  o.a8i8o  18598 
i)  +         .1  S3i52 

a)  -\-  440 


B  =  0.28562  30721 

1)  —  1  53t52 

2)  —  4843 

E^"  s=s  0.28181  72190  F^"  =  0.28560  72726. 

Par  la  valeur  deF^',  on  a  immédiatement  celle  de  F^  =  4^^"^  saroir, 

F^  =:  1.1424^  90904 
Suivant  la  Table ... .  Fç)  e=  1.14243  90578 

Diff. ...  +  326. 

Amsi  l'erreur  est  d'environ  trois  unitës  décimales  du  huitième  ordre. 

Quant  à  la  valeur  de  E^ ,  on  la  calculera  comme  il  suit  par  les  formu- 
les du  n*  751, 
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sin*(p''. ..  8.89403  83408 

sin  <p' . . .  9.72398  94313 

c*...  9*69897  90043 

«'...  8.3i599  77663 

«'  =  0.02070  i3o70 
3E(p"  =  o. 56363  44380 


c*sin*f'...  9.14494  88468 
sin^...  Q193753  o63i7 

«...  9.(^247  94?®^ 

«  =:  0.13091  48046 
3E<p'  =  1.08586  62620 


s  0.96495  14574 

Ef'  =  0.54393  3i3io    Par  la  Tab. ,  E<p  =  0.9649$  i456o 

y  X)iEr.#.«««  +  i4- 

Ainsi  l'erreur  sur  E^  n'est  que  de  quatorze  unités  décunales  du  diKÎéme 
ordre. 

On  aurait  pu  se  borner  à  huit  décimales  dans  tous  ces  calcub ,  et  les 
résultats  n'en  auraient  pas  été  moins  exacts. 

755.  Exemple  II.  Soit  encore  c*  =  | ,  et  l'angle  ^  tel  qu'on  ait.  • . 
tang  (p  =r  |/6;  cet  angle  pourrait  être  remplacé  par  celui  de  5o*,  parce 
qu'on  a  F^  +  F  (3o®)  =  F*  j  mais  nous  n'aurons  point  égard  à  cette  pro- 
priété'des  fonctions  complémentaires,  laquelle  ne  nous  servira  que  pour 
vérifier  les  résulUits ,  et  nous  appliquerons  directement  an  cas  proposé  la 
méthode  qui  précède ,  par  la  multiplication  des  fonctions. 

On  aura  d'abord  A  =  v^(i  —  c*  sin'  ^)  =  \/^ ,  ce  qui  doni^era  les  ré- 
sultats suivans  : 

A....  9.87848  09756  57 
tang<p....  0.38907  5635 1  92  ^  =    67^47' 32^^44438 

^^.  =    61.37.41.57638 
^1^  =  ia3.i5.33.i5356. 

Déterminant  ensuite  fs  P^r  l^^quation  tang  (7  ^3  4~  ?  ^)  ^=^  ^  ^^^g  9%  7  on 
trouvera 

^3  =  194^  5'  33"  85348. 

Les  calculs  préliminaires  se  terminent  ici  à  ^j,  parce  que  (p$  excède  180^ 
d'un  angle  plus  petit  que  1 5*.  Soit  cet  angle  =3  ^1. ,  on  aura  ^1  =  1 80^  -f-  %P , 
et  - 

^f.t=  i4<>5'33"85248. 

On  calculera  donc  les'fonctious  E%|/,  F-sp,  par  la  méthode  du  chapitre  pré- 
cédent ,  ce  qui  donnera 

En|/  =  0.24473  4^q68,      F4  =  o^345PQ  64817; 

i3.. 


tangj^^....  0.3675566008  49 
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ensuite  E^  et  F^  se  déduiront  des  équations 

E^  =  l  (aE"  -f-  E4)  +  ^  !?•  sin  ^  sin  ^»  (sin  ^  +  sin  (p^) , 

dans  lesquelles  on  mettra  les  valeurs  de  F  ^  et  E'  tirées  de  la  Table  I;  on 
aura  ainsi  pour  résultat 

E^  :=  1.07004  95812,     Fcp  =  I  «31845   19453. 
Ces  valeurs  se  vérifient  au  moyen  des  équations 
F(p  +  F(3o*)  =  F', 
E(p  +  E  (3o*)  =  E'  -h  c»  sin  p  sin  3o*  =  E'  +  i  V^f , 

dans  lesquelles  substituant  les  valeurs  données  par  la  Table,  on  trouve 

E^=  1.07004  95798,     F^  =  1. 31845  1944 '• 

Ainsi  l'erreur  des  résultats  précédens  n'est  que  de  onze  unités  décimales 
du  dixième  ordre  sur  la  fonction  F ,  et  de  quatorze  des  mêmes  unités  sur 
la  fonction  E. 

On  peut  remarquer  que  la  méthode  par  bissection  doit  donner  en  ^é- 
néral  des  résultats  moins  exacts  que  la  méthode  par  multiplication.  La 
raison  en  est  que  les  fonctions  E^^  F^  se  déduisent  des  fonctions  auxi- 
liaires par  multiplication  dans  le- premier  cas,  et  par  division  dans  le  se- 
cond. Il  semble  d'ailleurs  que  les  calculs  sont  plus  simples  par  la  méthode 
de  multipHcation  ,  parce  que  la  quantité  A  est  constante  dans  toutes  les 
formules  qui  servent  k  détermuier  9.,  ^3,  etc. 

^56.  Exemple  III.  Soit  c  =  sin  &cf  et  tang  ^  =  y^2  ;  cette  valeur  de  ^ 
est  telle  qu'on  a  F^  =  ^  F*  :  ainsi  on  pourra  vérifier  immédiatement  par 
la  Table  I,  les  résultats  suivans  que  donne  li  méthode  de  bissection. 

8in(p.. .  9.91195  4^705  ^  =  54"*  44' S"  '  97 1 46 

c> . .'  9^93755  .o63i7  î^  =  37. 22. 4*098573 
sino». . .  9.84948  5oo2a      û>  =  45**,     sin  ^  ^  =  |/(sin  i5*.  {/\) 
siuî^...  9.66247  53oo5 
cos|;û>...  9*96561  53469 

^io  ^' . .  »:  9.69685  99546  ^  =  ag**  5o'  a3"  27549 

c...  9.93753  o63i7  7^'=  i4*55.i  1,63775 

sin  û)'...  9.63439  o5t}63  û^' =  25«3i' 32" 07988 

î»'  =  i2.45«46-^û3994 
sini<f/...  9.4Ï072  39499 

C0S7»'...  9.08913  51266 

sin  (p". .  ;  9.42158  88373^^  f"  =  15**  18'  ^5"  i85i3. 
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D'après  cette  valeur  de  ^",  on  calculera  les  funclioDsE^",  F^"  par  la  mé- 
thode du  chapitre  précédent,  et  on  aura  les  résultats  suivans  : 

c<p"  =  i3m5'm''4903o,    45*  4-  T^"  =  5i«37'4i«245io. 

A  =  0.26478  o3649  6       B  =  0.26957  336o8  6 
i)  +     •  85o58  3       i)  —       85o58  3 

2)  + 614  3       2)  —  3866  6 

E^"  =  0.26478  89322  2      F<p''  =  0.26966  44683  7 

F<p=4F<p"  =  1-07825  78735 

Par  la  Table. .    1.07825  78237 

Diff. .  +  498. 

Calculant  ensuite  E^  par  les  formules  du  n^  751,  on  trouvera 

E^  =  o. 85552  80106; 

ce  résultat  se  vérifie  par  Féquatîon  E^=  TE'-f--;(i— •i)  =  ^E'-f-^; 
et  comme  on  a  E'  =  i  .2iia5  6027?  6845,  il  en  résulte 

E<p  =  0.85552  80137  84295; 

d'où  l'on  voit  que  l'erreur  sur  F  est  de  cinc]  unités  décimales  du  huitième 
ordre ,  'mais  que  l'erreur  sur  E  n'est  que  de  trois  unités  décimales  du  neu- 
vième ordre. 

Ces  erreurs  paraissent  plus  grandes  pour  le  module  sin  60*  que  pour  le 
module  sin  45^;  mais  il  y  a  à  cet  égard  un  maximum  y  passé  lequel  les 
erreurs  diminuent  à  mesure  que  le  module  augmente.  C'est  ce  qu'on  verra 
par  l'exemple  suivant. 

757.  Exemple  IV.  Soit  c:=sin  89%^  =  75*;  on  trouve  par  les  mé- 
thodes directes , 

E^  =  0.96608  74510  14, 

F(p=  2.02664  73981  80. 

En  appliquant  au  même  cas  la  méthode  de  bisection,  on  aura  les  résultats 
suivans  : 

sin  <p'  • . .  9 .  88488  589 11  <p"  =  27*  5 1'  43"  67900 

sin^'\..   9.6696381849  c^"=  27.51.28.40226 

E<p"  =  0.46735  16166  5  F<p"=    o.5o666  18602  5 

E^'  =  0.76719  73904  3  F^'  =    1. 01 332  37205 

E^    =  0.96608  74478  Fç  =    2.02664  744*0 

Val.  exacte.. . .  5 10  3982 

Erreur . . .  ^  —  32  -f-  428.. 
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• 

L'erreur  est  donc  de  quatre  unités  décimales  du  huitième  ordre  sur  F ,  et  de 
trois  vmités  du  neuvième  ordre  sur  E. 

758.  Nous^joîndrons  ici  le  calcul  du  même  exemple  par  les  formules  gé- 
nérales données  art.  89. 

D'après  le  module  donné  c=sin  89%  on  formera  d^abord  l'échelle  des 
modules,  et  on  en  déduira  la  valeur  de  K,  comme  il^uit: 

.  c...  9*99993  38498  0933  b....  8.a4i85  53i84  2289 

^'•••*  9*99999  999^7  4^53  b',...  5.88171  67931  8966 

— ....  0.00006  61489  3i5i  i" . . .   i,i6i37  35963  io83 

K....  o.oooo3  30744  6565. 

Il  faudra  ensuite  calculer  ç'  par  l'équation  siu  (29— -9')  =  c  sin  9,  ce  qui 

donnera 

^'=74«59'i"44o6i5. 

Enfin  ou  calculera  (p"  par  l'écpiation  sin  (a^' « — ç')=sc'  sin  (p\  ou  plus 
simplement  par  l'équation  tang  (^'  —  ^")  =2  i'' tang  ^",  qui  se  réduit  à 
^'  —^"^3"  iang  ^"  ;  on  en  déduira 

^' — -^"sis  o"ooiii  49 

<p''=  74^ 59' i" 43950. 

Cela  posé,  la  valeur  de  F(p  se  calculera  par  les  formules  hz=z. .  . .  é . . 
log  tang  (45® +1  ^')y  F  =  K.MA,  et  on  trouvera  par  les  Tables  à  dix  déci- 
males seulement , 

F^  =  2.02264  73980. 

759.  Quant  a  la  valeur  de  E^,  elle  doit  être  dédnite  de  la  formule 
générale  de  l'art.  89,  qu'on  peut  mettre  sous  celle  forme  : 

E^  =  L'F^  +  c^  sin  ^  -f-  2c  sin  (p'  fb'  -f-  2  sin'  ÎZZl\ 

H- 4c^sîn  ^''(y'+ 2  sin*  ?1=^') 

'  +iV^%în<p-(A-+.sin-?:^^ 

+  etc. 

Dans  l'exemple  dont  il  s'agit,  on  pourra  faire  he=z^b*  {/Ky  et  on  trou*- 
vera  les  valeurs  suivantes  des  cinq  premiers  termes  auxquels  se  réduit  cette 
formule, 


CHAPITRE  Vm.  ,  io3 

I*.  c*sm<p o.qôjôS  i6i83  3 

a*.  L'F^ o.ooo3o  86564  6 

3*.  2cb'  siu  ^' i4  70937  8 

4».  4c  sio  <p'  siu*  *""^, .  .  778  4 

5".  ^c^b"  a\n<p" 56  o 

Somme.  ••••   £^=  0.96608  745io  i. 

On  voit  que,  pour  avoir  la  valeur  de  £^  exacte  jusqu'à  la  dixième  décimale^ 
il  a  fallu  calculer  cinq  termes  de  la  formule  générale;  mais  ces  calculs  peu- 
vent être  considérablement  simplifiés  par  l'emploi  d'une  autre  formule, 
ainsi  qu'on  le  vprra  dans  le  chapitre  suivant. 


<^^^W^<WM^MMil<»^»MMWVWMM^»»^»IM^»WM<<»»M»»»»»M>^»>M<M»l>llA\%»»MW»»l%»»<>^^ 


CHAPITRE  IX. 


Réduction  de  la  formule  qui  exprime  la  fonction  E^ ,  dans  la 

méthode  des  modules  croissons. 


760.  Là  A  valeur  de  E^  que  nous  avons  donnée  dans  l'exemple  précé- 
dent, d'après  les  formules  de  l'article  89,  n'étant  pas  assez  simple  pour 
être  employée  dans  les  calculs  courans  de  la  seconde  des  fonctions  ellip- 
tiques, nous  avons  cherché  une  autre  formule  par  laquelle  ces  cijculs  fus- 
sent réduits  au  plus  grand  degré  de  simplicité  dont  ils  sont  susceptibles,  et 
nous  y  sommes  parvenus,  de  la  manière  suivante  : . 

Après  avoir  formé  la  série  des  modules  croissans  c,  <^,  c". . .  et  celle  de 
leurs  complémens  h  ^V^V ...  il  faut  calculer  la  suite  des  amplitudes  dé- 
croissantes ^  ,  ^y  ^\. .  jusqu'à  une  limite  qui  est  déterminée,  ainsi  que 
ceUe  des  modules,  par  le  degré  d'exactitude  qu'on  veut  obtenir.  Ces  am- 
plitudes se  calculent  directement  par  les  formules  sin  (2^  —  9)  =  c  sin  ^ , 
8in(2^''-— ^')=c'sinf',  etc.;  mais,  quand  on  est  parvenu  à  celle  où  le  module 
correspondant  c  est  trop  peu  différent  de  l'unité,  il  convient  de  remplacer 
cette  formule  par  l'équation  correspondai^te  de  la  suite  tang(f— *f ')=:6'tang  ^^ 


ïo4  CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPTIQUES, 

tang  {<p^  —  ^")  =  4"  lang  qi\  etc. ,  d'où  l'on  tirera  un  résultat  beaucoup  plus 

exact. 

Connaissant  ainsi  la  limite  O  de  la  suite  ^,  (p\  ^",  etc.,  que  nous  supposerons, 
par  exemple,  se  confondre  sensiblement  avec  le  quatrième  terme  ^'",  on 
aura  la  valeur  de  F^  par  Téqualion  F^=  Klog  tang  (45"  +  J  O),  dans 
laquelle  le  logarithme  est  hyperbolique  ;  prenant  donc  dans  les  tables  le 
logarithme  vulgaire  l  taug  (45^  -f-  t  *)  =  H ,  on  aura  F^=KMH  ;  quant  à 

la  valeur  de  K,  elle  est,  comme  on  sait,  K.=  ^/T-  .  cW"\ 

761.  Cela  posé,  la  valeur  de  E^  pourra  être  ainsi  réprésentée 

E<p=LT<p-f-P^sin  <p, 

et  il  s'agit  de  calculer  les  deux  termes  dont  elljs  est  composée. 

Le  premier  se  trouve  facilement  par  la  valeur  déjà  connue  de  la  fonc* 
tîon  F^  et  par  le  coefficient  U  que  nous  avons  déjà  réduit  à  la  forme 
la  plus  simple  dans  le  calcul  des  fonctions  complètes  (art.  652);  tout 
se  réduit  donc  à  chercher  la  valeur  du  second  terme  Pc  sin  ^.  C'est 
ce  que  nous  obtiendrons  par  la  première  forme  de  la  valeur  de  4'(At)  donnée 
dans  l'art.  89  ;  ainsi  nous  aurons  à  réduire  la  formule 

P  sm  ^  = — :  — sm  ^  —  77-  sm  ^  —  -7-7  sm  ^  '...< -^ — r- 


Pour  cet  effet ,  soit  ^ — <p'=  a»',  ^' — ^''=û»",  <p"—  ^'''=a%  etc.,  on  aura  les 
équations  tauga»^=6'  tang  ^',  tang  cJ's=b"  tang  9'^,  e^c.  ;  la  première  donne 

sin  ^  =  sin  (^'4- a>')  =  (i  +  b^)  sin  (p^  cos  »'  =  -^  sin  ^'  cos  û>',  et  on  en 
déduit  successivement 

SIU  *p    —        /  -   •  >  *     olU  «p     ■     -■     •  -'•  —  — 7-    •     "m"    •  >  "i/  » 

^  C         cos*   '  ^  C*        COSâ»*  C'  C*  00» «^s*   * 

•    ^m       V^      V^      Vo"                «în^ 
sm<p'''=-îV  .  -^  .  -î^y   . 7 ^5 «1   etc. 

^  c  c  c         cos  •  cos  m  cos  •   ' 

Substituant  ces  valeurs  dans  celle   de   P  sin  9,  et  faisant,  pour'  abréger, 
d  cos  »'=^,     c"  cos  ùl'  =/^',  etc.,  on  aura 


7f^<^  ai  ^ 


,-3-4 


—  I 


Cette  formule  peut  donner  tel  degré  d'appi*oximation  qu'on  voudra  ,  mais 
il  convient  d'examiner  successivement  les  différens  cas  qui  peuvent  se 
rencontrer  dans  les  applications. 


CHAPITRE  IX.  toS 

763.  Supposas  qu'à  cause  de  la  diminution  très  rapide  des  angles 
€û\  cfy  (»'"y  etc.,  la  difTérence  i  -^cos  û»'''soit  n^ligeable,  on  aura  en  même 
temps  a^ec  une  exactitude  suffisante  i^^'ss  i ,  ces  ^'''  as  i ,  ce  qui  donnera 

Dans  la  même  hypothèse,  on  doit  regarder  comme  négligeable  la  quantité 

(i  —  /'")%  de  sorte  qu'on  pourra  faire  t  —  a/^'-f-  r^''  =  o ,  ou  -y  ■—  i  =:  -ji  t 
la  valeur  de  F  à  deux  termes  seulement ,  savoir  : 


P— -1.  -^  I 


Supposons  log  r'r^'*  = — £,  t  sera  presque  toujours  une  quantité  fort 
petite;  cette  quantité  étant  donnée,  on  en  tirera  /^•  =  6         ,   ensuite 

Pxs  2e^—  I  =35  ^Mi  [,  _Çi  ^er-^Y]  ;  donc 
log  P==ai  — m(i  ^€r-^tY—{m{i  —e-^^Y-^^ m{i  — e^-M/  )»_  etc.  ; 

et  en  dëvdoppant  jusqu'aux  fi  seulement , 

log  P  =  2<  —  M<*+  Wfi . 

Cette  formule  sera  très  commode  pour  calculer  le  second  terme  Pc  sin  ^ 
de  la  valeur  de  E^ ,  si  toutefois  les  quantités  de  l'ordre  t^  peuvent  être  né- 
gligées -         .    /,     ■/■  ^     .;     - 

763.  Si*  l'on   veut  pousser  l'approximation  plus  loin,  et  qu'on  regarde 

seulement  comme  négligeable  la  quantité  1— Cos'a'%  ainsi  que  i— c*%  la 
valeur  de  F  deviendra 

et  parce  que  dans  le  même  cas  on  peut  regarder  comme  nulle  la  quan-* 
tité  (  1  —  v^"f^   ce  .qui  donne  pi—  1  =  tç  ,  on  aura  plus  simplement 


t        * 


Pour  faciliter  le  calcul  de  celte  formule ,  on  pourra  profiter  de  la  ré- 
duction indiquée  dans  l'article  précédent,  en  Impliquant  à  la  quantité 

P''  =s  T^  —  I  ;  Oïl  aura  ainsi 


P  =  *^  —  1  ' 


T.  II.  »4 
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alors  le  terme  P^  sin  ^  •  se  réduit  — ^  .  *  *  —  ^  sin  <p  j  et  parce  que,  ;•'  = 

e' oos ù/is9i 'V. ^.î *'° ?,  an  aur»  sinij^nieBt  Vcmi^sma^c  .J?^ sm^-^t^cmi^f 

ce  qui  dispensera  de  calculer  cos  e/.  De  plus^  comme  c  sin  9;=:sin6sin9 
=  7Cos(6— ç)  — ïCos(fl-f-^),  on  Toit  que  dans  beaucoup  de  cas, 
c^tte  quantité  pourra  se  trouver  inustédiatement  par  la  Table  des  sinit^ 
ni^urels. 

Nous  observerons,  enfin,  que  la  valeur  de  P  peut  aussi  s'exprimer  ^ar 
cette  série  convergente  : 

au  moyen  de  laquelle  l'approximation^eut  être  poussée  aussi  loin  qu'on 

voudra.  Les  deux  premiers  ternies  se  réduisent  à  -7  -*-  i  ;  quant  aux  sui- 

vans  qui  décroissent  rapidement ,  îTs  sont  faciles  à  calculer  par  les  for- 
mules log r  =  — ^,  log  (i  —  r)  :t=  log  (RfO  —  ï  '  +  T4^t\ 

Pour  l'usage  de  ces  nouvelles  fomulei^  il  Ibut  pouvoir  onkuler  avoir  ui> 
degré  suffisant  de  précision  les  log-cosinus  des  angles  eà ,  i»'y  ûJ\  etc»,  qui 
décroissent  très  rapidement.  Or  on  a  pour  cet  objet  les  formules 

iQgcQs  #  ss;  —  N^^*  —  NfcO)^  —  N,/»«  —  N4a*  ~  etc., 

log  sin  «=       logûi  — iN,»*  — ^N.«^  — ^NsA>*  — 5g5N4a»*-*etc.,. 

où  W  diviseurs  3,  i5 ,  63^  a55,  eto.  ^  représentent  a*  —  i ,. i^*  —  1  y  :»•  -f  i, 
2*  —  1 ,  etc. 

Lorsque  l'arc  a»  ne  surpassa  pas  S* ,  si  on  n'a  pas  besoin  de  plus  de  qua- 
torze décimales,  on  aura  ayeo  une  exactiltide  suffisante  les  valeurs  loga- 
riAbmicpiies  à»^  co^Sèfimx^j  comme  il  siii  : 

Ni. .  ; .  9.33675  43c56  37  N^. . . .  7.98457,  *8or 

N. 8.55860  3o653  N4...,  7.46683  3. 

764*  Exemple  I.  Supposons  qu'on  vewlle  calculer  avec  toute  l'exacti- 
tude, quci  comportent  des  Tables  k  (jualoraa  décimalea,  les  ibnctions  F(p, 
Ëp^  pour  le  module  c;;;?  siu  81^  et  l'amplittiida  p  ^=^  75^. 

Il  faut  d'abord  tirer  de  la  Table  VI  l'échelle  des  modules  et  log^  K , 
comme  il  suit  : 


CHAPITRE  IX.  le^ 

^'••*  9«9946i  992706508.  b....  9«ig433  ^^iZS'joi 

^••-^  9-99999  '6689  5938  *'.•.•  7-79196  83o2a  3974 

^•-  9-99909  99999  ^oa  A'\..  4.98188  4944i  6315 

K.  •»   0.00268  58709  3716  i^...   9.36170  98969  9640. 

Oo  procédera  eosuite  au  calcul  de  ^'  par  Téqualkm  m  (29'  ~-  f  )  :=:.^  9Ît^9 , 
et  par  les  formulas  ordinaires  pour  Fumage  des  T^bWs* 

c. 9>994^<  99^7^  65q^      angle  cherchié. .  n^'  •*- ^  =  A  ^ 

sin^ 9^9849437781  0267       angle  approiché.      aa=    73*56, 

^n(3^'  — (p)  9,97556  3705 c  6775  1p=  145.13, 

einn 9,97g56  a6353  33o6 

r  =     10699  3569 
/  sin  A  =  /  sin  <i  *f-  r , 

^  ^  caea  ^ 

A  =  a  +  ^  sin^  a  [t  '^p  ^  jr.  ■ ^     -^k 


r. 4,03935  76746       -0  -f-  (i>  *=  ^,5«o44  93363  444a 

iM o,q6»^8  56930  4        (2).....  ,  61  6186 

8ëc*a t,o466o<  65o3o  3        (3) 16 

p 5,13714  98706  7        nq/  '^  ^  sa  i7Q^(te44  93325  0644 

sin  3tf . . . . .   9,75738  93793  8  ^  =5.  75 

R* 1,75812  36324  1  ^'  =^7.33^78022  46662  53aa 

(i) 6,65256  18824  6 

ip. 5,13714  9^7 

(a).....^.^»*    1,789.71-  175^ 

F' 5,t37i4  9»7  .  ^ 

l*^!  toyao.  0,27421  200 

La  valeur  de  ^  réduite  pour  les  Tables  à  dix  décimales,  sofvoir  : *•'•  ' 

^'  =  73*  46'  48",  8088,  servira  i  calculer  pat  Péquatîon  sin  (2^*^  — ^) 
=17  ^  sÎQ  9%  UQft^  j^vamiéne  yaieur  approchée  de^  ^^ \  cette  valeur r.^.  «•« . . 
9''£9C73^4^^4^'^^^^76>  étaiit  substituée  dans  la  second^  membre  de ^l'é* 
qualion  t^ag  (f^-^  9")=^.^''  tang  9'',  on  en  déduita  facilement -une  valeur 
beapcoupu  plus  aj^pfochée  de,  ^'  — *  9'';  faisant  pounoet  eflfei  'Af^tMg*f^  qp^r^ 

on  aura  9'  —  9"  =  R*^  (i  —  ^  J  ;  en  voici  le  calcul  : 

i4** 
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*"......  ,4,98188  49441  5       •  (i) î=    o%ooi88  88989  55a8 

ta^g^"..  o,536ao  11498.3  (a)......  —      68 

p 5,5i8o8  60989  8  (p'  —  (p"  =    0,00188  88989  546 

R» 1,75813  a63a4  «  ^'        78,78093  46662  532 

•  

■  (i) 7,T7620  87268  9         f"  =s  78,77833  57672  986 

p' 1,08617  2188       f  —  (p'"  =  45  298 

î 9>^3a87  8745  ^m  __  73,77888  57627  693^ 

(a) 7,88525  966 

la  différence  ^"  —  ^"'a  élé  calculée  semblablement  par  Téquation  ^— -^"^ 
z=  R®  b"'  tang  ^'".  11  n'est  pas  nécessaire  d'aller  plus  loi» ,  et  on  peut  pren- 
dre ^'"  pour  la  limite  ^,  ce  qui  donn/era 

45*  +  î*  =  8i%889i6  78813  8465. 

Soita  =  81^89,  a:  =  o%ooo83  21186  i535,  on  calculera  la  valeur  de 
H  ss  /  tang  (a  -*-^  x)  par  les  foraii4es 

/      ,     •  ,       -    2  +  2  cos*2a\ 

r  =  2mp  { I  +  p  cos  2a  +  ^•^  — i— ^ J  j 

on  aura  ensuite  F^;=:.KMHr  voici  ce  calcul  :  .... 

R*a: 6,93918  523^7 

R**. i,75Ôia  26324      ^=  8i%89  (i).  0,00004  S'iCii' <6o334 

X... 5,1620626053    2^=163,78(2).  —        22*54633 

sin2â 9,44611    18205  (3).  -f-  i56 

/?.•. 5,71595  07848  r  =  0,00004  5i589  p586 

2/7I......*.  9,93881  43070  tang  a        0,84618  77314  7040^ 

(1) 5,654-6  50918  H  =  0,84614  25725-  6454 

p^* ••  5,71595  07848 

Q0Si.2â.  •  «  •  .    9,98236   00014 

(2.\ î, 35307  588~  H. . .  9,92744  35465  62«3 " 

. .'. 5,65476  5i  M. . .  0,36321  56886  9946  ^ 

/>•.; 1,43196  16  K.,  .0,00268  58709  3716 

t^^jcoa'au  0,10765  70  -    Iog<p  =  0,2925451061  9945. 

(3) 7,1943a  37 
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G>nnabsdnt  ainsi  log  F^ ,  nous  allons  procéder  au  calcul  de  E^  =  UF^ 
Vc  sîn  ^.  La  première  partie  dépend  du  coefficient  Lf  qui  se  calcule  par 
les  formules 


il  en  résulte 


loçL' =3  8,08897  78160  8327 

/F^.. 0,2923451061  9945 


8,38i32  29222  8272 
UFç •.  =3  0,02406  i5i24  3297 

Pour  avoir  la  valeur  de  P,  il  faut  reprendre  les  valeurs  trouvées  de  a^, 
ù/'y  »'",  savoir  : 

(^'  =  ^  _  ^'  =  1*21977  53337  468, 
a>"  =  (p'  —  (p"  =  0,00188  88989  546, 
êê'"  =  ^"  —  ^"^  =  0,00000  00045  293, 

et  calculer  les  logarithmes  de  cos  a',  cos»",  cos  a'",  par  la  formule  du 
n®.  763  j  voici  le  calcul  du  premier  : 

#'    8,328i5  72144  14       #'♦   3,31262  88  (0 =  0,00009  84166  87719 

#'•  6,6563i  44288  28  8,5586o  3i  (2)....  74  34î6o 

9,3367s  43i56  37      .^,)   ,,87,2319  C3).... 8&8 

(0  5,99306  87444  85  .     #•   9,96894  i:cos#         0,00009  84241  2278 

7,98457  i:c'...         0,00000  833io  4062 

(3)  7 ,  95351  !:/•..         o ,  000 1 0  .67551  6340. 

Le  calcul  de  cos  a"  se  fera  par  un  seul  terme ,  comme  il  suit  :  * 

a>^' 5,5i8o8  609  I  :  cos  0/*, .  •  •  0,00000  ooooa  36o2 


ta 


//•  -    ^2/;.-      -.,Q  .    .    Ji 


1,03617218     i:^?".  • 1998 


9,33675  452     j .  ^/f 0,00000  00002  5599 

(1)... .. .  0,37292  65o 

A  l'égard  de  ta'" y  la  petitesse  de  cet  angle  permet  de  négliger  entièrement 
I  —  cosft>'",  ainsi  que  i  — •  c"',  ce  qui  donne  r'''  =5 1.  Ainsi  la  valeip*  de 

Pc  sîn  ^  se  réduit ,  dans  ce  cas ,  aux  deux  seuls  termes  —y^ir  —  c  sin  4^* 
Voici  le  calcul  du  premier  : 
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3 .  •  •  r .  r  • .  o,3aioa  99956  639S 
c^(p....  9,97956  3705 1  6775 
I  : /^ 10  67551  6340 

Z 0,38070  o4565  071 1        ^  =  i>9o853  644o3  8i94- 

Le  second  terme  c  sin  ^ ,  ou  sîn  8i'  sîn  ^S*,  est  la  même  chose  que 
i  sîn  84*  +  i  sin  66^  ^  dont  la  yalegr  se  trouve  îmmëdialement  par  la 
Table  111 ,  =  o,954o3  36765  o544  ; 

de  ces  deux  termes  résille  Pcsin^  =  0,954  5o  37638  7640 

dV^l^r^.  ^^  a.  déjà,  trouvé  *  L'F^  =  0,02406  1 5 1  a4  3397 

donc  la  fonction  cherchée  E^  =  0,97856  4^763  0937 

d'ailleurs  le  log  connu  de.^9  doQoe  Fç  =,  i,^o4.P  1861 3  8371. 

Dans  cet  exetaple  où  ^  nombre  ^  =§  —  log  r'/^'*  est  assez  petit,  on  au- 
rait pu  abréger  le  calcul  de  la  partie  F^  sîn  (p  par  la  formule  de  l'art.  763 , 
çoipine  il  ^pit  : 

/. =  0,00010  67556  7538  ti 6^03839  09734 

t\......  3,05.67^1944^ 

a/s =  0,0003 1  35ïi3  5a76  M. .....  o,3633i  56387 

M«' —      36a  4^0^ 

WV 4-  645 


•\  * 


?...•_.••••_•  o,ooo3i  3485i   i5i7 
a  sin  ^ 9^979^^  i7o5i  6775 


ne....  3,4.1899  76335 

MV...  8,80960  43. 


•   Pcsintp 9^97977  "^9^  ^^9^ 

On  tire  de  là  P<>siQ,^  =  o,9545o  37638  7645,  résultat  qui  ne  diffère  du 
précé(jb;nt  que  dans  le  quatorzième  chiffre  dont  l'exactitude  est  toujours 
incertf^i^J^ ,  tant  pa;;  ^erreur  des  Tal)les,  que  par  celle  des  parties  propoi^ 
tionnelles. 

765.  Nous  remarquerons  que,  lorsque  le  logarithme  f  es|;[^aussi  petit  que 
dans  Feïempte  précédent  ,^  on  peut  calculer  la  partie  Pc  sin.ç  dfi  la  valeur 
de  E^,  d'une  manière  encore  plus  simple  que  par  la  formule  de  l'article  763. 

Csir  ftdsant  toujpprs  f  =  —  log  (r^r^'^)  ,  ce  qui  donne  r^r^'^  =z  e^    ,on  aura 
-  I  =  3c^'  —  I  î  soit  cette  quantité  =  i  -f-  z ,  afin  qu'on  ait.  • . 


/• 


1Vff 

Pc  sin  ^=5C  sin  Ç  +  C2 sin ^  j  de  la  valeur  25=3  (e     —  i  ) 


\ 
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xî: ae**"  ( é^^  —  e^î^*)  =  sMl .  éi»»  (  i  +  ^ UH'  +  etc.  ) ,  on  dé- 

<!hiira 

log  s  a»  log  (  *M<)  +  7  <  4- ^M/»} 

et  par  cette  formule ,  on  calculera  facilement  le  petit  terme  ez  sia  ç  qui  doit 
être  ajouté  à  c  sin  ^  ;  eu  voici  Inapplication 

iog<...  =  6,oa839  09734     (i). ...  ta  0,00046  90878  7*06 
I2M..,   ss  o,653a4  56843  6   c sin 9. .    o,954e3  36765  0644 

î' 5337784   Pc  tin  p.  sa  b,9545d  ^763»  7650. 

- 

log2...  =  6,69169  ooS56  9 
l(csin(p)  9,97956  37o5i  7 
(!).•.•        6,67125  37408  6 

Ce  réduUat  s^aocorde  encore  avec  les  précMeni ,  àittsi  bien  que  cela  pedt 
être,  en  n'employant,  pour  le  calcul  des  parties  accessou^s,  rjae  des  lo- 
garithmes  à  dix  décimaleSb 

766.  Exemple  II.  Soit  proposé  de  trouii^er  fes  fonctions  F^ ,  £^  ,  pour 
l'amplitude  ^  ^=  ^5""^  et  le  ttvodutv  mi  48^  >  dont  les  élémens  sont,  d'a- 
près la  Table  VI, 

c.é...  9)07 1<^  345Ô1  435i  i...é.  gfia55i  08951  74^6 

c'^^...  9,99323  32536  94*3  i'. .*..  9,i6835  4^4^:^  6552 

c^ 9^99999  32|6oi  5îï55  W.  ...  7,73940  33718  i465    ^ 

€?"* —  i23i  V". .  • .  4,87675  311981  1387. 

K. .  • .  ^  0^)6207  66278  4^585 

Yokâ  d'aèord  le  dâlcul  dé  (^*  et  ^li  (p'. 

&.. 9>8^i^7  34581  4351     ^ï=3i*7o  ir.  4>66i3ô  52942 

sîtt(p 9,84948  5oo2i  j38bT  !^^i=a63,4o  M.  0,36221  StJbd; 

iin(a(p'-^?^)..  9,72055  84603  il52  sécM.  o,i4o33  36969  t 

aUnâé 9,72054  92310  3o36  ;?...•  5, 1 6385  46788  i 

i^tziz  91692  8116  sin  2a...  9,95ï4i  2(4387  4 

/»inAs&/6ldtf-hr  n";.....  5^31442  51^31  8 

«  +  (>)*=  3'i*42'a",  68962^  8tiQ7  (i) 0^42969^  22507  3    - 

(2)+(3> 3  9>24  ;. 5,i6385  468 

2^'  —  <P  =  31.42.2,  68966  743i  (3)*.^..  5,59354  693 

\  <p'=  38^21.1,   3446337155  ;? 5,ii5385  47 

J— joes2«*  e,oi486  78 

(3).. .  •  0,77226  94» 
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Pour  avoir  /  sin  (pV  on  fera  a  =  38*35  =  38*3i%  x=  i"34483  371 55, 
^'  =za  +  Xy  et  on  appliquera  la  formule  /  sin  (a+x)=/sin  a^mx  cot  a 

(1  —  ——  +  -: .  I X  cot  a)  :  en  voici  le  calcul  : 
sm  aa    '    sm  2a    '  /  ' 

K'x...  0,12866  85834  8  sin  a...   9,79271  C3379  4^41 

IM'....  5,31442  5i33i  8      »      (i) +357896760 

X 4,8t4a4  34553  (2) —  -  2898 

m.....   9,6377845115  sin^'...  9,79271  991689009 

cot  a. .    0,10175  oooo5  9  €\.....  9,99525  52556  9414 

(i) 4,55575  77670  9  sin  (2^"—.  ^')  9^8795  51705  8425 

X 4,81424  54555  / 

1  :sin2a  0,01180  7528 
(2)  . . . .  9,57980  855 

D'après  cette  valeur  de  l  sin  (2^" — ç'),  on  trouve,  en  suivant  toujours  les 
mêmes  procédés, 

2^''— (p'==57^5i'25'',984o9  5255 
<p^sg58,2!,   1,54485  5715 
76.12.27,528926950 
(p'  =  58.  6- 15,66446  5475. 

On  a  ensuite  pour  déterminer  ç'"  l'équation  sin  (3(p''' — ^")=^"sin  ^'';  niais, 
à  cause  de  la  petitesse  de  l'angle  ^" — ^'"z=ia>"\  il  est  préférable  de  déter- 
miner <p'"  par  l'équation  tang  ((?"—(?'";=*'"  tan  g  <r'",  ou  simplement  (p" — 
(p^"=K%'"  tang  ^"'.  Pour  cela,  on  substituera  d'abord  dans  le  second  mem- 
bre la  valeur  approchée  ^'''=58''6'io'',  ce  qui  donnera  ew^'^ss  i'',2i78,  et 
^'''=58*6'i2",4466.  Au  moyen  de  cette  seconde  valeur,  qui  aHoute  Texacti- 
tude  nécessaire  pour  les  tables  à  dix  décimales,  on  trouvera  plus  exactement 
(p"— (P'^'istR"*'" tang (p"'  =  i",2 1787  8424.  Enfin  la  différence  (p'"—^»^=û)'' 
se  déduira  de  l'équatioo  û)*^=R"A'^  langÇ>'^,  ou  simplement  û)'^=«^  ^  A'"; 
caron  peutsupposer  dans  le  second  membre  tang^'^=  tang  (p"',  et  A*^=i  {b"y. 
Voici  ces  derniers  calculs  d'où  l'on  déduit  la  valeur  de  ^"^: 

b"'.....  4,87675  32921  2  <p"  =  38«6'i3",66446  3475 

tang(p'''.  9,8944^  55ii2  5  û>'"z=z               1,21787  8424 

R" 5,3i442  5i33i  8  ^^//^  38.6.12,44658  SoTT 

eo'" o,o856o  39365  5  .  û)'^=                             22924 

ib"'....  437469  33  (p»^=  38.6.12,44*658  27586. 

e»'^ 4>36o29  72 
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On  peut  considërer  f'^  comme  étaot  la  limite  des  angles  décroissans 
9i  ^\  9^' 9  ^tc;  ainsi  on  aura 

H  =  log  tang  (45^  +  i  (p*^)  =  /  tang  (64^3'e'',a!i3!>9  1 879). 

Pour  calculer  ce  log  -  tangente ,  on  fera  a  c=  64*o5  =  64*3^)  R"«^  = 
&'y2232g  1879;  et  appliquant  les  formules 

^~smM'  '*^°8(«+*)='t«iiga+  !im/>[i— />co8aa+f/)^(i+coé'aa)], 

on  trouvera  H=  o^Si^Si  4^)84^  GoyoS.  Enfin  la  formule  F^sKMH  don- 
nera les  résultats  suivans  : 

H 9,495a8  62986  6865 

M..«.  o,36a3i  56836  9946  3 
K . . . .  0,06207  66378  4558  5 

ff^=  9,91957  86i52  1370 
F(p=  o,85o95  71 234  6716. 

767.  Venons  maintenant  au  calcul  delà  formule  E^sLT^  +  Pcsin^; 
la  première  partie  se  trouvera  au  moyen  des  formules  qui  déterminent  h% 
comme  il  suit  : 

U.«.  9«38o94  6734^  4940 
Ef***  9-919^7  86i53  1370 

9.3oo53  53393  63io  LT^=s 0*19976  77831  6039, 

La  seconde  partie  Vc  sin  9  =  3  y^c  sin^^.P'  —  csin^^  et  pour  avoir  P', 

il  fiiut  connaître  z''  =  c"  cos  e»^  et  r""  =  c^'  cos  »''^;  or,  d'après  les  yaleurs 

déjà  connues 

««  =  ^'  —  (f'  —  887"68o37  034 

OÊ^^^z  (p"  —  (p'^sz      1. 31784  834,    ^ 
on  trouve  les  résultats  suivans  : 

x:cosâ»'^,..  0.00000  40317  70478          cosâ/^..,  —    7570 
it^/* 65398  47146  e^. —  laSio 

ïlj^'. ......  o.ooooi  o56i6  X7634         r^ —  19880 

i:^"' 39760 

t  =s  o.ooooi  o56i6  57384* 
Par  le  moyen  de  cette  valeur  de  l=— Ic^  O^^*)»  on  trouve  aisément 
le  terme  Z  =s  3 v^c  sin  ^.P',  ensuite  on  aura  c  sin  9  s=  7  cos  3®+{-  sin  3% 
d'où  Ton  conclura  la  valeur  de  E^,  comme  il  suit  : 
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%\/c....   6.33656  67247  35786     Z  =  I. 06981  27381  36a5 
,sin^'....  9.79371  99168  90090  csinç  =  0.52348  ^7^54  9876 

2/......    -+-2  II233  14768. 

Mz»,.../       —  2  5685o    Pcsîn(p=  0.544^2  99926  8729 

'M*^^.. ..        +  '  \         6        L'F<p=  0.19976  77821  6029 

Z 0.02980  77646  8875  E(p  =  0.74409  77247  9758. 

^Les  calculs  de  ces  deux  exemples  ont  été  fort  longs,  malgré  la  simplicité 
des  formules^  parce  qu'on  a  voulu  obtenir  des  résultats  exacts  jusqu'à  la 
quatorzième  décimale  ;  mais  ils  s'abrégeraient  beaucoup  si  l'on  se  bornait, 
comme  il  convient  presque  toujours,  à  dix  ou  à  un  moindre  nombre  de 
décimales.  ^ 

768.  L'addition  que  nous  venons  de  faire  au  cbap.  XXI  du  traité^  pré- 
cédent, nous  donne  l'occasion  de  placer  ici  une  conséquence  assez  remar- 
quable qu'on  peut  tirer  de  la  formule  (x'),  chap.  XXIIL 

Si  l'on  fiiit  dans  cette  formule  9=:d,  on  aura  n'=:/i;  ainsi  les  deux 
fonctions  n(/2,  £?,  G)  ,.n(/2,  ^^  G) ,  dont  les  modules  sont  complémens  l'un 
de  Pautre  et  qui  ont  d'ailleurs  le  même  paramètre  et  la  même  amplitude,, 
pourront  s'exprimer  Vune  par  l'autre  au  moyen  de  l'équation 

suiOcosO     ^    '      »     /    •    sinOcosO     ^    '     '    / 


{kit-^-  tang  8  [a(A,  6)  F(c,  fl)  +  A(c,  ô)  F  (A ,  8)  > 

-l+F(c,ô)T'(*,fl^F(*,«)E(*,6)-FC*,8)E(c,8)     ]' 

Cette  équation  fait  partie  de  la  propriété  mentionnée  dans  l'art,  iio. 
Mais  si  on  a  c=  b  y  c'e^t^a-dirç  'si  le  ^Hoduleccss  sin  45"*,  alors  en  omet* 
tant  la  désignation  du  ;piodu^e  .a  et  deTkmplitude  d ,  commune  à  tous  les 
termes  n(/*,  c^  ô),  a(c,  Ô),  F(£?,  0),  E(c,  fl),  on  aura  la  formule 

•         ,-=^nO.).=^*^-(aAtang8  +  F^.aE)F, 

d'où  l'on  voit  que  dans  ce  cas  particulier  la  fonction  de  troisième  espèce 
n(n)  ou  n(«,  r;  fl),-où4'oh  a  n  =3 col* 6,  ^exprime   par  les  fonctions  de 

première  et  de  seconde  espèce  F  et  E.  '  '      .  .         .    '  ' 

Ce  résultat  est  d'autant  plus  retijiarquablc  que  l'amplitude  8',  qui  déter- 
mine le  paramètre  cot*d,,pç^t  étre42rise^  tolonté  et  ne  suppose  point  que 
F(c,  Ô)  soit  qpmmensurable  a^ecF'c.  Si  cette  pçtnptljen&urabîlité  avait  lieu, 
on    sait  par  les   propriétés  connues  que  la  fonction  de  troisième  espèce  > 
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n  (/i ,  c ,  fl) ,  pourrait  se  déterminer  par  lé  moyen  de  II'  (n,  (f^ ,  quel  que  fût 
le  paramètre  /f ,  et  ne  dépendrait  ainsi  que  des  fonctions  de  la  première  et 
de  la  seconde  espèce  ;  de  plus,  <iomme  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  la  fonc* 
tion  F{by&)  qui  est  la  même  que  F(^,  6)»  serait  commensurable  avec  F'& 
qui  est  la  même  que  P<?,  la  fonction  de  troisième  espèce  n(n,  c,  (p)  sevÀi\, 
«a  général  réductible  à  la  premîèiie  espèce  F(c,  f)  par  la  formule  de  l'art,  i  lo, 
«déporte  que  la  valeur  particulière  àe  II  (jiy  c^  i)  ne:  dépendrait  que  de  la 
seule  fonction  F  (i?,  ô),  ou  même  de  U  fonctkMa  complète  V^Cy  puisqu'il  y  a 
un  rapport  donné  entre  ces  deux  dernières  fonctions. 

On  \oit  donc  quef  équalion  précédente  contient  un^éorçme  entièrement 
nouveau  sur  la  fonction  de  troisième  espèce  n(6ot*  ff,  c,  fl),  puisqu'elle  ne 
3uppose  pas  F  (c,  Ô)  conunensurable  avec  la  fonction  complète  F'c;  mais  ce 
théorème  est  restreint  au  seul  cas  du  module  03=  sin  45"*. 


^^»V»»VW»VV^^»W»^V»¥VWWV»^^»%^W^M»%\  V»»^^^^^%%V^AV»»V»^^<^V^^^^MM>»^^>»<%A^V»»AM^^^MM^l»<^^M^^^^^M^M<»^»^»»^M^»<^MM^  W» 
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Modification  de  la  méthode  trigonométrique  du  Chapitre  FI 

769.  La  niéthode  que  nous  allons  exposer  n^est  autre  chose  que  celle  du 
Chapitre  VI,  modifiée  de  manière  qu'elle  n'exige  pas  un  travail  préliminaire 
trop  considérable ,  au  moins  lorsqu'on  ne  veut  pas  pousser  l'approximation 
au  delà  d'un  certain  degré. 

Supposons  d'abord  que  l'on  calcule  par  la  méthode  générale  l'amplitude  a 
ou  «1 ,  qui  satisfait  à  l'équation  Ftt=  75  Wc  (  nous  prenons  pour  exemple  la 
fraction  -j^ ,  mais  une  autre  fraction  telle  que  f  ou  f^ ,  pourrait  être  plus  con- 
venable dans  certains  cas ,  comme  nous  le  verrons  ci-après);  aii  moyen  de 
cette  amplitude  on  déterminera  successivement  celles  quisatbfontaux  fonc- 
tions multiples  Vtt^zrz  :xFa,  Fass=  SFa,  etc.  On  calculera  en  même  temps 
les  valeurs  correspondantes  de  E ,  et  du  tout  on  formera  un  petit  tableau  de 
dix  lignes  seulement,  contenant  les  valeurs  de^  et  de  E^,  auquel  on  pourra 
joindre,  pour  la  facilité  des  applications,  les  valeurs  logarithmiques  corres- 
pondantes de  sin  ^,  tang  ç,  A^.  Vojez  un  tableau  de  cette  sorte  j^  art.  777. 

i5.  • 


•  • 
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Cela  pose,  ^  ayant  une  valeur  donnée  quelconque,  il  s'agira  de  trouver, 
par  le  moyen  de  cette  table ,  les  valeurs  des  fonctions  F^ ,  Ep. 

770.  Supposons  que  la  valeur  de  (p  soit  plus  grande  que  ai  ,  elle  sera  com* 
prise  entre  deux  termes  consécutif  de  la  première  colonne  ;  soit  d  le  terme  le 
plus  proche  ou  au  moins  celai  pour  lecjuel  la  différence  F^-—  Fa,  positive  ou 
négative,  est  la  plus  petite,  et  soit  ^  =:â-hx,  :r  ayant  le  même  signe  que 
Fç — Fa;  si  l'on  fait  en  même  tempsF  (a-|-ar)=:Fa-f-Fy,  l'amplitudeT*  se 
déterminera  trigonométriquemeut  par  les  équations  suivantes: 

c  sin  azssin  ff ,  tang  4'=  cos  6  tang  (a  +  :c),/=: 4^^— %!/. 
c  sin  («  -har)=sin  C'y  tang  %[/  =  cos  ^'  tang  a. 

On  voit  qu'il  faudra  d'abord  calculer  les  angles  au:iiliaires  ^,  €\  ensuite 
les  angles  \|/'  et  4>  dont  la  différence  est  l'angle  cherché  j^. 

Connaissant j^  qui  sera  en  général  du  même  ordre  que  or,  et  peu  supérieur 
kx{  excepté  dans  le  seul  cas  où  c  et  sin  ^  seront  tous  les  deux  peu  différens 
de  l'unité),'  on  pourra  déterminer  Fy  et  E;^  par  les  formules  qui  conviennent 
aux  petites  amplitudes ,  et  on  en  déduira  les  fonctions  cherchées 

F^  =  Fa  +  Fy, 

£^  =5  Ea  4*  E;^  —  c*  sin  a  sin  ^  sin^. 

Celte  sorte  d'interpolation  n'exigera  en  général  qu'un  calcul  assez  facile  et 
fondé,  comme  on  voit,  sur  des  formules  trigonométriques  très  simples. 

Si  X  est  négatif, j^  le  sera  aussi;  mais  d'ailleurs  le  calcul  sera  toujours  le 
même.  Au  reste  la  faculté  qu'on  a,  suivant  les  différens  cas,  de  prendre  x 
positif  ou  négatif,  permettra  toujours  de  supposer  Yf<aVcLi  c'est  ce  qui 
aura  lieu  encore,  lorsque  ^  sera  moindre  que  a,  mais  tel  cependant  qu'on  ait 
F^>iFa. 

Nous  remarquerons  que  si  l'on  fait  sin  â»  =  ,  4,»a/  -i.  \ > ^^  ^^^^ ®*®^' 
tement  sin  r=  1  ,  .  .  r-»  Par  les  auxiliaires  ^  et  ^\  on  a  Aa=cos^, 
À(a*f-j?)=cos^%  ainsi  l'angle  û),  troisième  auxiliaire,  se  trouverait  par  l'é- 

quation  sin û)s=:  — (l^^±ç\ /j^  — »c) '  ™^^^  *^  ^^^  presque  toujours  plus 

simple  de  se  servir  des  formules  précédentes,  quoiqu'elles  déterminent  l'an- 
gle j^  par  la  différence  de  deux  angles  beaucoup  plus  grands  '^'  et  '^. 

771.  Nous  avons  donné  dans  le  Chapitre  VU  des  formules  pour  calculer  les 
fonctions  F^,  E^,  lorsque  l'amplitude  ^  ne  passe  pas  une  certaine  limite j 
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mais  sijr  était  très  petit ,  le  calcul  de  ces  formules  pourrait  être  sujet  à  quel- 
ques difficultés,  surtout  si  le  module  c  était  en  même  temps  très  petit.  11  sera 
plus  simple  alors  de  se  servir  des  formules  telles  que  les  donne  immédia* 
tement  l'intégration  par  séries;  ces  formules  sont,  en  supposant  que  les  ter^ 
mes  de  l'ordre^'  peuvent  être  négligés, 

77a.  Connaissant  «&,,  a^^,  «9,  «4,  «t^,  par  la  multiplication  de  la  fonction 
Foc ,  il  faudra  que  a^  s'accorde  avec  la  valeur  tirée  de  l'équation  cot  a^  =  y^b. 
Cette  vérification  étant  faite,  on  calculera  les  termes  suivans  «69^79  etc., 
par  les  équations  complémentaires,  savoir:  cot  ât5=£tang6t4,  cotct,=  & 
tang  a^ ,  cot  fltt  :=  &  tang  et^  j  cot  ot,  =  i  tang  a.  Il  faudra  ensuite  calculer 
les  fonctions  Ea^j  Eoe«,  etc.,  ce  qu'on  fera  par  les  formules 


2E<t  —  Ea^  =  p, 

Ea  +  Ea^  —  Eflt,  =  p^ . 
'  Eot  +  Ea,  —  £«4  =  ps 

Ect  "f-  Eflt^  —  E(t^  =  P4. 


p^  =  c^smâ^i  •  smâ^smce, 
p^  =  c^siu  «1  •  sinâe^sinâe, 
^3  =  c*sin«eg  •  sincBssina^ 
^4  =  c*sin  fltg  •  sina4sina5 

De  ces  formules  résulte 

Eet=i^(Eas  +  p,+p^  +  p9+p^); 

cl  comme  on  connaît  Ea^  =  iE*-|-ï(i— A),  on  aura  par  l'équation  pré- 
cédente la  valeur  de  Eet;  ensuite  Eât,,  Ea,,  Ea^^  seront  données  par  les^ 

équations  ' 

Eetf^  =2  2Eet  —  p^ , 

Eût,  :^     EIa  -4~  Ea6||  —  ^4, 

£«4  =    Ea  +  Ea,  —  ;>s. 

Ce  calcul  se  continuera  pour  les  autres  amplitudes  ««,  a,,  etc. ,  au  moyen  des 

formules 

Eflfe  +  Ea4  ==  E*  +  c*  sin  ctj^  sin  «t , 

Etfy  -f-  Eos  =  E'  +  ^  sin  et,  sin  «y , 

Etfg  -f-  Ea^  =  E'  -f-  £?•  sin  et,  sin  a,, 

Eût,  -+•  Ea    =  E'  4-  c*  sin  et   sin  a,. 

Cette  méthode  va  recevoir  les  développemens  nécessaires  dans  l'exemple 
suivant ,  où  les  calculs  sont  faits  de  manière  à  obtenir  au  moins  dix  décimales 
exactes  dans  les  résultats. 


/ 
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773.  Afin  de  mieux  juger  de l'exactilude  de  la  nouvelle  méthode,  noHë 
prendrons  pour  exemple  le  module  sin  45^,  d'après  lequel  la  Table  II  ^  été 
construite.  Voici,  dans  ce  cas,  l'échelle  des  modules  réduite  à  douze  dé- 
cimales. 

c\...  9,84948  5oo2i  68  b 9,84948  5ooai  68 

c*.,. .  9,23444  86293  24  b^....  9,99351    1809a  4^ 

c**...   7,87330  12255  4^  i°®... .  9,99998  78837  3i 

c«^%  .  5,14455  45759  93  b^^W.  9^99999  99999  ^8.' 
c^*®*..  9,68704  91605  93 

.    il  feul  d'abord  déterminer  et  par  Péquation  Fa  =tô  E'  î  et  comme  on  à  en 

général  F(p=  -^.  F'c,  O  étant  la  limite  de  la  suite  (p,  t^%  i^'*>  etc., 

il  faudra  faire  0  =  9*;  or,  pour  le  degré  d'exactitude  que  nous  avpns  en 
vue,  on  peut  supposer  O  =  -j^  ^•••®j  ainsi  on  aura  ^••••  =  i44*-  De  cette 
valeur  on  déduira  successivement  celles  de  ^®®%  ^°**,  (p^^  (p,  au  moyen 
des  équations  sin  (2^«*'»  —  (p*****)  =  €''••''  sîn  (?*••%  sin  (2(p°°  —  (p^^)  = 
^^^  sin  ^^^•j  etc.,  dont  voici  le  calcul  : 

c**. . .  •  • . .  9,68704  93  2^^5 —  ^^*  =     o*  o'  o",ooooo  5898 

sinÇ°*.  • . .  9,76921  87  ^"^  =  144 

R" .  5,3 1442  5i  (po«*=    72.0.0,00000  2949 

a^os — ^o^^  4>77o69  3o 

c^' 5,14455  45759  4     2^^—  ?>•"•=,         3  ,73644  0659 

sin (?«»...•  9,97820  65255  5  ç>po  _   36.0.  i  ,36822  i8o4 

R'' 5,3i442  5i33i  8 

3(p«»— ^'3.  0,43718  60347 

c9^ 7,87330  12255  42    (i) 905^,62626  4253 . 

sin  (p^^. . .  9,76922  265o3  72    (2) +      290  968a 

P 7,6425a  38759  14    2(po— ^"cs  i5'   5",6a9i7  5935 

R" 5,3 1442  5i33i  76  <p-=  36»     o.  1,36823  1804 

(1)....,.    3,956949009090  ^•s=:    18.      7.33,498697870 

J/?* 4,50689  65 

(a) 7,46384  55 
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c^.  .  /. . .  9,:23444  86393  a4  angle  chercTié  A=^2?J— ^, 

sin  ^° . . .  9,49291  01476  ^8  angle  approché  a=  3*o6  =  3®3'36", 

sio  (2^— ^•)  8,72735  87769  62  éq.  à  résoudre  Zsin  A=Zsii;i/i— r, 

sin  a 8,72759  25169  4?  Solution,  p  =  rM  tang  a 

r=  5  55599  85  X:=a—p(i  —  ^j^;^. 

r. 5,52556  28641       (i). . .       o^85i56  0817 

M 0,56221  56887       (2)...  5  2976 

tang  g. ..  8,72801  19841  o  ,85i52  7841 

;; 4,61579  05369       a 5^  5^56^^       

R" 5,5i443t  5i552  2<p— (p*  =  3.  5.35  ,14847  2159 

(i).....  9,95021  56701        ^^  =  1 8 >  7 . 53  ,49869  7870 

p 4>6i579  o55         2Ç  =21.11.  8  ,64717  0029 

1  :  sin  2^  0,97219  75  a  =  ^  =  10.55.34,52558  5o. 

(2) "5^51820  55. 

774»  Ayant  ainsi  déterminé  la  valeur  de  a  ou  a,,  il  fkut  eakuJer  les 
termes  ee^,  ^5,  a^,  eto.,  {^ples  formules  connues  pour  la  multiplication  des 
fonctions  ;  savoir  :  tang^  «»,==  A  tanga,  tang(^  «s-4-*7ût,)=sA  taT!]ga„  etc.; 
voici  d'abord  le  calcul  de  àa  on  A  : 

c.,..  9,84948  5oo2i  68  a=7",47 

sin-.  9,26441  40026  72  ^ 5,83i97  06609      cosa  9,99629  84428  77 

sin  A.  9,11389  90048  40  tangV.  .  8,23533  69664  .    R.  .  11674  607 

8Îna.  9,1139669206  i5  ^^3^,^  4,06730  ^63  •   A.  .  9,99629  ^io3  28. 

r=  6  79167  76  r —  6  79168 

/  sin  A  =  /sin  «  —  r,  r  tang»  a        —      1 1676 

/cosA=±/cosa+R,  R 4,0672386329 

/R=:/(rtang*a) — rtang*« — r. 

Calcul  de  a.. 

tang  «. .  9,27187 .89548  79   rt=  10**  5o  r.. ...  6,52556  58917 

A 9,99629  96105  28  2aï=  21.00  5M...  o,o6ii8  56950' 

tang  ^«4  9,26817  85452  07  ;; 6,58675  16847 

tang  a..  9,26796  69207  55  sin2d,  9,55452  91618 

r 2?  16244  74  R". . . .  5,5i44a  5i552 

(i)....  i,25S5o  58797 

/tang  A  =  /tanga+ r,  p 6,58675  i5847 

;?  =  1^  Mr,  cosia.  9,97016  174 

A — a=:;i8in2a(i+pcos2a+|y^*cos4«)«  (2)..  .  7,61240  920 
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a4-(i)  =t  io"»5o' i8",oo967  517  (i)......  i,a555o  69 

(i)...  409^46  p*. ».,,,.  3,77350  3a 

(3). . .  53  f ...... ,  9,8a390  87 

|<i^.  ...=  io.3o.  18  ,01377  ^*^  cos4o...  9*87107  35 

Ok s=  31.  0.36,02754  4^  (3) 3)73399  i3. 

Calcul  de  as* 

tang  «A  gJSS^i^  4^13^  ^8  ^  =  120^85  r. .  • . .  5,8i£r48  ^Sipa 

^*  •••  9)99^^9  96103  28  :2ii  SI  4'-7<>  iM...  o,o6ii8  56930 

tang  A  9,58070  37335  56  4^  =  83 «40  p>*.».  5,87666  801  Qa 

taoga.  9,58076  91081  87  sioaa.  9982297  2o58o 

r  =  6  53856  3i  R".,,.  .  5,3^2  5i33a 

I  - 

/tangAss/tango— r,p=|Mr,  (0  •  •  •     i,oi4o6  52o34 

p^. ..     5,87666  80 1 
A^a'-^psin^a(i  —^cosaa +1/^*009  4^)    cosaa.     9,87311  oa 

(a)....     6,76584  34 

(0 =  10^32916  47^4 

(a)......  —        580557        (!)••••     1,01406  5 

(3) H-  4        />*...•     1,75333  6 

H'-'-A.*.  S3  io,3a858  417  |cos4â    8,88436  9 

a •  œ:  ao*5i'    o"  (3)....     1,65177  o. 

A =  ao«5o.49  967141  583 

a^+tu..  ^  4^.4^.5g  y54^S5  17 
a 10 .55 .34 ,52358  5o 

0h •  ss:  3i •  6.  5  ,01924  67 
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tat 


Calcul  de  tt^. 


*«°6«»  9»78o5i  3998 1  86 
^•'"  9.99629  96105  a8 


a 
2a 


tangA  9,77681  a6o55  14 

»*ng«-  9,77688  81645  69    4«  =ia5.56 

rss  ij  o56io  55 

/(angAssZtanga— r. 

tf-<i)...  »  3o"»53"  9",a3545  584© 

C^)---                  4-        56  7155 
(5)...  '     H-  56 

î(«4+«0  =  3o.53.  9  ,a56oa  50?" 

«4  =  40  >  4^ '43)444^0  18 


r, ,. 
5o«89  tM. 
61.78 


Calcul  de  et(. 


79456  68 
iung  A  =  /  tang  «  -|-r. 

4o*5i'  in"y00ooo  0000 


(0 

(a).  ^. , . 


1 ,86557  3796 

a654 


f-s 


•  •••«• 


4o.5i.i5,86557  545 
8i.  2.2J  j'ja&jS  09 
3i«  6.  5  9019^4  67 


sin  2a 

(i).. 
p»  •  • 
cos^a 

(a).. 


tang «4.  9,9555i  41911  6a  a =40» 5a    r... 

^ 9.996^9  96105  a8  aa=8i.o4    ^M. 

tangA..  9,95181  58oi4  9» 
tang  a..  9,95180  58578  aa 


'. .  • 


P 
sin  aa 

R».. 

(0  . 

P*   •  • 

cos  2a 


5,84856  5o655 
0,06118  56930 

5,90975  07585 
9,94504  4i5i4 
5,3  j  44a  5i55a 

1,16933  00451 
5,90975  076 
9,67473  108 


6,75570  188. 


(i)....  1,16931  00 

p*  ••..  1,81950  i5 

3  cos  4a  9,56648  46 

(5) . . . .  a,555ao  61 . 


490003  10848 
0,06118  56950 

4,96130  67778 
9,99466  78599 
5,5i443  5i553 

0,37039  97509 
4,96130  678 
9,19341  58i 

4,43593  034. 


«(......  sr  49>56.33  ,70750  4^. 

Parl'ëquationjcotci<=^3,on  trouTe  directement  «e^=49*56'a3"7075o  5i6* 
la  dififérence  n'est  que  d'une  unité  décimale  du  sixième  ordre  ;  or,  le  sixième 
ordre  de  décimales  dans  les  secondes,  est  le  douzième  cbiJBfre  significatif 
T.  II.  ,6^ 
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du  nombre  entier,  puisqu'en  réduisant  tout  en  secondes,  on  aot5  =  ...^ 
i79782'',7075oi6.  On  ne  peut  donc  pas  répondre  d^un  plus  grand  degré  de 
précision,  en  ne  donnant  que  douze  décimales  aux  logarithmes,  surtout 
si  l'on  considère  combien  il  a  fallu  d'opértitions  pour  obtenir  ce  résultat. 

775.  Pour  calculer  maintenant  les  quantités  /'i ,  />• ,  />s ,  ^'4 ,  il  faut  con- 
naître les  log-sinus  des  angles  â&,  flt^,  et^^  a^y  ei^'^  le  premier  est  déjà  connu, 

dernier  se  trouve  par  la  formule  sin  «5  =  -77 — 7-r\  = -n  ;  voici  ces 

logarithmes,  d'où  Ton  déduit  ceux  des  quantités  /?,  et  ensuite  ces  quantités 
elles-mêmes  : 


sin  «1  9,26441  4^^^  7^ 
sin  «A  9,55452  67236  63 
sin  «3  9,7i3ii  58677  26 
«in  «4  9,8i485  70638  12^ 
8În  «5  9,88386  9$562  4? 


Pi  7,78232  47333  45 
j9g  8, 23 102  65983  97 
P3  8,49135  69385  46 

/>4  8,66211  07270^  67 


L  p,  =  o,oo6o5  79367  32 
p^  =  0,01702  26276  04 
p,  =  o,o3p99  96605  ,69 
p^  =  0,04593  i5io4  20 

I  OftOOOI    17353   2& 


Ginnaissant  la  fonction  complète  E*^  =  i,35o64  388io  4^,  et  la  quan- 
tité I  — -  ^  s=  0,2^289  32188  2^j  on  trouvera  par  les  formules  de  l'ar- 
ticle 77  a, 

Ea^  =  0,82176  85499  ^' 

Ettj  =s  0,18435  60570  5ï2 

Ea^-c=  0,36265  4*773  704 

Etf^  =  0,52998  76068  176 

Ea^  =  0,68334  4^^32  998. 

77&.  Il  faut  maintenant  prolonger  le  calcul  de  toutes  ces  quantités  pour 
toutes  les  amplitudes  au-delà  de  ety^  savoir  :  ee^,  ce^,  ctg,  a^.  Or,  si  les  am* 
plitudes  ^et  %!/  sont  complémens  l'une  de  l'autre,  x^'ést- à-dire ,  si  l'pn  a 
Y(p  -I-  F«4^  =  F'^,  non-seulement  l'amplitude  •>]/  se  déduit  de  ^,  par  la 
formule  cot  %|/  =  ^  tang  ^,  comme  on  l'a  vu  dans  l'art.  772  ;  mais  on  a  en 

même  temps  Zi%[/  =  — ,  et  sin  >[/  =  ^     ûng^  '  ^®  ^^^^  ^"®  connaissant 

les  logarithmes  des  quantités  sin  ^,  tang  ^^  Af ,  pour  les  amplitudes  qui 
précèdent  ee»,  on  aura  immédiatement  les  logarithmes  de  ces  quantités 
pour  les  amplitudes  qui  suivent  ct^. 

D'ailleurs  de  la  valeur  connue  de  cot  ^f. ,  on  déduit  celle  de  l'angle  4  9 
ce  qui  s'appHque  successivement  aux  amplitudes  a^y  c^/^  «i,  et,  j  on  aura 
donc  de  cette  maliière  les  résultats  suivans  :  '!^      ' 
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taS 


«« 
a. 


58"  38'  io'',3i4oa  70 
66.53.5a  ,77456  17 
74. 48* 22  ,93725  4? 
8a. 28.  0,82488  73 


Isvap. 


9,93139  67348  58 

9,96369  70659  98 
9,98454  78550  84 

9,99633  54574  65 


/tangf. 


1 


o,3i5oo  08066  70 
0,37000  20046  46 
o,566ii  o8856  o4 
0,87863  60639  53] 


Au  moyen  des  valeurs  de  sîd  ^ ,  on  déterminera  les  fondions  £et«,  £A,t 
etc.,  par  les  formules  de  Fart.  773,  comme  il  suit  : 

c*sina^sinag  =  0,27875  57297  82     ^•sînct,sîncty  =  0,23756  5263o   i46 
E' =  i,35o64  388io  48    E' =  i,35o64  388io  48 


1,63939  96108  3o 

£«4.  ••.«•••=:  0,68334   4^o33   ^^      Eât) 


1,58820  9144^  6^6 
0,52998  76068  176 


ËÀe •  •  •  s=o,946o5  56075  3o    Eot,. .•••«••£=: i,o5822  15372  4^> 


0,09112  12071  38 
1,35064  38810  48 

1,44176  5o88i.86 
0,18435  60570  5i 


c^ sin  a. sin ctg  =  o,  1 7 299  93944  ^     ^*  sin et  sin  a,  = 
E» i,35o64  38*810  48    E? 

1,52364  32755  43 
Eâ^« •••«•••  =0,36265  4*773  7^    Eet.. ...... 

Eog =  1,16098  90981,73    E«, =31,25740  9o3rï  35. 

777*  Nous  avons  maintenant  tous  les  élémens  qui  doivent  composer  la 
Table  auiiliaire  que  nous  voulions  construire;  mais,  pour  en  rendre  l'usage 
plus  commode ,  il  sera  bon  d'y  joindre  les  valeurs  correspondantes  ;  de 
log  A^. 

On  connaît  déjà  A(ât)  et  A(â(|)  =  t/£;  on  calculera  les  autres  termes  par 

les  formules  A«.  =  Î|îî6i^*  ,     A*,  =  ^t^,     A<t,  =  îî?lii! ,  elle, 

tang«a   '  taiig«3  *  tang»^   ' 

termes  complémentaires  parla  formule  générale  L^  =  -^. 

Yoici  donc  la  Table  complète  qui  résulte  de  tous  les  ëlëmens  ainsi  cal- 
culés. 


i6#« 


"4 
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L,=io^35'a4'3a358  5o 
Ui=ai.  0.36102754  4^ 
Ls=:3i.  6,  5^01924  67 
«4  =40. 45. 42» 444^^  'S 

L5  «949.56.22,70750  52 
|«e=58.38.iOy3i4o2  70 
|«,=66. 53.52,77456  17 
ri  =74*48i 22,93725  47 
L  =82.28.  0,82488  73 
L|o?=9o.  o.  0,00000  00 


Ef. 


0,18435 
0,36265 
0,52998 
0,68334 
0,82176 
o,946o5 

I,o5822 

1,16098 
1,25740 
i,35o64 


60570 
41773 
76068 
4oo33 

85499 
56075 

15372 

90981 
9o3ii 

388io 


5i 


00 
3i 
3d 


Isinf. 


9,26441 
9,55452 
9,7i3u 
9,8i485 
9,88386 
9,93139 
459*96369 
739,98454 
359,99623 
48 


40026 
67236 
58677 
70638 
96562 
67348 
70659 
78550 
54574 


269 
12 

47 
58 

98 

84 
65 


0,00000  00000  00 


/langf. 


9,27187  89348 
9,5844^  4i'22 

,78051  29931 
9,93551  419*1 
0,07525  74989 

o,2i5oo  08066 
0,37000  20046 
o,566ii  o8856 
0,87863  60629 
InfinL 


làp. 


799»99629 
;i8  9,98557 

869,96890 

629*94794 
169,92474 

709,90153 

469,88057 

049,86391 

539,853i8 

9,84948 


96103  28 
47S63  52 
5808545 
61377  95 
25oio  84 

.88643  73 

91936  23 

02458  16 
53918  40 

5ooai  68 


778.  Pour  faire  voir  l'usage  de  cette  table,  ckerchoDs  la  valeur  des  fonc- 
tions F  et  E,  lorsquç  ^  =s  70**. 

L'amplitude  qui  dans  la  table  approche  le  plus  de  70^,  est*.  •••••• 

a  =  66^  53'  52^',  77456  17  ;  elle  répond  à  la  fonction  Fa  =  -^  F"c;  il  faut 
donc  résoudre  l'équation  F^  =  Fa  4*  F;^»  ce  qui  se  fera  par  les  formules 

tang  \|/'  =  àa  tang  9,  tang  4  =  A^  tang  a ,  ^  ==>[/'  =  4 ^ 

soit  c  nn  ^  =  sin  C,  on  aura  /  sin  f  =  9,82247  08186  1 1 ,  d'où  l'on  tire 
/  cos  €  ou  /û^  =  9,87350  72687  63.  Par  la  table ,  on  a  immédiatement 
tang  a  ei  Hay  ainsi  /  tang  4'  et  /  tang  4  seront  donnés  comme  il  suit  : 

Aa 9,88057  91936  23  à(p 9,87350  72687  63 

tang^....  0,43893  4'^*7  97  tangn.....  0,37000  20046  46 


tang  4*  •  •  •  0^24350  92734  09, 


tang4'***  0,3 1951  33254  20 

il  en  résulte 

4'  =  64^25' 52",  1 1076  01 

4   =  60.16.54,80887  69 

jr    =    4.  6*57,5oi88  52. 

Il  s'agit  maintenant  de  trouver  avec  le  même  degré  d'approximation  la 
valeur  des  fonctions  Ey*,  F;^;  c'est  ce  qu'on  obtiendrait  par  l'interpolation 
de  la  Table  11;  mais,  pour  ne  rien  emprunter  de  cette  Table,  nous  cal- 
culerons directement  les  valeurs  de  Ej^  Fy ,  par  les  formules  que  donne 
immédiatement  l'intégration,  lesquelles  en  négligeant  les  termes  de  l'ordre 
^  seulement ,  sont  : 
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>'r=r+i«'.(?-i^+|S)+i«'(^-^)+A«'-f 

Si  l'on  y  substitue  la  valeur  de  c*  dans  notre  exemple^  savoir  c*  =s  ^ , 
eltes  deviennent 

frisant  donc7'  =  4*6'57''>  5oi88  3a,  ce  qui  donne,  après  a?oir  réduit 
cet  arc  en  parties  du  rayon 

logj  =  8,85654  59959  78,    7=0,07185  65067  030, 

on  trouvera  E/  s=  0,07180  5454^  97, 

Yy  =  0,07186  72o5o  06. 

Maintenant  les  valeurs  cherchées  de  F^  et  E^  se  tireront  des  équations 
F^  =  Fa  -f-  Fy ,  £9  s  Ea  +  E;^ -^  c*  sin  a  sin  ^  sin^,  comme  il  suit  : . 

c*  sin  ^ 9,67 195  58207  79  En  =  i,o5822  15572  4^ 

sina 9^96569  70659  98  Et  =  0,07180  54542  97 

""J 8,85597  o4o55  19  i,i5oo2  69715  42 

Z 8,49162  52922  96  Z    =  o,o5ioi  86785  5g 

Fa  =3  -^F"c  s=  1,29785  22741   II 
F7 •••.  =  0,07186  72o5o  06 

F^ =  1,56971  94771  17 

Par  la  Tahle  II,  on  a  F^  =  1,56971  94771  ^2,  et  E^  =  1,09900  82929  85^ 
ainsi  l'accord  est  parfait  sur  la  valeur  de  E,  et  il  n'y  a  de  différence  sur 
celle  de  F  que  cinq  unités  décimales  du  douzième  ordre  ;  erreur  facile  a 
expliquer  tant  par  la  longueur  et  la  multiplicité  des  calculs  de  la  dernière 
méthode,  que  pa^  rioexactitude  qui  peut  rester  dans  Je  dernier  chiffre  des 
nombres  de  la  Table  II,  malgré  lout  le  soin  qu'on  a  pu  mettre  à  la  con* 
struction  de  celte  Table. 

779.  Dans  le  calcul  du  lableau  de  l'art.  777  ,  nous  avons  poussé  le  nomr 
bre  des  décimales  jusqu'à  douze ,  afin  de  mieux  établir  la  comparaison  de» 
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résultalff  avec  ceux  de  la  Table  II  qui  con^pt^nd  un  pareil  nombre  de  dé- 
cimales :  mais  le  calcul  s^abr^gerait  beaucoup ,  si  Ton  voulait  se  borner  à 
dix  ou  à  un  moindre  nombre  de  décimales. 

En  général ,  quel  que  soit  le  degré  d'exactitude  qu'on  veut  obtenir ,  il 
£iQt  mettre  un  soin  particulier  à  l'exacte  détermination  de  l'amplitude  €l 
d'après  laquelle  la  Table  est  formée.  En  supposant,  comme  nous  l'avons 
fait,  Fa=  7ô  Ec,  il  est  nécessaire,  pour  connaître  a,  d'avoir^l'écheUe  des 
modules  qui  résulte  du  module  donné  c.  La  Table  VI  ci-après  donne  cette 
échelle  pour  tous  les  angles  dif  module  p  de  dixième  en  dixième  de  degré , 
depuis  o*  jusqu'à  i5*,  et  ensuite  de  demi-degré  en  demi-degré,  depuis  i5^ 
jusqu'à  45^*  ^îs  c^^^^  Table  n'est  pas  de  nature  à  être  interpolée,  et  ne 
serait  d'aucun  usage  pour  les  angles  du  module  qui  n'y  sont  pis  expressé-i 
ment  contenus. 

780*  Pour  obvier  à  cet  inconvénient ,  nous  avons  pensé  qu'il  serait  utile 
de  construire  une  Table  où  l'on  trouverait ,  pour  tout  angle  donné  du 
module ,  au  moins  de  o*  à  45** ,  la  valeur  de  cl  qui  donne  Fa  =  7^  F*c. 
Dans  cette  vue ,  nous  avons  calculé  directement  la  valeur  de  a  pour  tout 
^ngle  du  module  de  demi*degré  en  demi-degré ,  depuis  o^  }<isqu^à  4^  y 
nous  avons  ensuite  interpolé  les  résultats  en  insérant  quatre  moyens  entre 
deux  termes  consécutifs.  Cest  ainsi  qu'a  été  formée  la  Table  Yll  où  l'on 
trouve  la  valeur  de  et  pour  tout  angle  du  module  de  dixième  en  dixième 
de  degré,  depuis  o^  jusqu'à  ^5^.  Cette  Table,  dans  laquelle  les  quantités  a 
sont  accompagnées  de  trois  ordres  de  différences ,  le  quatrième  étant  omis 
comme  inutile  oa  pouvant  être  pris  à  vue,  servira  à  déterminer  par  inter- 
polation la  valeur  de  «  qui  satisfait  à  l'équation  Fa  =  7^  F'c ,  pour  tout 
angle  donné  du  module  de  o^  à  45^>  s^ns  qu'il  soit  besoin  de  connaître 
l'échelle  des  modules  correspondante. 

Ou  n'a  pas  prolongé  la  Table  YII  au-delà  de  45*,  parce  que  l'interpo- 
lation deviendrait  de  plus  en  plus  pénible,  à  mesure  que  l'angle  du  module 
s'éloignerait  de  ce  terme,  et  aussi  parce  que  passé  45*,  il  convient  de  pren- 
dre Fa  plus  petit  que  yô  ^^^j  ^t  de  plus  en  plus  petit,  à  mesure  que  l'an- 
gle du  module  devient  plus  grand.  En  effet,  pour  que,  suivant  l'esprit  de 
la  méthode,  le  calcul  des  fonctions  E/^,  F^,  soit  ramené  à  celui  de  deux 
autres  fonctions  ïijr,  Ff ,  dans  lesquelles  l'amplitude  j^  n'excède  pas  5  à  6 
degrés,  il  faut  que  a  n^excède  pas  12*.  D'après  cette  base,  on  peut  faire 
Fct  =  T^y  F'c,  depuis  fl  =  45* ,  jusqu'à  ô  =  70*,  et  Fa  =  -j^  F'c,  depuis 
ô  =  70* ,  jusqu'à  9  =  8:i*.  Cest  ce  qu'on  trouve  aisément  par  l'équation 
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approchée  —  /  taug  (45*  +  7  ea)  sss  /iF'^,  dans  laquelle  substituaint  les  va- 

leurs  ;ï  =  ^,  c  =  sin  70*,  on  trouve  et  =  1 1^53',  de  même  qu'en  faisant 
»  =  -ï^,  c  =  siaSa*,  on  trouve  a=  il*  58'. 

781.  Nous  remarquerons  que  lorsqu'il  y  aura  lieu  de  supposer 

Fa  =  T^j  F'c ,  cette  équation  peut  être  résolue  par  de  simples  opérations 
trigonométriques,  sans  être  obligé  de  former  l'échelle  des  modules.  En  ef- 
fet^ l'angle  01^  qui  satisfait  à  l'équation  ¥et^  =  j  F*c,  pourra  se  déterminer 
par  la  formule  du  n^  24  ;  connaissant  ct^^  il  faudra  employer  les  formules 
de  la  bissection  y  pour  trouver  successivement  a^  et  et»  ou  a.  Eusuite  on 
trouvera  les  autres  termes  par  les  formules  de  la  multiplication  qui  ne  sup- 
posent pas  cou  nue  l'échelle  des  modules.  On  pourrait  même  déterminer 
ces  termes  par  la  simple  bissection ,  savoir  :  et^  par  la  foTBHile  ordiaaire»  •  • 

tang  âtg  =  --77,  et  a^  par  la  bissection  de  ¥ct^  Il  resterait  à  trouver  par  ces 

mêmes  formules  la  valeur  de  et^j  co  qui  peut  se  faire  au  moyen  de  l'équa- 
tion des  compléuiens  qui  donne  d'abord  cot  a^  =.^  tang  et»,  et  ensuite 
a^  par  la  bissection  de  IPa^ 

11  sera  encore  plus  facile  de  résoudre  l'équation  Fa=-î^  F'^^  puisqu'elle 
n'exigera  que  les  formule3  ordinaires  de  la  bissection»  Nous  en  donnerons 
bientôt  un  exemple  pour  le  module  sin  8i°. 

782.  Pour  montrer  l'usage  de  la  Table  VII,  supposons  qu'où  demande  la 
valeur  de  oc  pour  le  module  sin  â:=:f .  De  cette  valeur  du  sinus  on  déduira 
d'abord  l'angle  correspondant 

8  =  i9%47i22  ©6344  868j 

00  voit  ensuite  par  la  Table,  qu'à  l'angle  du  module  i9%4  répond  1%  valeur 
^=9*i5'37*,8366o  10,  et  lès  différences  toutes  positives 

crç>=9^i4  40,  /•^=:5677  85,  J^^^gi4,  J^^acS; 

faisant  donc  ar=o,7i^20  6545,  et  appliquant  la  formule  ordinaire  dès  in- 
terpolations, savoir: 

ec=,p-|-ar  (cr^-l=^  («r»?-i=^  («T'^-^J^^, 

on  aura 

a5B:9*t5'44'',9»46ï  5p. 

783.  Npn-seiilement  la  Table  Vil  fait  connaître  pour  chaque  module 
moindre  que  sin  45%  l'angle  et  qui  donne^FassïT^  F'c/,  maison  peut  facilement 
tirer  de  cette  même  Table,  la  valeur  correspondante  de  la  fonction  Eet.  Voici 
comment  on  parvient  à  la  formule  nécessaire  pour  cette 


X 
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Si  on  suppose  que  pour  Pangle  0  du  module,  TampUtude  p  satisfait  à  l'é- 
quatioQ  ¥p^=:nF*Cy  n  étant  un  nombre  fractionnaire  constant,  ^  sera  en  gé- 
néral une  fonction  de  0;  et  comme  F^  ou  F  est  fonction  de  9  et  f,  on  derra 

faire  SB =(f +f  4)  d3 = (§+{  •  â)  d8 ,  ce  qui  donner.  l'équaUco 
mais  en  faisant  c=sin  9^  les  formules  de  Tart.  4S  donnent 

dF E— Feot^e  ^__^  rinS     tin p coe^     dF' E'— F'4X¥*e 

>D«9  «indcosS  co»e  •         û         '  "^  «iaSoosA^  ' 

^lonc  on  a 

— Fcos*B-^i»(E*— r'cos*8)^sin*fl.  — ■^ — ^  —  — - — «^ 
x>u  simplement 

fc=»E'+sm*fl.  — 2 — —  .  3g-. 

Or,  pour  chaque  valeur  dcO  comprise  dans  la  Table  VU,  on  trouvera  immé- 

dâ> 

diatement  le  coefficient  différentiel  ^,  par  la  formule 

36o^  =  ^^  -  l<r'4> +i/»tp  -  i/ <^, 

où  36o  est  mis  pour  la  diS&rence  o^  ^  i  des  valeurs  de  0,  parce  que  les  diffé- 
rences J^^,  cT'ip,  etc.,  sont  exprimées  en  secondes;  quant  aux  valeurs  de  0 
qui  ne  sont  pas  comprises  dans  la  Table,  on  trouvera  également  par  interpo- 
lation les  valeurs  correspondantes  de  J'Ç ,  eT'f ,  etc.  ;  doue  dans  tous  les  cas , 
on  connaîtra  la  valeur  de  Ea  qui  répond  à  l'équation  F«t=  yô  l^'^- 

Dans  l'exemple  précédent,  Tangle  du  module  4^^  ^t  compris  dans  la  Ta- 
ble; mais  les  différences  qui  répondent  à  4^^ 9  dans  le  sens  de  ^accroissement 
de  la  varid)le  9,  n'existant  pas,  iaute  de  termes  ultérieurs,  on  y  suppléera 
par  les  différences  dans  l'ordre  inverse,  comme  on  l'expliquera  ci-après 

art,  797. 

On  aura  alors 

J^=a9,8o5i6  98,  J^^=— iiaSS  5i,  cr^^=44  10,  J^(p=— 5o, 

ce  qui  donnera  ^=^'3^  —  =  0,08394  92892. 

Substituant  ces  valeurs,  ainsi  que  celles  de  sin  ^,*tang  f ,  à  ,  dans  la  for- 
mule E=-;îçE'+i.  «^°'^^^,y,^^^g^  on  aura  E=o,i8455  60577,  ^e 
qui  s'accorde  suffisamment  avec  la  valeur  de  E^,  dans  le  tableau  de  l'art  777. 


CHAPITRE  XI.  tiQ 
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Application  de  la  méthhde  précédente  au  calcul  de  la  Table 

particulière  pour  le  module  c  =  sîn  8 1  ^ . 

784.  Nous  supposerons  Ftes^i^F'c,  et  nous  ferons  les  calculs  avec  toute 
Texactitude  que  comportent  les  Tables  à  quatorze  dëcimales,  par  la  seule 
méthode  de  bissection ,  sans  faire  usage  de  Téchelle  des  modules,  quoique  cette 
échelle  se  trouve  dans  la  Table  VI. 

La  première  bissection  de  la  fonction  F'<?  se  fait  par  les  formules  connues 

et  on  a  immédiatement  les  Ipgarithmes  de  ces  quantités,  samr: 

itang  a,  =  o,4o383  5779?  ai5o,  /sin^,  =  9,96845  94867  9809^ 
Ua^  ...  =  9,59716  62206  7850,  /cosag  =  9,5656o  57074  7659, 

les  quantités  semblables  pouret^,  se  déduiront  de  la  formtde  sina4=. .. 

çT^^fî^î  ®'  d'abord  pour  avoir  sin^g,  je  cherche  /(i  +  cosct.)  par  la 

formule  qui  sert  à  déduire  log (i  +  A)  de  log  A    .    . 

logA  =  9,5656o  57074  7689        ^—^85    1+^..  o,i36o2  o453i  7958 
fega...  9,5656o  37433  4709  5Ô3    R. '5a8t  4616 

fz=z  19641  agSo  j  ,  ^_^    i+co8«go,i36o2  09813  2574 

"^         5o3  o,3oio2  99956  6398 

^ 4,2931701185  c«*i«8.  9>83499  À9856  6176 

»  +  a..  o,i36o2  04532  oof^tfg.  9,91749  54928  3o88 

/. 4,15714  96653  ^iinic,.  9,66740  94911  3411 

« 9,5656o  37433  sin  i  «g .  9, 74991  39983  o323. 

ï/ 7180 

&. •••..•  3,72275  41^^ 

De  la  valeur  La%z=:,^bj  on  déduira  par  ua  calcul  semblable 

A  •    II.  I  m 
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/(i+^^s)**-*   ==  0,14473  54354  2026 

0^102   99956   6598 
9,84370    54377    5628 

/v/a+iA«^).  =  9>92i85  27r88  7814 
Isïniet^ 9)7499^  399^5  o32S 

IsincLj^. . . . .  ^,  =  9;828o6  12794  25o^ 
cm  trouvera  cos  et^  d'une  manière  abrégée  par  la  formule 

^     où  l'on  a  fts=s8i^j  on  aura  ensuite  tang  a^^  ^^^C^^^^^^^T^" 

il •  • . .  9,59716  62206  7850 

■     •••-.•,  0^15629  45622  437a 

cos^(9o*'+6) 9,86588  68409  8715 

cos  ^  (90® — Ô).  • .  •  •  •  9)99966  5o455  58 1  c 
I  :  cosi  8 0,1 1895  44846  3oo8 

cos* «4. .  ^ •  •  •  9^73796  7  i54o  9756i 

cos  a^ ♦ 9,86898  55770  4878 

0ÎD  «4 9,82806  12794  25o9 

tanga^ 9,95*9^7  77<>23  7681 

.  tang  ^  âtg  ...•.•«..  •  9,8324 1  85o54  7^35 

d^4 ..•«.,  ^87554  o8o3o  9604^ 

on  connaît  aiasi  toutes  les  quantitea  an  u^^  cos  a^,  tang  a^y  ùet^ ,  relatives  au^ 
termq  a^ 

785é  l&ie  ttoiBÎànie  Ussectioa  donnera  les  quantités  relrtÎMs  àot.^  per  le 

calcul  des  formules  Successives  :  sin  a,  =  '"^«*4'        langae^^s-^ElfillL- 

Afi^s  s=t  Jfp^.^j  etpouroeki,  ob  fera  toujours  usage  des  lormules  qiû donnent 
log  ('  +  A)  par  le  moyen  de  log  A^  en  voici  les  résultats:. 
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»in«4  Vi 9,677546^8159310  m «4 ^....  9,8s8a6  tit^Oi^  %5o^ 

V/(i  4~<^o''*4)*  0,12022  18668  3187  4  +cos«4 0,24044  37336  6374 

6inî«4 9,55731  44*47  ^'^  taÊBtgim^.%\»,M4 .  19,58761  75457  6i35 

V^a o,i5o5i  499?*  3199 

9,70783  941^5  9322  ^  .  .  ^  .  ..  ^  -  9,70783  94125  9322 

V(i  +Ai^).-.  ©,12115  07714  8332  v'{l«4  +  ct«tf4).  0,08609  88250  781»  • 

«in «A 9,58668  86411  0990  tang«« 9,62174  05875  i5o9 

.€««•.. . . .  9*96494  8o535  948f  ta»gi«4 .. . .  9,S8j6i  '^5457  6i3S 


^mmmmftmm^^mm^^^-mmmmmmi^i^i^tÊm^m^ 


iltfft...  ...  ......   9,96587   69582   4626. 

•  •  *  * 

On  procédera  de  même  au  calcul  des  qtjantstés  rekrtttes  à  eôg^  par  les 

1/(1 +COS**)  o»^        I+C0i«,'  '  ^(i-f-^-)* 

laD{;/t|S=:     ^"'  ^'^Ki-,    ^qj  s=.^^  •  moi  ksréraltato  dececafevl: 

rin««.\/î 9,43617  36432  7791         sînrt, 9,58668  864* '  0990 

V^Orhcos*»).-  0,14192  87786  1774        i+cos*. o, 28385  7557:1  3548 

sinî^ft 9,29424  466466017        tangi«... 9.30283  io638  ^44^ 

V^ ^  o,i5o5i  49978  3199 

•in 4 ««. .  i/ii. . .  9^4447^  98624  92i«  9r44475  ^8624  921^  ' 

y(i+A«ea)...  o,  14215*17623  45oo        |/(A«s+<^«»)  o,i33a2  J3749  6833 

lincei 9^30260  81001  4716        taiigA«.«^^.^^.  j9^3i453  8.(875  2383 

tang  ;  «A  «*.....  ^,Sot63  io836  744^ 

^1 9,99129  25963  59%.  . 

JoB<|H^ici  B0U6  n'avons  point  clierohé  les  Talenipi  «b  diegrés  îles  angler  âfg , 
«4>^A>  ^t  ®t  BOUS  avons  déterminé  toutes  les  quantités  qui  en  dépendent, 
par  la  seule  table  des  logarithmes  des  nombres,  et  par  rapi>lication  deJa 
formule  qui  sert  à  trouver  log  (i  4-A)  par  le  moyen  de  log  A  j  nous  conti- 
nuerons de  suivre  cette  marche,  qui  semble  la  meilleure  pour  obtenir  les 
résultats  les  plus  exacts  >  en  n'employant  non  plus  que  les  formules  de  la 
bissection,  et  celles  qui  sont  relatives  aux  fonctions  complémentaires. 

786.  Les  quantités  déterminées  pour  a^  feront  connaître  immédiatement 
les  quantités  analogues  pour  son  complément  âtj« ,  au  moyen  des  formules 

générales  col  4  =  ^  ^^g  ^,    A^  =  — >  sih  4  =  -7t->  dans  lesquelles  oa  . 
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fera  ^ssza^y  «v^  =3  eei^  ;  oo  aura  aÎQâi  pour  «1.  les  logarithmes  suivans^r 

taDg  fltiA 0,84658  g8562  666g 

fiinai. 9»99564  ^7759  ^274 

cos«,«.. g,i49o5  39176  86o5 

ù (et,,) 9>3:io99  t6382  6096- 

D'après  ces  clémens,  on  calculera  ceux  qui  conviennent  à  âee,ce  qui  donnera 
les  résultats  suivans  : 

•m«ii.l/î-  .   .  9r845ia  7776»  2075     sia*., 9^99^64  ^7789  5^74 

|/(i  4*^<>s«ia).  0,02863  2555o  91^3      I  4'C08eejs.   .   .   .  0,05726  5.1  loi  8386 

tiiiî#iâ*   •   •   •  9>8i649  522IO  2882      taDg7«it.   .   •   .   -9193857  76637  6888 

o,i5o5i  49978  3199 

iiaî*ifV^2.    .  9996701  02188  6081       ....    -^  ...    .  9,967or  02188  6081 
V/(i  4*^'it)*  •  0,04128  62773  4783       |/(A«ii4*cos«ia). .  9,77225  3o854  3341 

no«e 9,92572  39415  1298      taDg«6 0,19475  71334  2740 

oof«<.   ....  9,73096  68080  8558      taiig^«i» 9,93837  76637  6888 

ù*s 9,74362  o53o3  414^ 

De  ces  ëlémens ,  on  déduira  encore  par  une  nouvelle  bissection^  ceux  de 
4t ,  comme  il  suit  : 

êvam$.^i.  .  .  .  9,77520  89436  8099        sincrg .  9,92572  394i5  1298 

|/(i-|-co8«6)  •  0,09351  04473  6726        i  +  eostfe 0,18702  08947  3452 

fiiii«6 9,68169  84963  1373        tangj^s 9,73870  30467  7846 

o,i5o5i  49978  3199 

•ins«6«i/2  .  •  9,83221  3494^  457^ .  9^83221  34941  457^ 

^(l+^^€)*  •  •  0^09574  52627  8759         \/(^àms  +  coBms)  •  0,01918  48742  6726 

tin«s 9,73646  82413  58i3        tang«s 9,8i3o2  86198  7846 

oos  «s 9192343  96214  7967        **n6  s  «« 9,73870  30467  7846. 

A«3 999^567  44269  0000. 

787.  Des  ëlémens  de  «§,  on  déduit  ceux  de  tf,«  par  les  formules  des 
complémens,  savoir: 

tang  a,o 0,61091  04^52  i56o 

sin  a,/. 9)9^7^4  62777  44^0 

cosct,«  • 9,37643  58525  285o 

^(^lO*  * 9>4^07i   191 10  i552 

et  de  ces  derniers,  on  déduit  par  bissection  les  ëlémens  de  «i  comme  il 
suit  : 


• 
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tm  #!••  V^i  '  •  •  9i83683  12799  1211        sin«t»  *..,..  9,98734  62777  44*^ 
V^(i +cpsceie).  Oyo4634  67607  6^43        i-i-cos«i».  .  .  0,09269  352i5  2485 

•mî«i 9*79048  45191  49^        tangi*, 91^9465  27562  192$ 

o,i5o5i  49978  3199 

«ini*,..t/2.  .  .  9,94099  95169  8167        ;  .  .  .  9,94099  95169  8167 

t/(i-f  û#ia)  .  .  0,05399  49348  2754      *  V/(^,o+eo«#,o)9,858o9  49234  27*3 

fin  «es 9,88700  45821  54i3        tang  «es 0,08290  45935  5444 

oof  «5 9ï8o4o9  99885  9969        tangi  «,«..  .  .  .  9,89465  27562  1925 

2U5 9181174  81626  648i. 

788.  EoBo ,  pour  trouver  les  élëmens  de  ct^i  il  faudra  d'abord  prendre  le 
complément  des  élémens  de  a^ ,  pour  avoir  ceux  de  (t^^  ^  savoir  : 

tang«i4 1,18592697112791 

sîn  a,4 9)9990?  ^0955  4855 

cos^,^ 8,8i5i4  41^43  ^064 

Aa,^ 9,2284554851   i074î 

on  déduira  ensuite  de  la  bisseclion  les  résultats  siûvans  : 

sln«i4  t/|  .  •  •  9,84855  60975  i656       àna^j^ 9,99907  10953  4855 

|/(i-|-oo8«i4).  0,01374  30433  6552        t-f-cos«i4.  .  .  •  0,02748  60867  ^'  ^ 

•inî«,4 9j8348i  3o54i  5io4        tang  ?  «14  •  •  •  •  9»97i58  5oo86  1750 

o,ï5o5i  49978  3199 

•iiii«i4.\/2  .  .  9,98532  8o5f9  83o3        9f98532  8o5i9  83o3 

)/(i  +Ai»i4)  .  .  0,03394  83922  o52K        V^(A«^-f  cosiri4)  9,685i2  34689  4358 

slncK^ 9»95i37  96597  7782        tangci, o,3oo2o  4583o  3945 

taogîcei4 9,97158  5oo86  1750 

ÙMf '.  .  9,67138  04255  7806; 

789.  Si  Ton  joint  à  ces  résultats  ceux  que  donnent  les  formules  des  complé- 
mens  appliquées  aux  amplitudes  tt|,  Ujy  «5,  «,,  on  aura  les  logarithmes  des 
quantités  sin  ot  ^  tang  ot ,  aa  ,  pour  tous  les  termes  de  la  suite  «t|,  ce.,  ct^  •  • .  a^g, , 

11  fiiut  mûutenant  chercher  les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  Ea, 
ce  qui  se  fera  aisément  par  les  logrsinns  déjà  trouvés.  Yoici  le  calcul  de  ces 
fonctions,  où  Ton  trouvera  de  nombreuses  vérifications  qui  prouvent  l'exac^ 
litude  de  nos  résultats. 

Par  la  Table  1,  on  a  log  E'=o,oi44^  21010  09449  ce  qui  donne  E\=^ 
1,05578  94625  9087  ;  substituant  cette  valeur  ainsi  que  celle  de  î  —  bs=i 
0^84556555495977,  dans  réqùation  Efltg  =  iE'-f-^  (i  —  *),  on  aura 
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£«§£±=-^{98867  749^6  753a.   Ce  terme   va  wrvir  à  calculer  Uos    les 
autres. 

"Calcul  de  Eet^  far  la  formule  2Ea4  — iE«g  =  d*  »m*  a^sm  «|. 

C 9.98923  98541  3oi6        Ea, =  0,93867  74986  7533 

siri^tt^.  9,€56t2  25588  5or8        p .0,41096  22209^6158 

smet,..  996843  94867  Ô809  i,34g63  97,96  3670 

p 9,6i38o  18997  7843      I  E*4 =  0,67481  98^98  i855. 

Valoul  de  Ea^  par  la  formule  2Ea^  —  Ea^  =  c*  siu*  a^  sin  ùl^. 

cV.,-.  9,98923  98541  3oi6        E^«4 =  0,67481  98598  i855 

sm"a.^  9)^7557  72822  1980  p.. 0,09787  64965  9827 

sin  a,. .  9,82806  12794  25o9  0,77269  65564  ,662 

p 8,99067  84157  75o5        Ëa, =  o,38634  81782  o83i. 

Calcul  de  Ea,  par  l'équation  aE«  —  Ea.  =  c*  ^in*  a  sin  a^. 

C 9,98923  98541  5oi6        Ea^.... .  sz=  o,38654  81782  o83i 

sin' a..  8.6o52i  62002  9432  p 0,01 517  55589  '074  6 

sin  «.. .  9,58668  86411  0990  o,4oi52  37371  39o5l" 

p 8,T^8i  14  46955  3438  Eot =  0,20076  i8685  6952  «• 

Calcul  de  JEa,^^  i*.  par  réquatio^Ea4+Eaj,=  E'  +  ^*  s\n  a^  sin  a,..  ' 

c^ 9,98923  98541  3ai6  E'c =  1,03378  94625  9087 

sina^..  9,82806  12794  25o9        Ed^....         0,67481  98598  i835 
.iti.et...  9,99564277395274  ^35896  96025715; 

p.....  9^1294  39075  0799  p o,65oo4  57264  8665 

Ea,^....  =  1,00901  53290  5915. 
i^.Pari'équalion  E«4+Eatg=.Eitrt-f-^sin  a^sin  «g  sîn  a,.. 

^Ai/î»-  9^81^94  59075  0799        Ect^+Ea^=  i,6i349  73584  9567 
sina^...  996843*94867  9809        ;?^.. -....=  0,60448  120294  3456 

p,,....  :9>78i58  35945  0608  E«t,^..*.=  1^0901  55290  5911 

JSilîeu  entre  les  deox  résultats  :  E«u«  • .  «=:  1,00901  53290  5gii. 

Calcul  de  Eff g  par  Péquation  oEa^  —  Ea,»  =  ^  sin*  «g  sin  a^. 

4f....  9,98923  98541  3oi6  E«,. ....  =  1,00901  53290  5915 

sin'^e-  9>85ï44  7883o  2596        p 0,68601  01020  8i5i 

«n  «,.  9.99^64  ^77%  ^.^4  .,6950a  ^43,.  4^ 

;o.....  9,j3S655  o5iii  0886  E2t^...»=  o^475j  ^jiSSyqtKi. 
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Càlad  de  Ect,  par  Téqtiatfon.  aEflts;—  Eflt|  =  c*  ain'^Oj  sin  «$• 

I?*.....  9r98g23  9Ô541  3oi6  £^6*««»  ==  o,8475i  27155  j^%% 

8În*tf3»  9,4729364827  1626  p ,         0,244286956253421   i» 

tma,..  9,92572  59415  1298  "7^17996718  2565  t 

p..»..  9j3879o  02783  5940  Eflts....  =?  0,5458998569  u8i  .€i. 

Cahttl dû  iM^y  1^  par  Uéquatîan  Er^  +  Ea,o  ==  E*  +  ^  m  aic  8m-«,o. 

«•...►  9^8933  98541  5oid       E'  — Ea,.  =  0^18627  67^68  aofiS 
sineig.  9,93572  39415  1298        p 0,79856  46352  602$  4 

sîn«...  9,98754  62777 ,44'o      ■  E«^  . . . .  =  «1,98484  iiâio,  8088  4. 
p...,.  9^023i  G0733  8734  .   • ..  . 

2®.  Par  réqnatioo  £4.+  Etfg==Etf„+c*^siafltg,sloaisin0^ 

c^sma^.  9,57592  84952  4006  Efl^fc+Efltf  ==  i,525o2  56768  8565 

sin  as*  9,96845  94867  9809  ;?....,..         0,54018  4^948  0271  2 

sm «...  9,98754  62777  44ro-  £^^ _  0,98484.  ^5820  8091  8. 

p. . .  t..-  9,53 r7i  4^97  8225  *  ' 

* 

Milieu  entre  les  deux  résultats  :  Ect^^.,.^  ss  0^98484  i3820  8090. 

Calcul  de  Ea^ ,  i*.  par  réqiiatioo  2Eet^ —  Ea„  =  c*  sin'  ets  siu^i^, 

€^ 9,98925  98541  5ol6        Ea,o...*=  0,98484  i5820  8090^ 

siu^fts.  9,77400  91645  0826        p o,565ii  26662  8256  5 

âna^..  9^98754  6^777  44^  1,54795  4048^  65*^  5 

p 9,75059  52961  8262        Eccs. . .  •  =  0,77597  7Ô241  8i65  5'^ 

* 

2^.  Par  Tëquation  Eota+EfltsssEtfg-f-  c**sintf3  sin  tf&sin  «t. 

c'stnfltg  9^^72570  80954  8829        Eflti — Ea3=  0,59277  76627  655o  4 
sin  «5..  9,88700  45821  54i5        p......         0,58119' 95614  1811  7 

8in«,. .  9,96845  ^67  980»        E«^_  ^  .   ^  0,77597  70241  8162"^. 

p 9,58ri5  21644  4^1 

RfiKeu  enire  les  éetïx  résultats  r  E^s  =  0,77397  7024^  8162  7 
Catculde  £^,4,  *•.  par  PéqucrtïOii.B«.4-B«ti4=E*+c*sîbei,ânfli,^. 

c'sinâ^»  9>57592  84952  4006        E' — Ea.  =a  0,64744  T2841  8256* 
Mû«.4-  9»999<>7  10955  4855        ;> a,57585  7^99  8497  S 

p 9)57499  95905  8861        Eet,4....  =  1,02527  8334i  6753  5^ 
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7i^,  Par  réquation  Ette+E«eg=Etf,^-f'^'sin  a^  sin  a^  sin  «,4. 

€^9inûL^  9)9149^  57956  45i4        Ectg-+-Ea6  =  1,78619  02142  4^54 
sin«i«.  9,96843  94867  9809        p =  0,76291   18800  7799  I 

si««,4-  9>99907  '0955  4855        f^t.^....  ==  1,02327  8334i  6754  9. 

P' 9.88247  43777  8978 

Milieu  entre  )es  deux  résultats  :  E^it^  =  1,02327  8534i  6754  2 
Calcul  de  Efl^,  i^.  par  réquation  2Eot,-'— Eet,4=  c*  sin*  a,  sin  «,4. 

<^.\...  9,98923  98541  3oi6  £«,4....  =  1,02327  83341  6754  2 

«in*  a,.   9,90275  93195  5564         P 0,77816  24478  7389  7 

sin  a,4.  9,99907  ^0953  4855  1,80144  07820  4143'^ 

p 9}8c|ï07  02690  3435  Ea,.  ...  =  0,90072  03910  2072  o* 

2*.  Par  réquation  Etf^  +  £^7  =^  ^^  -f*  ^  ^^^  ^  ^i^  ^7  ^i^  ^j* 

ir^sina.  9,29184  7954^  7732        Eott— E«  =  0,73791  563oi  0579  ^ 
ainot,..  9,95i37  96597  7782        p...  ...         0,16280  47^^  '48^  4 

sina,,.  9,96843  94867  9809        £^ 0,90072  03910  2071  6. 

p 9,21 166  71008  5323 

Milieu:  Ea, s: 0,90072  03910  2071  8. 

Calcul  de  Ea„  i*.  par  réquation  E«,-4-E*-f=E'+^*  sînct,  sin«,. 

^••t-  9,98925  98541  3oi6        E" =  1,05378  94625  9087 

sintt,..  9,95x37  96597  7782        Ect, 0,90072  03910  2071  8 

«°  «•••  9>97979  465ii  6o32  o,i33o6  90713  7015  2 

p 9,92041  416^0  ^3o        p o,83255  73612  2633  7 

Ed .  ...  :=>  0,96562  64325  9648  9*1 

2^.  Par  l'équation  Ea  -|-  Etf^  =  Etf^+^  sin  ^  sii^  ^s  sin  et,. 

«  since.  9,29184  7954^^  7732        £^+Ea  =  i,i5943  93672  4485 
sin  fit.   9,96843  94867  9809        p 0,17381  29346  4857  3 

sin  flty.   9,97979  43^ <<  6o32        £<R,....«  =  0,96562  64325  9647  7- 

p 9,24008  20923  3575 

Milieu  :  Ea,  =c  0,96562  64325  9648  3. 
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Calcul  de  Ea,^,  i°.par  Téquat.  EfltH-Ea„=E'4-^sin«5  8inût„. 

c» 9,98925  98541  5oi6        E' =  1,05378  946a5  9087 

sin  «5.  9,88700  45821  54i5         £«5 0,77597  70241  8162  7 

sin  a.. .  9,99255  18259  5488  "^25981   24582  0924  5 

P 9,8685962622  1917        p 0,75891  802746592  7 

Eâf,,.«..  =  0,99875  04656  7517. 

2**.  Par  réquaiion  Eâ(3+Bfars=Ectj,4-^*siDci3sina,sinâ(ii. 
c*sinct3  9,72570  80954  8829        Eâ(|+E<t4=  148457  75545  8715  6 

sinctg..  9,96845  94867  9809        p 0,48584  68689  1194  i 

sîna...  9,99255  18259  5488        E«......  =  0,99875  04656  7519  5. 

p 9>68649  94082  2126. 

Milieu  :  Ea„  =  0,99875  o4656  7518  2. 

Calcul  de  Ea,,,  i®.  par  l'ëquat.  Eet3+  Ea,s=E*-+-  c*sin  a^  sio  «,3. 
c^sinoes  9,72570  80954  8829         E'  — £«3  =  0,48788  96264  7905  4 
sin  a,3.  9,99776  51945  7967         /> 0,52902   14605  8867  2 

^■^^^^^^^^i^i^^B^iM  mm^^mm^m^imm^^-^-^^—mm  m^^^^^^mm^  ■„^,—^^—^  oa^^B^B^^BS  s-^^Bv^t^^v 

;? 9,72547  52900  6796        Ec(,3....  =  1,01691   10868  6772  6 

2®.  Par  l'équation  E«t5+E€e,=:Ea,3+c*8inee5sinettsin«tK3. 

c*sina5  9,87624  44562  84^9        Eag-f-Eag  =  1,71265  45228  5694  7 
sin  «g. .  9,96845  94867  9809        p 0,69574  54559  8921   7 

sin.t,3.  9>99776  ^^945  79^7  *     Ect,,....  =  1,01691  10868  6775. 
p 9^84244  91 Ï76  6205 

Milieu:  Eflt,3  =  1,01691    10868  67728. 

Calcul  de  Ea.s ,  i^  par  l'ëquat.  E« +Eflt,5=E*+  c*sin  «sin  «,5. 

c*sinût.  9,29184  79542  7752        E'c— Eflt  =  o,855o2  75958  2i54 
sin^t.s»  9,99977  70162  7274        p 0,19571  55868  562i  8 

p 9,29162  497^5  ^^^        Ea,5.,.,   =  1,02874  29806  5775  8. 

2®.  Par  rëquation  Eay+  Eât8=sEfl6,54-  c'sîn  a^  sin  tfgsin  «,5. 

c* 9,98925  98541  5oi6  E«i+Éay=  1,85959  78896  9605  8 

sincty..  9,95.157  96597  7782  p o,8io65  49090  5848  4 

sin  a,  .  9,96845  94867  9809  E^^^^  _  ^  _  1,02874  29806  5755  4. 
«in  «.5.  9>99977  7^^^^  7^74 

p 9,90885  60169  7881 

Milieu  :  £«,5  =:  1^02874  29806  5755  6« 
T.  II.  18 
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790.  li  ne  te^te  plus,  pour  cotAplëter  notre  Tableau,  qu^à  cakokr  les 
valeurs  de  ^,  qui  répondent  aux  logarithmes  ocninus  de  leurs  sinus  ou  de 
leurs  tàugente».  U  est  préférable  pour  cet  objet,  d'employer  les  log- tan- 
gentes, priacipalement  depuis  4^^  jusqu'à  go^',  on  se  servira  donc  des  for- 
mules suivantes,  qui  paraissent  les  plus  commodes  dans  la  pratique  : 

log tang 9  =  log tang a^r^    ^=^Mr, 
^^^az=spsin2a(i  -H/?cos2a  +  f/?*cos4^). 

Pour  cet  eSst,  en  prendra  dans  la  Trig.  £riL,  l'angle  a,  tel  que  /  tang  a 
apprache  le  plus  qu^il  est  possible,  en  plus  ou  en  moins ^  dé  /  tang  (p;  on  cal- 
culera avec  les  Tables  à  dix  décimales,  le  premier  terme  (i)  ^=  p  sm  2a j 
qu'en  aura  soin  de  multiplier  par  R^,  pour  exprimer  la  correction  (i)  en  par- 
ties décimales  de  degré ,  jusqu'au  douzième  ordre  au  moins  ;  de  là  on  déduira 
les  deux  autres  corrections  (2)  ^=3  (i)  •p  cos  2a^  (S)^^  (1)  •  |/'*cos4^,  et  du 
tout  on  formera  la  Valeur  de  ip  -^-*  a^en  observant  les  signes  que  doivent  avoir 
les  termes^  stiivatit  ceux  des  facteurs  /^ ,  cos  aa ,  cos  4^. 

C'est  ainsi  qu^ont  été  calculées  les  valeurs  de  <p  qu'on  voit  dans  la  Table; 
dles  sont  bornées  à  là  douzième  décimale  de  deg;vé ,  ce  qui  est  un  degré  de 
précision  correspondant  aux  quatorze  décimales  des  log-tangentes. 

Voici  un  des  calculs  de  ce  genre  que  nous  doutions  pour  exemple  : 

^  =  «4 /tang  (p  =  9,95907  770^5  7651 

angle  approché,  a  =  43%3o..  /tang  a  =  9,95900  79761  ^S'jS 


•^m^m 


/tang  A  =  / tang a-f-r. .. .  r  =:     6  97^4^  5o58 

r. ...  5,84338  38549  daasx  84.6ojH-(0=»43* ^0457  88928  o5i 
iM..  0,06118  66930  4l4<*=i69.2o|   (2)  H-       345906 

py,.   5,ga456  95480I  (^  ^1 , 2É. 

sin  aa  9;g98o6  82960  5  9  =  4^}3o457  89273  764 

R*...  T,758ia  36524  i 


ifc^ 


(l).  ..     7,66076047649        • 7,660760 

p....     5,90456    9548  p*»    ...      1,80915    9 

cos  lia.  8,97562  799  f  cos4^  9,8 161 4  7 


i^M**  ■■■■        u  ^..>- 


(à)...  5,55895  801  (5)....  9,a8594  6. 

791.  La  formule  dont  nous  venons, de  dosner  tne  application  suppose 
qu'on  peut  négliger  les  termes  de  l'ordre  p^^  ce  qui  aura  toujours 
lieu  lorsque  l'angle  f  fera  au-dessus  de  5^.  Dans  tout  autre  cas ,  la  quantité 
tang^  étant  très  petite,  on  fera  tang  ^s=;  <,  et  on  calculera  ^  par  la  suite  or- 


I 
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dioaire  ^s=<  — il*4"|^— yl'+elc,  dont  toys  les  tonnes  devront  étce 
multipliés  par  R^,  et  qui  sera  alors  fort  convergente.  On  ferait  la  même  chose 
pour  tang(90'' —  ?),  si  ^  était. très  près  de  96*.  * 

Par  exemple,  pour  calculer  l'angle  f  ^^  par  le  moyen  dç  son  log-tang. ,  spit 
A  le  complément  de  et^  et  tang  A  zszt  ;  on  auru 

log  t  =  8,5o587  09288  8o83, 

et  A  =  R**/(i  — i^*+i^  —  y^'+^O-  Voici  les  logaritjbmes  de  ces  cinq 
termes,  et  les  nombres  correspondans  exprimés  eu  degrés  et  décimales  de 
degré. 

(i)...  0,26399  556i2  900e        (1)  a    i^8565r  tir56  ^6& 
(a)...  6,79861  41645  5  {2)...     —      6a  «9471  656^ 

1,85588  ai684  6898 
(5)...  5,5885o  J2J2  (5)...     +  8877  ioa4 

35561     6933. 

(4)>>>  o,4Mi>  II  (4}'**    ^^'  3  8453 

35558  8470 
(5)...  7,35673  (5)....    +  a5 

A=    1,83588  35558  8495 
^  donc  A,s  =  88*16411  7444^   i5o7v 

79a.  Au  moyen  du  tableau  que  nous  venons  de  construire,  la  détermina- 
tion des  fonctions  E  et  F  pour  tpute  amplitude  proj)Osée  p ,  peut  être  ramenée 
immédiatement  aux  cas  où  Pamplitude  proposée  est  moindre  que  6*;  car  en 
choisissant  pour  a  le  terme  de  la  table  qui  approche  le  plus  de  ^  (  cel,ui  f^ 
moins  pour  lequel  la  différence  F^^^Fa^  est  la  plusrpetite  ),  on  aura  tou- 
jours F^  —  Fa  ou  Fy  <  jj  F*ç,  et  par  consécjuent  j-  <6*. 

lïous  avons  donné  dans  l'art.  778  les  formules  nét^essaires  pour  calculer 
les  valeurs  des  fonctions  Ef  et  Ff ,  lorsque  Pangle^  est  d'un  petit  nombre 
de  degrés.  Mais,  lorsque j^  approchera  de  îa  limite  6*,  ces  formules,  dans  les- 
quelles on  a  négligé  le^  termes  <i^  l^ordre  jr* ,  nepoufreu4l  guère  donner  que 
dif  décimales  eiiactes^  et  il  faudrait  1^  prolonger  jusqu'aux  termes  j^'^  ou 
méme^'^ ,  poiu*  avoir  un  degré  d'exactitude  égal  à  celui  de  notre  tableau. 
Pour  éviter  cet  inconvénient,  et  réduire  tous^  les  calculs  aux  formules  ordi« 
naires  d'interpolation ,  il  faudra  construire  une  seconde  Table  qui  contienne 
les  valeurs  des  fonctions  E  et  F  pour  4^  aH^plitudes  croissant  par  de  petits 
intervalles  depuis  o""  jusque  6". 

i8t. 


i4o  CONSTRUCTIOPf  DES  tXbLES  ELLIPTIQUES, 

Cette  table,  que  nous  appellerons  la  table  n^\a,  ponr  la  distinguer  de  la 
tabl^  n*  I ,  que  nous  avons  déjà  construite,  peut  se  calculer  de  demi-degrë  en 
demi-degré,  par  les  formules  de  l'article  cité ^  sauf  à  leur  donner  plus  d'éten- 
due, lorsque  l'angle j^  devient  plus  grand;  mais  nous  préférons  de  la  calculer 
id-parla  méthode  du  chapitre  YI ,  qui  peut  également  servir  à  calculer  la 
table  principale  n*  i. 

11  suflira  pour  notre  objet  de  calculer  les  valeurs  de  Ç  et  de  £<p  qui 
répondent  aux  di£férentes  valeurs  n=i,  2,  S,....  12,  dans  l'équation 

F^  =:  —  •  T"  î  ^^  ^^  cette  manière  les  valeurs  de  ^  croîtront  par  des  in- 
tervalles moindres  qu'un  demi-degré,  et  l'interpolation  pourra  être  faite 
avec  toute  l'exactitude  qu'on  peut  désirer ,  pour  toute  valeur  de  n  moindre 
que  12. 

795.  Cherchons  d'abord  l'amplitude  6  qui  satisfait  à  l'équation  Fé  = 

Y7 .  —  £=<,  OÙ  Ton  a  log  ^=57,9:28:16  oi863  49^3*  ^  moyen   le  plus 

simple  est  de  résoudre  Téquation  suivante  dans  laquelle  on  a  négligé  les 
quantités  de  l'ordre  €^  qui  n'entrent  pas  dans  les  quatorze  premières 
décimales. 

on  en  tire 

o  '    3o        '    120      ' 

ensuite  on  aura  E€  par  l'équation 

Eff  +  Fê  =  affH-  -g»;      • 

substituant  la  valeur  connue  de  /,  il  en  résulte 

C  =  0,00847  7^5a5  60254 
YC  =  0,00847  73514  II  85a 
E€  =  0,00847  71535  10760, 

on  aura  en  même  temps  la  formule 


d'où  l'on  déduit  la  valeur  de  S  en  parties  décimales  de  degré ,  comme  il  suit  : 

6 7,92835  5i  1 19  09746 

R"....   1,75812  263a4  09173 

9,68657  77443  18918 

e...  :=0%SS'Jl    07821    09868. 
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Maintenant,  pour  construire  la  table  dont  il  s'agit,  il  faut  reprendre  les 
formules  de  Part.  ySi  ci-dessus. 

794.  Soient  ^'j  ^,  ^',  trois  termes  consécutif  de  la  suite  f  «  ,.^«9  ^3, etc., 
qui  répond  aux  valeurs  succesûves  12  =  i,  2^  3,   etc.  3  on  déterminera  k 

^    par  l'équation     r^,  =  |  c  sin  ^  =  {py  qui  donne 


logA  =  log?-*  +  m(i.;,»H.i^.^+ii|j|  .Ç-j.  etc.); 

* 

si  ensuite  on  fait  <r*^^=s  — 2â>,  on  aura  pt>ur  déterminer  co  l'équation^ 

sin  a>  =  A:  sin  (2^  +  û^)  9  )    :     - 


ou  la  série 


û)  =  A:  sin  2^  -;-  -j  A*  sin  4^  +  s  ^  sin  6ç  —  etc. 


Enfin,  pour  déterminer  E^',  on  observera  qu'à  l'équation  F^+F^=F?V 
ccHrrespond  l'équation  E€  -|-  E^=E^'-+-c*^sin  €  sin  <p  sin  <p',  d'où  résulte 

E(p'  =E  €  +  E<p  —  £?•  sin  €  sin  ^  sin  ^'; 

quant  aui  coflicieus  ({ui   entrent  dans  ces  équations,  voici  leurs  loga- 
rithmes : 

k 5)243^  49064  25g6 

AR^....  7,00181  75388  35i5 

i/:*R-..  ^,94448  24496 

^/^K\.  7,01208  6 

sinf;*,   7,92824  99102  2144. 
G*^n€*  7j9I74^  97645  5i6o. 

795 .  D'après  ces  forinules ,  nous  allons  procéder  aux  calculs  nécessaires 
pour  former  la  table  n^  2. 

Calcul  de  Q^  et  Ef  a. 

II  faut,  dttns  les  formules,  &ire  ^"^  =0,  9=  ^,  et  on  aura  ^=  f».  On 
observera  d'ailleurs  que  lès  tables  à  dix  décimidea  suffisent  pour  calculer  le 
premier  terme  de  la  valeur  de  a»;  mais  à  cause  dç  la  petitesse. de  l'angle  2^, 
il  conviendra  de  calculer  son  log- sinus  par  la  formule  du  n*  763 ,  et  on^ 
aura  la  valeur  f  «  par  le  calcul  suivait  : 


j4%  CONSTRUCllON  PES  TAPLES  ELLIPTIQUES, 

ainsi^f  8,99936  4^006  7        (i).««.  =:     0^00001  70247  92974 
AR*....  7,00181  75588  5        (2)....  ~  398542 

(0 5,2Sio8  18395  (3)....  ^ ^5 

01.  •  •••   ss      0,00001    70244  94657 

sin4^..  8,55o25  19        cT*^*,..  =— o,oooo5  4^4^  ^9^/4 
f  A:*R^.  1,94448  24       «T^p*....  =  0,48571  07821  09868 

(2) 0^71  45       <Ap.....  f=  «>48567  67531  20594 

(p =  0,48571  0782Ï  09868 

■■■I L   I       '    H     '       I 

sin  69..  8,70622  ^,  =  ^'  =     0,971 58  75i52  50462. 

JA:^R*..  7,01209 

(5) 5,7i85i. 

Pour  avpir  E^at  ^^  ^^^  calculer  le  terme  c*  sio  C  siu  ^  sio  ^',  ou  c*  siu*  f 
sîn  ^'^^  maÎ3',  4^^^  ^^  "^^^  4^  faciliter  le  calcul  de  ^3,  on  elierchera  a  la  fins 
les  logarilhnies  de  sin  ^'  et  ces  9',  par  les  formules  de  Part.  765 ,  ce  qifî 
donnera  les  résultais  suiv^nvi  : 

^•»^n-^.-  BâSySy  25174  o    (p>  Ç,45855  97700 
R** 1,75812  a6524  I       9,55675  45i56 

<P' 8,22926  98849  9        (ï)  5,795ii9  4o8fi6 

(i)...  =  0,00006  24157  545  f'*  2,91707  95     ^'*  9,57562 
(2)...  29  9^t     8,SS86o  5i        7,98457 

('^•-  .    .     ^  (2)  i,47568>6     (5)  7,56019 

cosf'.  —  0,00006  24.187  240 

i(i)  =  0,00002  o8o52  448  c*sm*ff 5,84575  96746 

i^(3>)-         ^995  8io(p' 8>sïa9a4  9^»5 

2  08054  441     z 4,07498  87541 

9' 8,22926  98849  9 

sia^'...  8,22924  90795  46    2E^ =  0,01695  43066  2i52 

cosF^'..,       —é  241-87  s5        Z.......  I «884  7145 

'••*•••  ?!;^^  ^9956  64       Ef.=E?'  :^  o,p  1695  3 . . 8 .  5op7 . 
sin  2^'.,  $;5?pa'i  66564  85  " 

•    Calcul  de  €s  #t  E^,. 

11  fout ,  dans  les  formules  ,  faire  ^*  =  ff ,  ^  =  ^, ,  et  on  aura  ^'  =  Cy 
Dans  ce  cas,  sia2^  devient  ce  qu'était  sin  2^'  dans  le  cas  précédent. 
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sin  2^ . . .  8,53oa  i  66564  ^^ 
*R* 7tOOi8i  75388  55 

(i) 5,532o3  4'9^3  ^° 

4ip...:^   5» 55' y" 98 
siu  4<P  •  •  •  8)85o99  70 
1,94448  a4 

(2) 0,77547  q\ 

6^...  m  5'49'4a" 

»D  6^ . . .  9,00667 

7,otao8 

(5) 6,01875 


(a).. 
(5).. 


<r<p.. 

an  ^ 


—        5  9ô5ao 

4- 


10 


'  V 


O^OMOS 

'0)OOoo6 

0^8^67 


40439  o3o6o 
8o858  o6iao 
67351  20594 


o,4856o 
0,97 1 58 


86473 
751 5a 


14474 
3o46a 


•  •  « 


sin^....  8,4o523  8g68i  5i 
cosf\..  -^  14  04341  06 
a. ...  «  «  •  o,5oi02  99956  64 


sio  f  \  •  •  • 

%     •   •    m    • 

£^  •  •  •  :=s 

C>o  •  •  • 

z  •  •  •  • 


1,45699  616^5  449^6 

7^9^ 748  97645  5 

8,22924  90795  5 
8,4o528  89681  5 


4,55202 

0,01695 

847 


781 20 
S1181 

7i533 
35647 


5 

5oo7 
1076 
3961 


sin  2^\.  8^70617  85297  09    Êfj=E^=t:     ^0^54^  67067  2i^%* 

Calcul  de  6^  et  Ef  4. 

II  fendra  fatre  ^^ssC^^  ^  =3  ^^ ,  et  on  aura  ^  mm  ^^  Voici  le  calcul 
d'après  ces  données ,  en  suivant  la  même  marobe  que  dàni  te  (:as  pré- 
cédent : 


sin2^...  8,70617  85297  09 
*R* 7,00181  75388  35 

(i) ••  5,70799  6o685  44 

4^...  =  5'49'4o"74 
sio  4^ .  •  •  9;Oo664  65 

1,94448  a4 

(3) o,95na  89 

6^...  »  8°44'3i"ia 

StD  6^...    9^18180 

7,0 1  ao8 
(3). 6,19588 


(1)...  = 


o,oooo5  io5oo  37866  o 
—  8  95570  7 

+  t5  6 

o,oooo5  10491  44^1 I 
0,00010  ao98a  8863a 
0^8560  86475  14474 


(a)... 
C3)... 

Or  •  •  •  •      •^"" 

V(p . .  •  o,4855o  65490  25852 

.  ^  •  • . .  14^399  61625  44936 

.    Il  II       11 

C^zs^^'  =      1)943^0  271 15  76788. 


>  1 1 
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sin^"...  8,55oi5  58oo4  64  c'sinC         7,91748  97643  Bu 


cos^^.*  —     24974^7  8i.          sin^. 


8,52990  61596  85 
o.3oi02  99959  64 

sin  2<p'..  8,85095  61 555  47 


sin  ^' 


8,40528  89681  5i 
8,53oi5  58oo4  64 

4,85295  45329  67 


E^....  =  0,0254^  67067  2122 
E€»...  847  71533  1076 

0,05390  586oo  5198 
j*. .  • . .  71274  558o3 


E64  =  E<p'  =  0,03589  67325  76177. 

a 

Calcul  de  Cs  et  E€s. 

m 

Il  faut  faire  dans  les  formules  ^^  =  f  3 ,    ^  =  é^ ,   ^'  =  f  5 ,  ce  qui 
donnera  les  résultats  suivans  : 


<3ina^...  8,85095  61 555  47 
kR\ ....   7,00181  75588  5,5 

<!)•..•.  5,85275  56941  82 
4(p...  =  7«  46' 12"  059 
sin4^«-«  9,15096  70 
1,94448  24 


mmtmmm» 


(a).,.,...   1,07544  94 
6<p...  =  ii'Sg'iS" 

sin  6^ . . .  9,3o539 
7,01208 

(5) 6,5!  747 


(i).. 
(2).. 
(5).. 

Ce  •  •  • 

«Ap».. 
ç . . , . 


0*00006  8o383 


II 


+ 


57650 

89755 


21 


0,00006 
0,0001 5 
o,4855o 


80571 

6074a 
65490 


47958 
95876 
2585a 


0,48537 
1 ,94a5o 


04747 
371 15 


29976 
70788 


C5==<p'=   2,43787  5i865  00764 


sio  <p' . . .  8,63697  55896  5o 
cos^'...  —  39  00257  56 

8,62658  55658  74 
o,5oio2  99956  64 

sin  2(p' . .  8,92761  556 1 5  58 


c*sinC 
sin  Ç . . 
sin  ^  . 


7.91748  97645  52 
8,55oi5  58oo4  64 
8,62697  53896  5o 

5,07461  89544  46 

s   o,o5589  67525  76177 
847  71555  10760 

0,04257  58858  86957 
y  . .. .  I  18745  99o5o 

E^,  =  E^'=   0,04236  201 12  87887. 


•  •  •  • 
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Calcul  de  €$  et  ES$. 

11  faut  faire  ^^  zssC^^  ^  =s  ^5 ,.  ^'  =  C^' 

sina^...  8,93761   536i5  38  (i). . 

A:R* 7,00181  75388  35  (2). . 

(i).;....   5,92943  09003  73  (')•• 

4^....=  9^4!i'4i"374  .  »...= 

sin  4?*  •  *  9>^^7o8  19  cT'^®.  =  - 

1,94448  24  ^r-  • 

(a)......    i,i7i56  43  cf(p.. 

6<p....=  14*34' 2"  (p... 

sin  6^ . . .  9,4oo56  5  /» ^/ 

7,01208  6 

(3) ....  * .  6,4ï  265  I  c*sin  ff 

sin  ^  • 
sin^'..*.   8,70604   17 102  24  sin^'. 

cos^'....  —     56  i5638  97  y 

8,70548  01463  37 

0,30I02  99956  64      E^...=: 

——————     fâ 

sitï2Ç>...   9,oo65i  01419  91     tto.. 

V.»  9     •    • 

Calcul  de  €,  et  ES,. 
Il  faut  faire  ^*  =  €s,  ^=sC,,  ^'  =  €,. 

sina^...  9,oo65i  0141991         (i)*** 
kK" 7,00181  75588  55        (a). . . 

(i) 6,oo852  76808  26  (')••• 

4(p...  =  ii«59'8"26  a = 

sin4?*>*  9,5052909  J'*p^..s=s- 

1,94448  24  /(p* . . 

(2).....  1,24977  "  /(p... 

6<p...  =  i7«28'42"4  ^. ... 

Mn6f...  9,47765  6  ^,  =:^'ss 

7,01208  6 

(5) 6,48972  2 

T.  II. 


45 


0^00008 


+ 


5oo23 

.4 


45709 

84446 

26 


0,00008 
0,000 1 7 
0,48557 


5ooo8 
00017 

04747 


59289 
18578 
29976 


o,4852o 

2,42787 


04750 
5i865 


11398 
00764 


C^=sç'^    2,91 507  56595  12162 

7.91748  97645  52 
8,62697  55896  5o 
8,70604  17102  24 

5,25o5o  43642  06  . 

o,o42S6  20112  87J887 
847  71555  10760 

• 

o,o5o83  91645  98647 

I  78034  78498 

o,o5o82  i^ii  20149- 


o**oooio 


+ 


19560  21849 

17  77551 

5i 


0,00010 
0,00020 

0,4^520 


o>48499 
3,91 507 


19542 
58684 
04730 
6634? 
56595 


44529 
89058 
11598 


22540 
12162 


5,59807  oa658  54502 


'9 
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sin^. .  8,77^85  5og5g  69  €?*sîû€..  7)9^748  97643  5ir 

€os^'. .  —  76  4^378  12  sm^.*.«.  8,70604  1710a  24 

d,77M9  o858ï  57  3i«i(p'..--  ^77^85  SogSg  gg 

o,5oia2  99956  64  ^ ......  »  5,59658  ôSyoS  45 

sma^^  9,0751a  o8558  m 

E^ =  o,oâio83  rS6tr  30149^ 

E^, 847  71555  10760 

0,05929  85 144  50909 
j^ «  •  a  49^*^7  56652 

ES,  =E^'  s=  0,05937  36o56  94267 . 
Calcul  de  €,.et  E^f 

ir  faut  faire  ^«^s»^.»  p:=^„  ♦'=€• 

sia  a(p.  9,0751a  o8558  ai    (i) =  o»oooii  88555  645o4' 

*R».. .  7»00 181  75588  55    (a) —       ao  68097 

(i). ...  6,07495  859^6  56  (^) tt !? 

4^. .  =  i5*55'5a''a i a  « =  0,0001 1  885i a  96a45 

8m4:p«  9*57108  85  Z*^' ac— o^oooaS  76635  93466 

r,94448  a4  .  /ipo . .  . .    0,48499  66045  a354a 

(a) i,5ï5&7  09        Sp 0,48475  89^19  39854 

6(p.  .=  io*a5'  18*5        ^ 3,59807  03658  54503 

8in6^.  9,54305  6         ^> _  5,88383  93057  64556 

7,01 308  6 

(5)....  6^414  »  c*»iii5...  7,91748  97645  5a 

Mup. ,. .  8,77385  50959  69 

»ia(fl..  8,85o69  5i864  41         sio^'....  8,85069  5t864  41    . 

cos^..  —     99  8o»7B  85       _^ 5,5itoS  80467  63' 

8»8»969  5i66&  56 

OySo^oa  999S6  64        Eip, =ss  0,05937  S6o56  94^57 

«n*p'.  9,ï5ô73  51643  30        ^^ 847  7i533  10760 

0,06775  07570  o5oi7 

jr 5   51925  55474 

Eei=E^'  =    0,06771  75646  51545. 
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Calcul  Ja  €,  et  EC,. 

On  fera  dans  les  Tor mules  ^"sis  C7  j  ^=:C  ^ss^,. 

sina^..  9,1307a  5 164a  ao    (1) =a    o°Qooi3  5688S  94a635 

^R' . . .  7,00181  755g8  55    (a) —  "     a3  5633 10 

(i). . . .  6,i3a54  3703©  55   (^) + jfi6 

4^.  .SB  i5'3i'5a"74        » =  o,oooi3  5686o  87973 

sin  4^  .  9,43775  59  J*^» . , .  .=!— 0,00037  13730  75946 

1,94448  a4        J^^» 848475  ^19  39854 

(a) 1,57333  65        <Ap , =  0,48448  75698  55908 

6p .  .=  a3»i7'49"i  I  5,88a83  93057  64556 

8in6p..  9,59714  5         ^' ,.  =s  4,36751  67756  18364 

7,01308  6 

(3).  ...  6,60933  9  ««sin^. ..    7,91748  97645  5a 

sin  ^ 8,35069  51864  41 

Mo^..  8,88167  1450400  sin^'....    8,88167  1450400 

cosy-..-  1363873398   ^. 5:6^4^177^ 

3,88040  8558 I  03 

o,5oio3  99956  64   E^ =  0,0677 1  75646  5i545 

sio  a^.  9,18145  35557  66   ^^ 847  71555  io;6o 

*  ■    I  m         II 

0,07619  47*79  635o5 
j". »»■,*..  4  364S6  5io8o 

EffjSsEf'.    =s  0,07615  30745' 1 1333. 

Calcul  de  €„  et  E6,o. 
Il  faudra  faire  (p*>=^,,  ^=5^,,  ç'=€,^ 

sin3?..  9,18145  35557  66        (1) =s    o«oooi5  34951  71465 

A:R»....  7,00 i3i  75588  55        (a) —  3641707 

(1)....  6,i85a5  60936  01        (5) +_ 45 

4^...s5si7»38'9"36a                   »....,,. sss    0,000153493539801 
««»<?••  9A7740  a5  <r»^» =s-^^ooo5o  49860  5960a 

1,94448  a4      <tr 0,43443  75698  55908 

(3) i4ai88  47        /^ 0,43418  a5847  943o6 

6(p..=»  36*ia'i4*  4,56751  67756  18364 

si'n 6^. .  9,64499  6        ^' =:  4,35i49  95604  13670 

7,oi3o3  6 
(5)..,.  6,65708  a 

19.. 


« 


I 


I 
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sin^/..  8,93735  4^549  55  c^sinC...  7,91748  97643  5a 

cos<p'..  —   i55  87650  45  sin  f .  ...  8,88167  i45o4  00 

8,92567  54899  10  siû<P'..-  8,92735  42549  55 

o,5oi02  99956  64  y 5,72639  54497  ^7 

sin  2^'.  9,22670  54855  74 

E^. =   0,07645  20745  11223 

EC 847  71555  10760 

0,0846a  92276  aigSS 

J" 5  53593  9944& 

Ef,.=E^'=    0,08457  59685  32554. 

Calcul  de  d  et  E€„. 

sin 3^..  9,32670  54855  74    (1)  .....=:  0*00016  93477  96990 
AR»...  7,00181  75588  55   (2) —       39  25885 

(O-...  6,33853  5oa44  oj   (5) + ^ 

49>.=  i9*34'3i"59i       tù ss  0,0001693448  75i55 

sin  49*  9,52147  79        S*^"  ..».—■  o,ooo55  84897  465 10 

1,94448  34        /(?• 0,484 1 8  35847  94506 

(2) . . . .  1 ,46596  o5        cT^ o,48584  4^>95o  47996 

6<p..=  29*6'52"4         (p 4,85i49  95604  12570 

sin6<p. .  9,68705  8         ^f _  5,55554  54554  6o566 

7,01208  6 

(5).  ...  6,69914  4         c^sin  C  7)9*748  97643  52 

.  sm^. ...  8,92725  4^549  55 

sin^'.,  8,96841  19250:40   *  sin  ^\  •  •  8,96841  19^50  4^ 

^^^^'-  -  'Q^  56559  56   ^ 5,8i5i5  59443  47 

8,96652  62690  84 

o,5oio2  99956  64    E^ =  0,08457  59685  22554 

sin  2(p'.  9,26755  62647  48    ^ 847  7 '555  10760 

o,o93o5  5i2i6  53294 

y 6  5o555  22802 

Il   ■ 

Eé.,sE^'=:  0,09398  8o885  1049a. 


( 
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"Calcul  de  €,,  'et  E^..- 


r  =  s,    <P=G,„    <p'  =  ^„. 


sin  v^.  9,26755.62647  43 
ÀrR*.  ..  7,00181  75588  55 

(1) 6,26957  58o55  85 

4Ç..=  21*20'28"946 

siu^ç..   9,56ioi  06 
1,94448  24 

(3).. ..  i,5o549  5o 
6<p.  .=  52»o'45"4 
81069..  9)7^4^^  9 
7,01208  6 

(5) 6^644^ 


(0. 
(5). 


•  •  t  •  • 


o*oooi8  594^4  "8279 
—  52  025^9 
54 


(» 

cT^tp* =. 

<rr 

^9 = 

? 


0,00018  59572  i58o4 
0,00057  18744  5 1608 
0^8584  409^0  47996 

0,48547  22206  i6588 
5,55554  54554  6o566 

5,81881  56760  76954 


7^91748.97645  52 

8,96841  19250  40 
9,00596  51642  04. 


c*  sm  €• 

sin  ^  •  •  • 
£^.  «=  0,09298  8o885  10493  sin  ^'. . . 
E^----    847  7^555  10760  ^ 5,89186  68555  96 

0,10146  52416  21252                             ... 
7*.  ....  .        7  79591  06614  

E(p'....  o,ioi58  72825  i4658  =  Eê,.. 

796.  Pour  vérifier  tous  ces  calculs,  nous  allons  chercher  directement 
la  valeur  de  (p  qui  satisfait  à  l'équation  F^  =:  ^  Pc ,  ce  qui  se  fera  en 
déduisant  tp  par  bîsection  de  la  valeur   de  ei  qui  aatbfait -k  Téquation 

Fa=^F*c.  Il  faut  donc  déterminer  f  d'après  l'équation  sin  ^==    .;,  j^>    y 
où  l'on  connaît  les  logarithmes  suivans  : 

sin  a 9,50260  81001  47^6 

cos  â». . .  •  •     9>99io6  96126  2555 
Aa 9^991^9  ^5965  5o59. 


o  . 


On  en  déduira  la  valeur  de  /  sin  ^  et  ensuite  celle  de  ^ ,  par  les  calcula 
suivans  r 
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suiot.  v^x*.  9,i5209  5ioa5  xSij          i+û..  0,29669  81 169  01 14 
|/(iH-cosct)  0^14829  58779  9495  2 o,3oiO!2  99966  6398 

sin  ;«....'.  9,00379  93343  2034  9,99566  8i303  5716 

9,99785  40601   t858     v/(;+iA).  9.997.85  40601   i858 

sinp 9,00696  51642  0166      a=z  5*  82  /sin  Asr/siua — 'r 

«in  fl  • 9,oo6o5  33446  4^^     s<i=si  1-64  nss-*-^ 

r=:  «  8080*  4716  ^ 

^=  a  — ^/i  sin  :aa  f  I  — p  +p*  .  —^-^3 )• 

r.  • 5,94487  90^7^  7  ^  •"(0  ==  5*8i88i  55547  2730 

iM 0,06 n 8  56930  4  [2)      +  laiS  58o4 

i:co$*a..f  0^00448  S83i3  9  (3)      —  846 

p 6,oio55  35420  o  <p  =  5,81881  56760  7678 

sin  2a 9,3o483  88246  7 

R* ••    ii758rd  063^4  i  On  voit  que   cette  valeur  de  ^ 

(i) 7,07551  49989  8  ^'accorde  très  bien  avec  la  valeur 

p 6,oio55  55420  trouvée ïK)arff..,p«i«|ueIadifférençe 

— — est  à  peine  de  deux  unités  décima- 

^^^ î'^     r^     r  ^^*  ^^  treizième  ordre ,  ou  du  qua- 

P 6,oio65  354  torzième  diiffrc  significatif. 

^(2+4sin*a)  9,83274  96  ^ 

(5). 8,92737  17 

La  valeur  de  E^  se  dédiiîn  en  niéme  tems  de  celle  de  Eae ,  par  Téqualion 
aE^«^E4(a=4)*siD^>^8in4i,  dont  voici  le  calcul  : 

c^siaa. ..  9,99184  79642  7755  Ea  =  0,20076  18686  6955 

sin*^....  8,01193  03284  o33a  jr  aoi  26964  6971 

j 7>5o577  82826  8067  0^0277  4565o  2924 

E^  s=  o,^oi38  72826  1462^ 

valeur  qui  s'accorde  encore  ttmA  bitta  «reo  celle  que  nous  avons  trouvée 
pour  Eè^. 

Suivant  les  deux  tableaux  qui  résultent  des  calculs  précédens  • 


cHAprrRE 


i5i 


TABLE  R^  I. 


il» 

«3 


r 


'9 
•il 

1% 

«î6 


22.71143  o3 
33.o3o8i  641 


is 


£^. 


0.200*70 


nsëgresi 


?; 


2? 


ri^onoD^  noooQ  o 

oa.o.  386^4  81 
440.54589  98^59  1182 
42.30457  89273  760.67481  98598  t83S 
50.43582  07019  71  0.77397  70241  8i63 

57.^3686  3oq82  qi  o.8475i  2715&  7022 


63*39»36  5845i  870.90072  03910  2072 
68.i2o3t  25276960.93867  2iÎQ8fr7532 
72.65272  TSPsa  i7{o»96562  04325  9648 

000 

^49  ^^^-99^7^  040DO  7S18 
.^740-  6072S  43  1 .00001  532QO  5913 


245  20800  68  1.01691  10808  67 
.25392  718^9  91  1.02327  83341  6 

88.16411  7444^  151.02874  2980^  575 

90.00060  00000  00 


9-3 
19.58(68  86411- 
9-23646  82413  5813 

9.02806  12794  250Q 
9.88700  45821  5413 

5 


7549. 


***3T* 


log.  sih  ^. 
0260  81001-  471^ 


9.92522 
I.95i32 
1.96843  94867 


1208 


log.  tang^. 

9.3ii53  8487^!  iàte 
9.62174  05875  i5oQ9. 
9.8i3o2  86198  78469. 
9.95907  77oa3  763i|9.&j3 
0,08290  43935  5444 


o  ..19475  71334  2740 


7  77620,30020  4583o  3945 
p-.4o283  37798  2i5o 
o  .50546  20756  «355 
0.61091  042S2  i56o 

o.'722'76  20600  8o56 


9.99235  10259  ^-f A       L         K 

9.99564  ^739  S224]o.o4658  gp562 
999776  51945  7 
,  999<*7  i«953  4    , 
9-99977  7o>o2  7274 


1  .  03378  9462!  9087I0 .  OOOQO  OOOÔO  0000 


0.90263  89387   ,  , 
1.10392  69711  2791 


log.  àf. 


129  2DQ|CK)  So 

^^1  6q582  46î^* 

2007  ^2269  0000 

9604 

9.»!  1 74  81626  6481 

9.24362  o53o3  4^4^ 
.67138  04255  7805 
§«69716' 62206  7850 
9-52aQ^  20157  7 

Q.  38228^42*786.021 


-  î 
9.3200Q  16382  ^ 

9.2680D  80144  5700 

9*^^^45  54831  1074 

.494Î2  9^711  191719.20303  96450  0641 

~  '  û  19*19433  24413  5700 


Infini 


TABLE  ]N«  II. 


». 


a 

K 

a 
3 


4 
5 

6 


l 


0*00000 

o. 485^1 
0.Q71S8 
1.45699 


00000 
07821 
5162 
1625 


2 


1.94250 
2.42^87 
2.91307 


3.39807 
3.88282 
4.36731 


27115 

3i863 


36593 


0000 
3o46 

44d4 


7079 
0076 

1216 


10 
II 
12 


n. 


o 
I 

2 
3 


4.85i49 
5.33534 
5.81881 


Dîff.  I. 


^521  07821  0987 
►567  6t33i  2o5 


l56o  86473  144 
l855o  654^  2585 


[8537  04747  2993 
l852o  04730  1146 
^8499  60045  2234 


[8475 

8448  75698  5iqo 

f84ï8  25847  94^1 

48384  40950  4800 
48347  2aae6  i638 


1  ir   I  ■ 


H" 

6  8o85: 
10  20982 
i3  6074a 

17  00017 
20  38684 
23  76625 

27  i3n2o 
3o  49650 
33  «4897 

37  18744 


mmmiÊm 


E^. 


0.00000 

0.00847 
O.O169D 

O . 02542 


OOOOO 

i533 
1181 
67067 


i 


0000 
1076 
S007 
2122 


i 


o.o33l 
o.o42i 
0.0^082 


67325 
20112 
i36ii 


61F 


25 


201 


10 
II 


0.05927 
0.06771 
0.07615 

0.08452 
.09296 


36^35" 

75546 

20743 


9426 
5i54 
1122 


80883 
la  I  0.101S8  7^25 


2253 

•M 


Diff.  I. 


846  52787  1171 
845  9349Ô  3226 

849  12425  74 II 


844  3q6o() 

843  4è;oQ6 
842  38940 


841  21199 
839  91942 


ii3i 

8796 

04 15 


mÊmt 


II 


11684  7 «45 
23562 
35Ô27  i6i< 

47471432? 


^ig8lg45 
71072  58i5 
61^816  i683 


94s  12  9760 
I  061 56  4Ô3 
I  17740  233 


1  29257  838 1 


844  2?^ 
817  3620 


783  7870 
743  5868 
6968077 


3  K72 

..3  249» 
517  0046 


40  2002 

46  279» 
53  3ooo 


59  7579 
66  1452 


6  5789 
6  5209 

6  457» 


6  3873 
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La  table  u^  3,  construite  au  moyen  des  résultats  précédens,  contient  les 

-  valeurs  des  quantités  ^  et  Ecp ,  avec  leurs  différences  successives  jusqu'à  la 

sixième,  correspondantes  aux  diverses  valeurs  n:=o,  1,2,  •...    12,  pour 

lesquelles  on  a  F^=  —  .  -j-.  C'est  par  l'interpolation  de  cette  table  qu'on 

pourra  trouver  la  valeur  de  ^  et  èelle  de  E^,  correspondantes  à  totite  valeur 
de  n  moindre  que   12,   c'est-à-dire  à  toute  valeur  de  F^  moindre  que 

Il  semble  d'abord  que  la  série  des  quantités  ^  et  E^  devrait  être  continuée 
pour  les  valeurs  /i=si3,  i4-*«  179  afin  qu'on  p&t  en  déduire  la  suite  com-* 
pléte  des  différences,  jusqu'à  n=  1 1 ,  et  qu'ainsi  l'interpolation  entre  deux 
termes  consécutifs  quelconques  de  la  table,  ne  dépendit  que  de  la  formule 

ordinairej^=sA-f'^(^A+    ~  (cT'A+etc.  Mais  en  y  réfléchissant  un 

peu ,  on  voit  que  ce  nouveau  travail  est  inutile ,  et  qu'on  peut  y  suppléer  ai- 
sément par  une  considération  générale  qui  s'applique  à  tous  les  cas  sem- 
blables. 

797.  L'usage  que  nous  avons  constamment  suivi  dans  la  tablé  n*  2,  ainsi 
que  dans  toutes  les  autres  que  cet  ouvrage  contient,  est  de  placer  sur  une 
même  ligne  horizontale  la  fonction  A  et  ses  différences  successives  J^A,  cT^A, 
J^?A,  etc.,  qui  naissent  de  l'accroissement  constant  de  la  variable  a,  conte-' 
nue  dans  la  première  colonne  (ici  la  variable  a  devient  iz  et  sa  différence 
constante  est  i).  Dans  cette  hypothèse,  la  fonction  qui  répond  à  la  variable 
^^x,  comprise  entre  a  et  a-f-i,  est  donnée  par  la  formule  ordinaire 
/  s=s  A -4- X  (cT  A  •+•  etc. 

Mais  si,  au  lieu  de  considérer  les  variables  dans  l'ordre  croissant  a,  a-j- 1, 
a-f-2,  etc.,  on  les  considère  dans  l'ordre  décroissant  âi-f-i^  a,  a —  i, 
a  — ^  a,  etc. ,  et  qu'on  désigne  toujours  par  A',  A,  A%  A*®,  etc.,  les  fonctions 
correspondantes,  l'expression  de  la  fonction  j*  correspondante  à  la  variable 
a-f-  X,  sera  donnée  semblablement  par  la  formule 

^  =  A'+(i  — ar)  (A  —  A0  + ^^■^'^^■=^.  (A<»— aA  + A') 

qui  se  réduit  à 

j  =  A'+  (x  ^  0  M  +  ^^^=^  cT^A^H-  '"'^^l^i'^—  J'^A- 
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nouvelle  formule  dans  laquelle  les  difierences  cTA,  J^A^^  /^A^,  etc.,  sont  les 
mêmes  et  de  même  signe  <{tie  celles  qui  sont  ainsi  désignées  dans  îa  table; 
mais  on  voit  qu'elles  ne  sont  plus  disposées  sur  la  même  ligne  horizontale^ 
et  qu'il  &ut  monter  d'une  ligne  pour  passer  d'une  différence  à  la  différence 
suivante* 

C'est  donc  avec  le  secours  de  cette  nouvelle  formule  qu'où  suppléera  très 
aisément  aux  différences  qui  manquent  dans  les  lignes  horizontales  de  la  Ta- 
ble n*  2 y  passé  n  =  6.  Depuis  nz^o  jusqu'à  n =6,  on  se  servira  pour  l'inter- 
polation de  la  formule  ordinairej^=:A-|-dpJ^A+  * *'^  /•A + etc.; mais 
depuis  n  =  6  jusqu'à  nsia,  il  faudra  se  servir  de  la  formule ^= A' + 
(x—  ,)  JA  +^L=li^  er*A^+  """  '  '  ^ti-^^^  J'^A^'+etc. ,  où  toutes  les 

différences  sont  données  par  la  table,  en  montant  graduellement  d'une  ligne 
pour  passer  d'une  différence  à  la  suivante. 

Dans  les  tables  où  toutes  les  lignes  horizontales  des  difierences  sont  com- 
plètes, il  sera  indi(Bérent  de  se  servir  de  l'une  ou  de  l'autre  formule  pour  cha- 
que interpolation.  La  pi*emière  cependant  semble  devoir  être  préférée,  lors- 
que or  sera  <r,  et  la  seconde  lon^iue  x  sera  >  {. 

Il  reste  à  faire  voir  par  quelques  exemples  l'usage  des  Tables  que  nous 
venons  de  construire* 

79S.  Cherchons  d'abord  l'amplitude  Ç  et  la  fonction  E^  qui  répondent  à 
l'équation  F^ssjPc.  Puisqu'on  a  -5 .  i6=5j,  on  voit  qu'en  faisant  FA=:i^F*c, 
FAt=:^F*c,  on  aura  Fç=FA+F/a. 

Les  valeurs  de  X  et  EA  sont  données  immédiatement  par  la  Table  n""  i  ;  et 
comme  on  a  Ffts^f^F'c,  les  valeurs  de  /a  et  dé  Eft  seront  aussi  données 
par  la  Table  n*  2  ;  ces  valeurs  sont 

X  =  5o*45582  07019  71  At  =  5^88382  92067  6456 

Ex  =    0,77597  70241  8i65        E/JL  =  0,06771  75646  5164. 

11  ne  s'agît  pluâ  que  de  calculer  ^  par  les  équations  algébriques  qui  repré- 
sentent l'équation  transcendante  F^  =  FX-f-E/^y  pour  cela ,  ayant  pris  les 
auxiliaires  X',  /i\  telles  que 

tang  A'  =  tang  y^^àfi,     tang  fe'stangf^.  AA, 

on  aura  ^=  X'-f-ft'.  Ensuite  l'équation  EA+Eft— E^ss  c*sin  X  sin  f«sin^ 
donnera  la  valeur  de  Eç. 

Les   quantités  tang    X  et  AA  sont  données   par  la  Table  n*   i  ;  il  ne 
reste  donc  à  calculer  que  tang  /x  et  Afe,  ce  que  nous  allons  faire  avec 
T.  U.  20 
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tiyûtie  l'exttotitttdé  <pié  les  Table»  comportent,  Toici  df abord  le  calcul  de 
inn  fiét  l  eos^/R-,  d^aprèfr  le»  fiovinuleB  du  tt"  7%. 


R>  0,58914  82876  29579 
R*.  1,75812  26824  09*73 

t*. .   8,85 102  5655»  20207 
/u* .  7,66ao5  1510440*  - 
9,55675  45 1 56  57 

(1).  6^99880  56260  77~ 
ft*.   5,52410  26209 
8,5586o  5o655 

(2).  5,88270  56862 
(*'.   2,98615  595 
7,98457  180 

(5).  0,97072  575 
ft* .  0,64820  5 
7,46685  5 


(1)..:=  0,00099  7^556  3o6oo6 

(2)....  7655  188208 

(5)....  9  548i5i 

(4)«'''  i5o35 

cos<*i —  0,00099  80*78  85o59d 

|(i)...  o,ooo53  24178  768669 

fr(3)..  5o8  878881 

ëî^)..  148565 

iït(4).  5i 


i4*- 


o,ooo35  ^4687  795984 
ft. 8,83ioâ  5655:2  20207 

sin  ju  • .  8,83069  3 1 864  4^^9 
cosfi..  —     99  80178  85o4a 


tang  ft.  8^83169  12043  2565. 


(4).  8,ii5o5  8 
Connaissant  /  sin  /a,  on  calculera  Iùl/a  comme  il  suit  : 


o^  sia^fA  7,65o62  62270  11 38 
a 7,65o62  55257  959^ 

rass  9012  1543 


......     3,95482  86188 

i^a.     9,99805  119244 

/ ^,95677  56944 

7,65o62  53258 
45ofr 


20 


-,  /A=.AH^,/^^, 


a  »  *  •  •  • 


447 

»  - "  =  ^'  /(r-À)=/(i-a)~n, 

1— a. .  .    9,99805  29244  1449 
R 40  49^0 

i—A...     9,99805  29205  6499 
Ajie. ... .     9,99902  64601  825o. 


R.  . . .     1,60740  14708 
D'après  ce»  valeurs,  roici  le  calcul  des  angles  A',  et  //■'  : 

tangA.  0,08290  4593a  5444 
Ajx....  9^99902  64601  825o 


tangft..  8j35iiS9  12043  2565 
AX.....  9,Ôii74  81626  6481 


tan^A'.  0^08193  10537  3694      tangy..  8^64343;  95669  9046 
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Au  nio(yen  de  Taçgle  approche  a^s±:5&'Zj,  .on  kcitmvera  iplar  les^ormules 
ordioairas  ^'sp  50^,37174  iaa66  485i  ;. quant  à  Fangle  fdf^  comme  il  n'est 
que  d'un  petit  nombre  de  d^rés,  on  pourrf^»  en  fi^sanjt  tang  /^^^pptj 
caictder  cet  angle  par  la  formule  ft'  =  «(i — j ^'+ j^*  — ^^^  +  jO>  ^^ 
on  trouvera  par  les  cinq  prçQfiiers  .ternies  de  la  série  jufs==a*,5 1  c|3 1  a  1820  4^56. 
De  là  résulte 

A'4-/t'  =  (p  =  52%89!iô5  54086  9187. 

Puisque  <p  satisfait  à  l'équation  F^  =  jF'c,  la  valeur  de  Ç  peut  être  véri- 
fiée par  la  formule  du  n*  q4  >  ^^  donne  /sin  ip  =  9,90173  oflSSi  624^  >  ^J 
de  là 

ç)  as  52',892o5  54086  886} 

la  différence  n'est  que  de  trois  unités  du  quatorzième  chiffre,  et  on  ne 
peut  guère  décider  de  quel  côté  est  l'erreur. 

Enfin  la  valeur  de  Eç  se  trouvera  par  le  calcul  suivant  : 

^*»-*  9^98925  98541  5oi6  Ea...  =0,77397  70241  8i63 

sin  A.  9,88700  45821  54i3  C/A,.  m:  o,<rt577i  76646  5i54 
sin^.  8,85069  5i864  4061  0,84169  45888  33 17 

smtp.  9,90173  o833i  6243  ^  .0,04061  33i65  2661 

z.  • ..  8,60866  84558  8733  E?) . .  ^  0,80108  12723  o656. 

799«  Pour  donner  une  seconde  application  des  marnes  /Tables ,  .«harr 
chons  les  valeurs  des  fonctions  lË  et  F  qui  répondent  à  il'amplitiiâe 
tf>  =  75*. 

La  plus  proche  valeur  de  (p  contenue  dans  la  TaUe  n^  i ,  «t  Aas 
76*,236o3  3075:x  60  ;  elle  répond  à  la  fonction  FA  5^  Jl  F'c;  \\  faut  donc 
déterminer  l'^mpUtude  fc,par  l'équation  F/<=sFA  — F^,  ou  par  les  for* 
mules. 

tang  A'=tang  A.A^,     tang  ^'  =  tang ^.aA,    fi:=zX'  —  ç'. 

G)nnaissant  ft,  il  serarfacile  d'avoir,  par  IHn ter pôla lion  de  la  Table  n*  2, 
la  valeur  correspondante  de  n  qui  donnera  ^élle  de  Ffe  et  ensuite  celle  de 
EfjL,  Yoici  le  détail  de  tous  ces. calculs. 

On  a,  par  la  Table  n**  i ,  les  logarithn^es  de  tang  A  et  AA  ;  on  a  immé- 
diatement î  tang  (p,  ainsi  il  ne  reste  à  trouver  que  /A<p,  oe^jui  se  fera  par 
la  formule  A  =  cos  ^ v^(i  •;{- A),  iddnsiiaquçjyie jAii;^  ^*  tang* ^.,  et  jd'où  ré- 
sulte /a^^=  9,47668  59066  8751.  D'après  ces  valeurs,  on  foififtiera  cèHes 
de  /  tang  A'  et  i  tang  ^',  savoir  : 

20*  « 
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tangX*.  0,61091  04^53  i56o        toDg^..  0,57194  'jS^jS  333o 
à^ 9,47^8  59066  8751   .      AA 9,45071   19110  i552 

taDgX^.  0,08759  635i9  o5ii         taDg^^.  o,02a65  94575  4882 
d'où  Ton  déduit 

X'  =  50*75945  77571  6697 

(P'  =  46,494o5  54575  5576 

ft'  =    4,^4540  25196  5531. 

800. 11  Ëiat   maintenant  chercher  dans  la  Table  n^  3,  la  valeur  de  n 
*qui  répond  à  cette  valeur  de  ^;  on  voit  que  cette  valeur  est  comprise 
entre  8  et  9,  et  qu'en  faisant  n  =  8  -f-x,  on  aura  à  déterminer  x  par  la 
seconde  formule  générale  d'interpolation  ,  savoir  : 

* 

daus  laquelle  les  nombres  donnés,  par  la  table  sont  : 

A'—/»  =  0,12191  44559  85o5  J^*A'"    =  +  846  1994 

<rA        =  0,48448  75698  5390  /«A*»"  =  +119  5287 

J^'A"     =  —     27  15720  7596  /«A"    =  --         620a 

JV3A"    =  —       3  57094  8548  J"A"    =  —         .  925. 

Après  quelques  essais  dans  lesquels  on  peut  négliger  les  décimales  qui 
passent  le  dixième  rang,  on  trouve  x=Oy7485o  756125.  Pour  plus 
d'exactitude,  il  conviendra  de  substituer  cette  valeur  dans  le  second 
membre  de  l'équation  à  résoudre,  a6n  d'avoir  la  différence  entre  le  résultat 
de  la  substitution  et  la  valeur  donnée  de  A'  — /i. 

Résultat  de  la  substitution  ••  •  0,12191  44^^9  7^4^ 

A'  — ft 0,12191  445598505 

Différence  •  • .    r  =  962 . 

De  lu  on  voit  que  i  — x  doit  être  augmenté  de  tt  =  1988  ,  ce  qui  don- 
nera pour  la  vraie  valeur  de  x 

ar  =  o,7485o  7561a  5oi2. 

Connaissant  x,  on  aura   V/assz  ^7l.    F'c ,  et    par  cooséquent 

F(P=^-  .  F'c  =  *3,,.5.69^4387  6988  ^  p.^^  ^^  ^^i  j^^„^  ,^  ,^^_ 

rithme  de  cette  fonction  : 
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F'c...  o^i25g  14107  1659 
coeff.  • .  9,77975  36954  85o2 

F^....  0,39234  5io6i  9961. 

80J.  Pour  calculer  Eç,  il  faut  d'abord  chercher  E/t  par  l'interpolation 
de  la  Table  n*  2  ;  en  appelant  de  nouveau  A  le  terme  £^  qui  répond  à 
n  =  8,  la  valeur  cherchée  sera  donnée  par  la  formule 

E|U=A'— (i— x)  (M+^(J^'A*+^(cr*A-+î^(cr^^^ 

où  l'on  a 

A'    =  0,07615  30745  II23    cT^A^^  =  +  46  7791 
cTA   =    843  45096  5968 
eT^A**  =  —    94512  9760 

«r*A-  =  —       11696  8077 

Substituant  ces  valeurs  et  celle  de  x,  on  trouvera 

Eft=: 0,07405  01260  47^1  , 

enfin  on  aura  à  calculer  £^  par  la  form.  £^-f-E/ci=:EA4*^sin  Ç  ain/ttsin  A 

^•••-  9>989a5  98541  5oi6        EA  =  0,98484  i382o  8090 
sinÇ. .  9,98494  37781  0267         Efe  =  0,07403  01260  47' ^ 


S'A** 

=  -+-    6  5789 

/•A»» 

=  —         463 

J^'A*» 

=s  ■—■            5r. 

sinX..  9,98754  62777  4410  •        0,91081   i256o  3559 

sinfA..  8,86989  87498  65 10        a...     0,06775  5oaoa  7585 

z 8,83092  86598  4oo3        E^  ss  0,97856  42763  0942. 

Cette  valeur  et  celle  de  /F^  s'accordent  sufiisamment  avec  celles  qu'on  a 
trouvées  par  la  méthode  directe ,  n**  764  et  765. 

802.  Nous  avons  cru  devoir  exposer  avec  beaucoup  de  détail  tout  ce  qui 
concerne  la  construction  et  l'usage  des  Tables  n^  i  et  n*  2,  relatives  au  mo- 
dule cssin  81*;  les  calculs  ont  été  &its  avec  une  exactitude  scrupuleuse, 
et  soumis  à  un  grand  nombre  de  vérifications,  de  manière  qu'on  peut  êti*e 
assuré  que  les  résultats  consignés  dans  ces  tables,  sont  exacts  autant  qu'ik 
peuvent  l'être,  d'après  les  Tables  trigonométriques  à  quatorze  décimale», 
dont  nous  avons  fait  usage,  lesquelles  sont  quelquefois  en  erreur  de  une, 
deux  et  même  trois  unités  dans  le  dernier  chiffre.  On  en  voijt  un  exemple 
dans  le  logarithme  de  &  ou  cos  8 1  ''yqui ,  da  os  la  Trigonom.  BriL ,  est  9, 1 9433 
2441^  5701 ,  et  dont  les  derniers  chiffres  doivent  être  5699.  En  suivant  les 
mêmes  procédés  qui  ont  été  indiqués  dans  la  construction  de  ces  Tables,  et 
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dans  les  deux  applicatians  quB  nous  en  avons  données,  on  parviendra  donc 
dans  tous  les  cas  à  la  déiermioartion  des  fonctions  E  et  F  et  à  la  solution  des 
questions  qui  en  dépendent,  m'ec  un  degré  de  précision  supérieur,  non-seu- 
lement aux  besoins  de  la  pratique ,  mais  à  ceux  des  recherches  théoriques  les 
plus  délicates. 

Je  ne  dissimulerai  pas  combien  est  pénible  le  calcul  d^une  table  telle  que 
la  Tablé  n^  i  qui  n'a  que  seize  lignes,  ou  que  la  Table  n*  2  qui  n'en  a  que 
douze  ;  HMiis ,  si  on  aspire  à  un  >atissi  grand  degré  d'exactilude ,  il  semble  qu'on 
n'y  peut  parvenir  que  par  le  secours  de  ces  tables ,  ou  par  la  méthode  générale 
fondée  sur  la  formation  préliminaire  de  l'échelle  des  modules.  C'est  au  cal- 
culateur à  choisTr-entre  ces  deux  méthodes,  cdle  qui  lui  paraîtra  la  moins 
pénible. 

Comme  la  formation  de  l'échelle  des  modules  se  réduit,  d'après  jios  for- 
mules, û  un  travail  assez  court,  il  est  vraisemblable  qu'en  jugera  que  la  mé- 
thode générale  mérite  la  préférence ,  si  l'on  n'a  k  calculer  qu'un  petit  nombre 
de  fonctions  E  et  Fj  mais  s'il  j  avait  lieu  de  calculer  un  grand  nombre  de 
ces  fonctions,  l'autre  précédé  paraît  être  le  plus  avantageux. 

Au  reste ,  nous  avons  Hejà  dit  que  si  on  se  borne  à  dix  décimales  dans  la 
formation  de  la  Table  auxiliaire  n*  i,  auquel  cas  on  peut  se  passer  «de  la 
Table  n®  a,  le  cedcul  de  cette  table  et  son  usage  dans  les  cas  particuliers, 
deviendront  très  faciles ,  et  rentreront  dans  la  classe  des  calculs  tngonomé- 
triques  ordinaires,  surtout  si  le  module  est  plus  petit  que  ;sin  4^%  ce  qui 
permettra  d^  prendre  la  valeur  de  et  dans  la  Table  VII;  et  puisqu'alors  les 
résultats  sont  exaéts  jusqu'à  la  dixième  décimale,  ou  au  moins  jusqu'à  la 
neuvième,  il  ne'paratt  pas  qu'on  puisse  proposer  rien  de  plus  simple  pour  le 
calcul  des  (onctions  E  et  F,  au  moins  tant  qu'il  n'existera  pas  des  Tables  saf^- 
fisamment  étendues,  au  moyen  desquelles  la  détermination  de  ces  fonctions 
serait  réduite  aux  règles  ordinaires  de  l'interpolation. 

8o5.  Remarquons  en  finissant  que  le  Tableau  u'  i  pourrait  être  réduit 
aux  cinq  termes  «,,  a«,  «4,  ott,  tfti  ^  et  que  dans  cet  état,  il  suffirait  encore 
pour  ramener  les  fonctions  proposées  E^,  F^,  au  cas  où  l'amplitude  est 
moindre  que  ^.  Pareille  observation  s'applique  à  plus  forte  raison  aux 
Tables  auxiliaires  construites  pour  des  modules  moinfdres  que  9m  81^.  * 

En  eflfet,  i*.'siTamplitude  doimée  ^  est  comprise  entre  Uf  et  «,6 ,  ou  90^, 
l'une  des  deux  HifFéfences  F^— Fot«,  F*c— F(p,  sera  moindre  que  ^r'F'c ; 
ainsi,  en  faisant  la  plus  petite  des  deux  différences = F(p',  on  aura^'<[«4. 
îl  faudra  donc  d'îlbord  déterminer  ^' ,  soit  par  l'équation  algébrique  qui  cor- 
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respondà  l'équalion  F^— >Fctt=>F^S  soit  par  l'équalion  cot^'=6  tang^,  si 
ronaF'tf— F^=Fç'. 

Puisque  ^'  ainsi  déterminé  est  plus  petit  que  a^^  le  cas  le  moins  favorable 
pour  la  réduction  est  celui  ou  ^^  sera  compris  entre  tf«  et  tf^;  soit  alors  F^'* 
^1  à  la  plus  petite  des  deux  différences  F*^— F^,  F^' — Ftf.^  la  fonction 
F^*  sera  plus  petite  que  j  (  ¥a^ — Fa.) ,  et  par  conséquent  <7  Ftf»  <  Fa,.  Si 
en  même  tems  F^"  est  <  î  Fa, ,  ^"  sera  plus  petit  que  5*^,8 1 88,  et  l'objet  de 
la  réduction  sera  rempli  par  deux  transformations  seulement.  Si  au  contraire 
F^'^  est  ^  tFc(,  ,  il  faudra  une  troisième  transformation  pour  réduire  les 
fonctions  E^,  F^ ,  au  cas  où  Famplitude  est  nioindre  que  5^,8i88. 

12^.  Si  Famplitude  donnée  ^  est  moindre  que  a^y  le  nombre  des  trans- 
formations qui  ne  pouvait  être  plus  grand  que  trois  dans  le  premier  cas^ 
ne  pourra  surpasser  deux  dans  celui-ci,  et  se  réduira  le  plus  souvent 
à  un. 

De-la  on  voit  que  la  Table  auxiliaire,  réduite  à  cinq  termes,  cenduim 
aux  mêmes  réductions  que  la  Table  entière,  calculée  hborîeuaement  avec 
onze  termes  de  plus.  Mais,  tandis  qu'une  seule  transformatioii,  £ûte  à  l'aide 
du  tableau  entier ,  suffit  pour  réduire  les  ficMiciions  Ff  et  £f  au  cas  où 
Famplitude  est  moindre  que  5%8i88,  il  faudra  quelquefois  deux  et  mdme 
trois  transformations  seoiblables  pour  parvenir  à  la  même  réduction  par 
le  tableau  partiel.  Ces  transforma tioua,  il  est  vrai,  se  font  par  de  simplef- 
formules  trigonométriques  ;  mais  c'est  au  calculateur  à  balancer  les  avan- 
tages et  les  ioconvénieas  des  deux  procédés. 

J'observerai  au  reste  qu'il  faudrait  ajouter  un  sixième  terme  à  la  Table 
auxiliaire,  si  l'angle  du  module  était  plus  grand  que  8i^;  cette  addition 
suiBra  jusqu'à  89P,  et  il  est  inutile  d'aller  plus  loin.  Alors  k  nombre 
des  transformations  pourrait  aller  jusqu'à  cinq ,  pour  c^enir  k  réductioa 
cherchée. 
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Sur  la  construction  des  Tables  VIII  et  IX. 

804.  Aja.  méthode  du  chapitre  VI  présente  beaucoup  d^avantages  par  I 
simplicité  et  l'élégance  des  formules  qui  servent  à  construire  chaque  table 
particulière  pour  un  module  déterminé  ;  on  a  vu  que  les  calculs  s'exécu- 
tent dans  toute  l'étendue  de  la  table ,  en  n'empruntant  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques  qu'un  seul  élément  qui  se  multiplie  ensuite  par  des 
formules  purement  trigonométriques  et  rigoureusement  exactes;  cependant 
l'usage  de  ces  tables  serait  peu  commode  dans  l'interpolation ,  lorsqu'il 
s*agirait  de  trouver  les  fonctions  E  et  F  qui  répondent  à  des  valeurs  don- 
nées de  l'amplitude  et  du  module. 

11  parait  beaucoup  plus  convenable ,  pour  cet  objet ,  de  construire  des 
Tables  dans  lesquelles  l'amplitude  et  l'angle  du  module  croissent  par  des 
intervalles  égaux  et  suffisamment  petits,  de  o®  k  96*^.  C'est  donc  entre  les 
deux  méthodes  proposées  dans  le  chap.  111 ,  qu'il  faut  choisir  celle  qu'on 
regardera  comme  la  plus  facile,  pour  parvenir  à  un  d^é  d'exactitude  dé- 
terminé. 

8o5.  La  seconde  de  ces  deux  méthodes  fait  trouver  direetement  la  dif- 
férence seconde  de  la  fonction  E ,  ainsi  que  celle  de  la  fonction  F  ;  et  par 
ces  diflférences,  vérifiées  à  de  certains  intervalles,  on  parvient  à  former 
la  série  entière  des  valeurs  de  E  et  de  F,  comme  nous  l'avons  fait  voir  avec 
beaucoup  de  détail ,  en  calculant  la  Table  11  qui  convient  au  module 
c  =  sin  45*. 

L'avantage  principal  de  cette  seconde  méthode  consiste  en  ce  que  les 
auxiliaires  qui  servent  à  déterminer  les  différences  secondes  des  fonctions, 
£ont  beaucoup  plus  petites  que  celles  qui,  dans  la  première  méthode,  se- 
raient nécessaires  pour  donner  immédiatement  les  différences  premières  de 
ces  mêmes  fonctions.  Mais,  d'un  autre  côté,  les  erreurs  sur  les  difiërences 
secondes  se  multiplient  suivant  la  progression  des  nombres  triangulaires , 
4ans  la  détermination  des  fonctions  principales  ]  il  devient  donc  nécessaire 


.  * 
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de  calculer  ces  dififërenoes  ayec  deux  décimales  de  plus ,  ce  qui  fait  perdre 
tout  l'avantage  qu'oa  pouvait  çn  attendre;  et  si  on  n'augmente  pas  le 
nombre  des  décimales ,  il  faut  vérifier  les  résultats  de  distance  en  distance , 
puis  corriger  les  nombres  intermédiaires,  suivant  un  mode  de  répartition 
€|ui  est  plus  ou  moins  arbitraire. 

Cet  inconvénient  qu'on  a  pu  remarquer  dans  l'art.  732,. n'a  pas  lieu 
dans  la  première  méthode  ,  ainsi  que  nous  nous  en  sommes  assuré  par 
un  grand  nombre  d'essais,  et  cette  raison  suffit  pour  lui  donner  la  préfé- 
rence. Mais,  comme  on  n'a  pas  de  tables  usuelles  qui  passent  dix  décima- 
les,  il  serait  trop  difficile  de  calculer  les  fonctions  avec  douze  décimales , 
comme  nous  l'avons  fait  dans  la  Table  II ,  et  il  ftut  se  borner  k'  les  Cal->- 
culer  ayec  neuf  ou  dix  décimales ,  ce  qui  au^  reste  est  plus  que  suffisant 
pour  l'usage  ordinaire. 

806.  Notre  choix  étant  ainsi  fixé  sur  la  première  méthode  que  nous 
avons  nommée  Méthode  des  ordonnées  mofennes ,  nous  aurions  désiré 
pouvoir  construire,  pour  tous  les  angles  du  module,  de  demi-degré  en 
demi-degré ,  des  Tables  parficiyîères  semblables  à  la  Table  11 ,  «fais  eal^ 
culées  à  dix  décimales  seulement  ;  la  réunion  de  toules  ces  tables,  sans 
y  comprendre  les  différences  qui  n'y  pourraient  entrer  qu'au  premier  or- 
dre et  en  amenant  beaucoup  de  confusion ,  aurait  formé,  sons  im  assez 
petit  volume,  une  table  à.  double  entrée. d'une  étendue  suffisante  pour 
satisfaire  à  toutes  les  applications  où  il  s'agit  de  calculer  les  fonctions  E 
et  F  pour  des  valeurs  données  de  l'amplitude  et  de  l'angle  du  module. 
Mais  l'extrême  longueur  d'un  psrreil  travail  ne  uous'apas  permis  de  l'en- 
treprendre, et  nous  nous  sommes  proposé  seulement  de  calculer  une  T^Vle 
semblable  pour  tous  les  degrés  de  l'amplitude  et  de  l'angle  du  module. 
Cette  tâche  encore  bien  pénible  a  été  beureusement  conciuite  à  son  terme, 
et  la  Table  IX  qui  en  est  résultée  pourra  satisfaire  encore  long-temps  aux 
besoins  des  Géomètres;  d'ailieiu's  elle  fouruirjà  des  bas^s  certaines  et.bi^n 
vérifiées  à  ceux  qui  entreprendraient  de  calculer  une  Table  semblable  d'une 
j)lus  grande  étendue  et  procédant  par  de  plus  peûts  iutervalles. 

807.  Pour  faciliter  la  construction  des  Tables  particulières  qui  composent 
la  Table  IX,  il  était  nécessaire  de  calculer  d'avance  et  avec  beaucoup  de 
précision ,  les  fonctions  F  et  E  pour  l'ampFitude  de  45*  et  [>our  celle  de 
go**.  C'est  pour  ce  double  objet  que  la  Table  VUI  a  été  construite  :  nous 
aurions  pu  n'y  pas  comprendre  les  fonctions  ayant  90^  d'amplitude,  puis- 
que leurs  logarithmes  sont  donnés  avec  .dojuze  décimales  dans  la  Table  Ij 
T.  IL  ai 
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Biais  la  rÔAmon  des  deux  sëriea  a  procuré  une  fiiciltté  ^de  phis  pour  la 
cbnstructioa  de  la  Table  générale  et  ne  pemt  manqiiw  d'aaroir  wa  utUîii 
dans  d'autres  ocGaaioas.  -     ■ 

Nous  semarqwerons  ici  que  les  formules  génécales  pour  le  calcul  des 
.fonctions  £  et  F ,  se  simplifient  assez  notablement  dans  le  cas  d'une  am-^ 
plitude  de  ^5%  ce  qui  a  facilité  beaucoup  la  construction  de  la  Table  YUL 
Rappelons  d'abord  que  les  formules  pour  calculer  l^  fonctions  F  et  f)> 
sont  en  général  F^  =  K4>,'  £^  ;=s  LF^  -f»  Pc  sin*^.  D'ailleurs  1^  valeur  de 
F  se  forme  au  moyen  des  équations  a>  =  ç*  —  ^ ,  â^o  s=s  ^<x>  —  ^^^  etc. , 

tang  w^sib  tang.^,  tang.A»^^^^  langi^^^  etc.,  r  =  c  cos  a»,  /^= 

(f  cos  a>*^i  etc. ,  d'oi  Ton  déduit 

P  =  Jr-|-^rr^4.|  rr^i^  4-  e  te . 

8o8.  Voyons  maintenant  ce  qui  résuite  de  la  supposition  ^  =  4^^  Alors 
les  équations  sin  (  a^  —  ^)  =  c^  sin  ^ ,  tang  »®  =  b^  tang  ^ ,  donnent 

tang  ^^  =  —,  tang  «^  =  — ,  et  de  celle-ci  on  déduit  encore  sin  û>*^= A**^ 

cos  ^^  =s  c^  ;  ainâ  on  aura  à  la  fois  cot  ^^  =  c^  et  cqs  cù^  ss  e"*^  la  pre- 
mière donne  la  valeur  de  ^^  et  la  seconde  celle  de  a»^  j  on  connaîtra  ainsi 
^<^  c=3  ç?  -f-  êà^.  Dans  le  cas  où  c^  est  suifisamment  petit ,  il  conviendra 
de  cakuler  ^^  par  la  sui(e 

^TT  —  <p^=c?^  —  ic««-f^c"*  —  |c*^  +  etc.^ 

ou  pour  abréger 

iîT  — r  =  (0--(2)  +  (5)-(4)  +  etc., 

et  on  aura  en  même  temps 

i^-  «»  «  (,)  4-  i  (a)  +  i^  (5)  H-  if|j|(4)H-  etc. 

Soit  z  la  somme  des  seconds  membres  de  ces  deux  équations,  on  aura 

^  —  ^oo  =:  2  ou  $^  =  'Tt  —  «. 

Connaissant  ainsi  ^^  et  ^^ ,  il  sera  fecile  d'avoir  ^^^^  par  l'équation 
tang  cà^  =  b^  tang  Ç*^,  ou  par  la  série 

^ooo  _.  ^^  _  ^ooo  sin  3^-  ^  1  (à^y  sin  4^^  —  etc. , 

dont  il  suffit  de  calculer  les  trois  premiers  termes;  on  aura  de  même,. 
^oooo  ;-.  3^000  _  ^—o  gjjj  açooo   u  ré^iJte  de  ces  deux  équations ,  où  Ion 

peut  supposer  c^**  =  (7  c9^  Y  - 

Zço«oo_^^g^^  c*-sin  m(i— fc^^^cosais); 
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<!t  comme  ♦  désigne  la  lîmîte  des ^^uantités  ^,  ^,  Ç,  etc.^  laqueUe  peut 
^tre  censée  égale  au  cinquième  terme,  on  aura 

^  =  1  [tt  —  a + i  c»*»  sin  3«  (  I -«  I  c*~  ce»  a«  )J; 

ainsi  z  étant  déjà  connu ,  il  suffira  d'ajouter  à  <*  —  s  la  petite  correction 
i  c'-  an  az  (  I  —  i  tf^  cbs  Hz)  et  de  diviser  le  tout  par  4,  pour  avoir  la 

valeur  de  ^^  au  moyen  de  la^pdle  on  trouve  T^sçs^K<b  ms—.¥*c 

Tir*         '.  '        ' 

Connaissant  Ff ,  on  connaîtra  lâ  partie  LF^  qui  entre  dans  la  valeur 
de  E^  ;  quant  à  la  seconde  partie  Pc  sin  (p,  elle  $e  trouvera  d'une  manière 
très  simple  par  H  ibrmule  - 

OÙ  il  faut  observer  que  le  premier  terme ^  of/c*  ma.i(i  m^b)^  se  tro»* 
vera  immédiatement  par  la  Table  des  sinua  naturels  a  i5  dëcimales  oobh 
prise  dans  la  Trig,  Brit.,  si  toutefois  l'angle  du  module  fl  s'expîîioc  «mao* 
temeDt  en  4^gtés  et  centîèmeB  de  d^ré. .   -  ;,. 

809.  P^tlr  vérifier  celle  valeur  de  Pc  siii ^,  il  fiort^  dans  h.finuulè  gébé^ 
raie  Pcabaf  a  f  c/cf  sin ^  (i+l  o*  coair-|-ic*c^co8^  cosff*>« +etc.), 
substituer  les  valeurs  cos  »•  =  c*,  sin  (p^  sa  -.  \,  '  ce  qtu  donne 
d'abord 


..-(  ■;.      . 


-ci/c* 

ensuite  pour  avoir  l'eipression  des  quantités  cos  »••,  cos  »•••,  je  reorends 
les  équation»  tangoi*  «=*•  tang  4>%  r*==  ^T  +»*,  tanga*»  =  ^,  .., .. 
tang  «••  =  3**  tang  ^^ ,  j'en  déduis  successivement .  . 

o  ^  1  —  tangfi''  tang  ••  c»*  —  b'   * 

en  continuant  cette  analyse,  on  trouvera  -         - 

tang  i<»-=:  tang .«-y^',    cos  «- s=  ^;^^;*  , 
tangi«-=tang«-^^,  cosû»— =^^|^. 
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ainsi  à  l'infinie  On  voit  donc  que  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  les  quantités 
cêy  cû^^  ùà^f  co^^j  etc.,  se  calculent  facilement;  savoir,  la  première  au 
moyen  de  Fëquation  tang  a»  =  5,  la  seconde  au  moyen  de  Tune  des  équa- 

tions  tang  «•  =a ^ ,  sîn «"^sî®,  cosûj*  =  c* ,  lang^ o^'^ss tang  û>. t/^  =  \/b , 
les  suivantes  au  moyen  des  équations  tang  ^  »••  =  tang  «•  •  i/r;  =  •—- , 

tang  iùi^  =  tang  »•*•  \/^ >  tang  ^  û>*^*w  =s  Ung  û»«^.  %/-jr  >  ^^c. ,  ce 

qui  offre  des  formules  9ssez  remarquables  pour  le  cas  oi\  l'on  a  ^  =  45"*. 

Maintenant  qu'on  connaît  les  valeurs  de  cos  a»**  et  cos  cn*^ ,  si  on  les 
substitue  dans  l'expression  de  Pc  sin  ^,  et  qu'on  y  substitue  paiement  les 
expressions  connues  de  c**  en  ç',  et  de  c***  en  c*®,  on  aura,  en  dévelop- 
pant ces  quantités  jusqu'ià  la  dixième  puissance  de  c*  inclusivement,  l'ex- 
pression que  nous  avons  rapportée  du  terme  P^  sin  ^ ,  laquelle  est  très 
facile  à  calculer,  et  donne  au  moins  la  décimales  exactes,  tant  que  Tangle 
du  module  ne  surpasse  pas  sin  4&^* 

C'est  par  ces  formules  qu'on  a  calculé  les  fonctions  F  (4^^) ,  £  (45*)  de 
la  Table  YIII,  pour  toutes  leis  valeurs  de  l'angle  du  module  de  cy*  à  45"";  au- 
delà  de  cette  lidùte ,  ona  fak  usage  de  la  méthode  des  modulé»  àroissans  , 
art.  762,  laquelle  ne  présente ,  pour  le  cas  de  ^ss^S^^  aucune  formule 
remarquable  ,  si  ce  n'est  pour  déterminer  9' ,  l'équation  sin  4^'  =  b*. 

810.  Nous  niions  maintenant  expliquer  avec  détail  les  différens  procédés 
que  nous  avons '•suifvis  dans  la  cotistruction  de  là  Table  IX,  et  nous  prenr 
drons  d'abord  pour  exemple  le  calcul  d'une  Table  particulière  des  fonc- 
tions E. 

•  •  Soit  «:  l'arc  d'un  degré  ,  ou  «  =  •^  ;  soit  û>  s=s  Ç  +  «J  « ,  et 

|/(  I  —  c*  sin*  0^)  s=  A  (o^)  ;  si  on  prend  l'auxiliaire  p  =  tf  Ao»,  on  aura  en 
général  pour  construire  la  Table  des  fonctions  E,  la  formule 

On  calculera  donc  pour  les  valeurs  successives  ^  =  o^,  l*,  a®,  5*^,  etc., 
les  valeurs  correspondantes  de  l'auxiliaire  p;  on  observera  de  pTus  que  la 
valeur  p  pour  ^  =  —  i^  serait  la  mém^  que  pour  ^  =^  o^  j  on  placera 
donc  deux  fois  çettç  première  valeur  de  ^,  l'une  sur  la  ligne  de  ^  =  o , 
l'autre  sur  la  ligne  supérieure,  ce  qui  sera  nécessaire  pour  former  cette 
ligne  où  l'on  doit  trouver  la  différence  seconde  J^^p^  qui ,  entre  dans  la 
première  valeur  de  «f  E,  celle  qui  répond  à  ^  =  a. 

.  .  I  : 
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A  mesure  qu^on  aura  calculé  une  valeur  de  p ,  cette-. valeur  servira  à 
ajouter  un  terme  de  plus  aux  colonnes  des  différences  dans  les  lignes  su- 
périeures. Au  commencement  de  la  Table  et  même  jusqu'à  des  termes 
assez  éloignés  tels  que  ^  :=  4^*  ou  So^y  il  suffira  de  prendre  les  deux  pre- 
miers termes  de  la  valeur  de  J)E ,  savoir  :  «TE  =  ^  4-  77  ^V*  i  ^^^  ^^^^ 
supposons  constamment  que  les  valeurs  de  p  sont  calculées  avec  dix  dé- 
cimales ,  et  qu'on  en  conserve  neuf  seulement  dans  les  valeurs  de  «TE. 

Lors<]ue  par  le  progrès  de  L'opération ,  on  reconnaîtra  que  le  troisième 
terme  —  j^^  J^/^**  peut  influer  sur  la  dernière  décimale  de  /E,  il  faudra 
tenir  compte  de  ce  terme.  Mais  alors  on  devra  ajouter  un  terme  de  plus 
à  la  colonne  des  p ,  ce  terme  qui  répond  à  ^  +  ^  étant  nécessaire  pour 
avoir  la  différence  i^pi^  qui  entre  dans  la  valeuir  <le  «j^E-  Jamais  on  n'aura 
besoin  de  calculer  un  terme  de  plus  de  la  formule. 

'Les  mêmes  procédés  s'appliquent  au  calcul  des  fonctions  F,  avec  cette 

seule  différence^  que  l'auxiliaire  Pa  pour  valeur —;  ainsi  le  logarithme 
connu  de  Aâ»  servira  à  calculer  k  la  fois  les  deux  auxiliaires  p  =  a^cê  ^ 
P  =^  ^.  U  faut  observer  seulement  que  les  cUfférences  croissant  plus  rapi- 
dement dans  la  Table  des  fonctions  F,  il  fiamdra  beaucoup  plus  l6t  fiiire 
entrer  le  troisième  terme  de  la  formule  dans  la  valeur  de  ^P. 

En  formant  la  colonne  des  di£Rérences  J^E  et  J^F,  réduite  è  neuf  déci- 
males, il  sera  bon  de  &ire  une  marque  particulière  aux  termes  dont  la 
dernière  décimale  n'est  exacte  qu'a  ^  ou  au  moins  -^  d'unité  prés.  Cette 
marque  sera  utile  pour  faire  sur  la  table  les  légères  corrections  qui  seraient 
indiquées  par  la  différence  qu'on  pourra  trouver  entre  les  fonctions  don- 
nées par  la  Table  pour  les  amplitudes  de  4^^  et  90® ^^  et  celles  qui  auront 
été  calculées  d'avance  par  la  méthode  directe 

811.  Il  ne  reste  plus  qu'à  faire  voir  comment  ou  doit  calculer  le  loga«> 
rxthme  de  Ao».  Au  commencement  de  la  Table  et  jusqu'à  une  limite  assez 
élcMgnée,  faites  sin  A  =  c  sinor;  appelez  a  l'angle  qui,  dans  la  Table  à  dix 
dédmales,  approche  le  plus  de  A,  et  soit  la  différence  2  sin  A  —  /  sin  a=r; 
vous  aurez  avec  une  exactitude  suffisante  /  cos  A,  ou 

log  A  =:  log  cos  a  —  r  tang*  a , 

et  l'on  voit  que  la  correction  r  tang*  a  n'a  pas  besoin  d'être  calculée  avec 
beaucoup  de  précision  ,  tant  que  l'angle  a  sera  d'un  petit  nombre  de 
degrés. 
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LofAque  Taiigle  a  dpj^lrocherii  de  4^*  >  ^n  pourra  faire  plus  exactement 
log  A  âsi  cos4  — Rj  logR:=3lbg(rtang*  a)  +  r  +  rtAn^a. 

Si  fod  atait  /  ski  A  d^  /  sin  a  —  r,  il  faudrait  faire  logA  =is/cos<i  +  R, 
logR  s:^  ldg(/*tang*ii)-*— r— *r  iairg'â. 

Liors(^  Vangle  a  6ëra  plus  grand  que  4^^  9  la  côrrectiô'O  R  devenant 
plus  grande  qtie  r,  les  erreuraf  se  multiplieraient  par  la  formule  précédeutcf, 
et  il  faut  lui  en  substituer  une  autre.  On  mettra  alors  la  valeur  de  À  sous 

cette  forme,  A  =  àyli  -| tî — J,  et  taisant  tang  A  = — r—  on  aura,  • 

ù,  ==  -^^  •  Soit  a  l'angle  de  la  Table  qui  approche  le  plus  de  l'angle  A 

COS  n 

dont  on  connaît  la  (angebte ,  et  soit  /  tang  A  :=  /  tan^  a  -f-  r  ;  on  aura 

/  COS  As/  COS  a  —  r  sin*  a  (  1  -|-  Mr  cos*  a) , 
ou  si  Ton  fait  /cosA=3/cosa— -R,  on  aura 

/R3i=/(rsin*a)  -f-r— i*sin*fl,     ensuite  log  A  =  lc^- h  R. 

Cette  formule ,  ^ont  le  calcul  est  aussi  facile  qu'il  est  possible ,  ne  laisse 
rien  à  désirer ,  et  pourrait  même  servir  dans  toute  l'étendue  de  la  Table 
sans  eicqf^n  ;  mais  le  calcul  de  la  première  est  plus  simple ,  tant  que 
c  sin  a»  est  !<  sin  ^S"". 

Si  l'on  avait  /  tang  A  «=»  /  tang  a  — -  r^  la  formule  deviendrait 

log R  =  log  (rsin*  a)  —  r  +  r  sin*  a,  log  A  =  log  Ç ^  —  R. 

G>nnaissant  A  pour  une  valeur  déterminée  de  6#,  on  connaîtra  a  la  fois 

.  .   .  '  et  • 

les  deux  auxiliaires  p=saAy  P  =  — ,  l'une  pour  la  Table  des  fonctions  E, 

l'autre  pour  celle  des  fonctions  F.  Ces  auxiliaires  devront  être  (^cées 
chacune  snr  la  même  ligne  que  la  valeur  de  ^,  d'où  elles  sont  déduites, 
en  faisant  û^  sb  9'  *f>  7  ^  ;  on  y  joindra  leurs  différences  successives  con- 
tinuées }U^u'à  l'ordre  où  les  différences  de  l'ordre  suivant  seraient  n^U- 
geables  ou  fort  inégales.  On  en  déduira  ensuite  les  valeurs  de  /E  et  de 
iJ^F,  suivant  les  formules  que  nous  avons  rapportées. 
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Calcul  détaillé  de  la  Table  particulière  pour  le  modulé 

c  =  sin  63\ 

812.  J^ous  prenons  pour  e^iemple  un  module  an  peu  grandi  parce  que 
les  calculs  deviennent  plus  difficiles  vers  la  6n  de  la  Table ,  à  raison  de 
la  grande  inégalité  des  dilfêrences  ;  on  verra  cependant  que  les  résultats 
n'en  sont  pas  moins  sûrs,  en  prenant  les  précautions  convenables.  Du 
resté,  nous  entrons  dans  tous  les  détails  nécessaires  pour  qu'on  puisse  &- 
cileroent  saisir  la  méthode,  et  l'appliquer  à  tout  autre  module. 


^=o*,  ôi  =  o'f 

c 9>94988  08840  7        cosa m.  .  9,99998  69338 

sm« 7,94084  18596  8        R _      6aS 

•in  A 7v8y>7^  ^l^^l  ^        ^ 9^9999^  6871$ 

sin  a 7>88969  0^944  m 8,24187  73676 

r  =  io3  2^493  5        p 8,24186  42391 

P 8,24189  04961 

r 7,01378  46  ^ 

tang*a 5, 77940  71        p .  =5  0,01745  27649 

2,79319  17    •    P =  0,01745  38201. 

r +  io3  22 


B a, 79422  39 

Dans  ce  cas  et  dans  le  cas  suivant,  on  aurait  pu  feire  plus  simplement 
le  calcul  de  A  par  la  Formule  leg  Aas  ^  log  (i  -~c*«iii*«i)  sb«v-«^  me*  sin*âi; 
ensuite  ùê  devenant  un  peu  plus  grand ,  on  aurait  les  'formules  plus  ap- 
precbées  r  =^  c^  sin*  âi,  lo(2;  Âss*^.R,  log  R=  log  (^mr)  +-îmrj  mais 
nous  avons  préféré  de  suivre  toujours  la  même  marche. 
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CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELUPTIQUES, 


C    »      m       » 

s\nm  . 
sma . 


9,94988  08840  7 
8,41791  901539 

8,36779  98994  « 
8,36768  o58ii 

11   98183  6 


€.  .  .9,94988  08840  7 
fiin»  .'8,63967  95616  1 

8,58956  04456  8 
sina.  8,58963  98005 

r  = 7  93548  2 


r.  ..  .  .  6,07670.  73 
tangua.  6,73559  73 

R   .  .  .  2,8i23o  46 


p  =  0,01744  85446 
P  =  0,01745  80418 

r.  .  .  .  5,89956  33 
tang*a.  7,17993  63 


cosa.  . 
R  .  . 

0.         a        >        > 

P.      .        . 

2*- 


cosa 
R.  . 


R  .  .  .  3,07949  96 


A 
et. 


P. 


9*99988  19043 

.  -   649 

9,99988  18394 
8,24187  73676 

8,24175  92070 
8,24199  55282. 


9*99967  '63o9 

9*99967  «75ï<> 
8,24187  73676 

8,24154  91186 
8,24220  56i66. 


j)  =1  0,01744  01059 
P  =  0,01746  64891 

Cette  valeur  de  P,  auxiliaire  de  la  ibnction  F,  joiateà  la  valeur  correspoa- 
dante  cT^P*  =  42338,  donne  pour  ^  =  a%  la  diflTércncc  cTF  =  P  +  ^  / •P* 
=  1746  66655,  où' il  faut  remarquer  que  le  retranchement  du  dernier 
chiffre  laisse  une  incertitude  d'une  demi -unité  sur  la  neuvième  décimale 
de  /F.  C'est  ce  qu'on  a  exprimé  dans  la  Table  par  le  signe  -f"  nais  à  la  suite 
de  ia  valeur  choisie  cTF  =  1 746  6665  +.  On  aurait  pu  paiement  prendre 
J^F  =  17466666  — .  Nous  verrons  ci- après  l'usage  de  cette  notation,  pour 
corriger  les  petites  erreurs  qui  peuvent  résulter  du  progrès  de  l'opération. 

<p  =  3%    û>  =  3*  ^. 

cosa.  .  9,99935  601 13 


€  •     •     • 


9>94968  98840  7 
8,78567  52787  7 

8,73555  61628  4 
8,73574  oo4$i  • 

~       ^38823 


R 

A 


P 
P 


5461 


9,99935  65574 
8,24187  73676 


c .    . 
SÎDM 

r  = 


9,94988  08840  7 
8,89464  32984  I 

8,84452  41824  8 

8,84448  68855 
3  72970 


B, 24193  392^0 
8,24252  08102 

9,99893  63682 


cosa. 
Il 


•  •   • 


—     i83i 


A  .   . 


9,99893  6i85i 
8,24187  73676 

8,24061  35527 
P  .  .  .  8,24294  11825 


•  •  • 


tangua.  .  7,47276  807 
r 6,26453  993 

R  .  ....  3,73730  800 


p  =  174»  74532 
P  =  »747  9^702- 


taiig*a.  .  7,69110  io3 
r.  j,  .  .  ,   5,57167  390 

R  .  .  .  .  3,26277  49^ 


p   =r  1741  05926 
P  =  1749  60972. 


CHAPITRE  Xlll.  169 

* 

o 9,94988  08840  7      cosa.....  9,99840  98748      tangua 7,86626  810 

sin  «...  8,98167  28715  4      R +  6627      r 5,955oS  o5i 

Sy^i/^SH^SSêTi      ù 9,9984 ro5375      R 3,82i3i  É61 

sin  g...  8,98154  39232  M ..é.  8,24187  73676 

r  =       ^^9  01676"      p 8,24028  79o5i  p  =  1738  95324 

P... 8,24346  683oi  '        P;=  1751  72864. 

c 9>94988  08840  7      cosa 9'99777  9^564      tangua 8,01190  777 

sin*.  .  9,o5385  87563  7      Jft —      647       r. 4>799^*  '^7 


9,00373  96404  4      A 9»99777  949»7      R   • 2,8ni5  934 

sin  a...  9,00373  34424         'à 8,24187  73676 

r  =                 61980^      p 8,23965  68593  p  =  1736  42832 

P 8^24409  78769  P  ^  1754  27581. 

c 9*94988  08840  T  *    cosa 9999704  363o9      tang*a 8,13696  4^6 

sia  #...  9,11569  76687  3      R.... —    7260      r 5,72337  849 


T  '  T 


9,06557  85528    ù 9,99704  29069  R. .....k..*;  3,8^034^55 

sin  a...  9,o6552  66622   '  #......«•«.  8,24187  736.7^ 

r  =      5  28906    p 8,23892  02735       p  =  1733  48674 

P 8,24483  44617      P  ==  1767  25368. 

c 9*94988  08840  7   cota .9,99620  17398  tan|;*a ,8,24662  419 

sin  «..*  9916970  20867  8   R... —  ii3i8  r -.  6-, 80709  916 


9,11968  29708  5  A »••..•...  9,99620  06080  rfang^a...  4}o5372  335 

sÎD  a...  9,11961  88352    « 8,24187  78676   r •«...;.  r    6  4^4 

r  =      6  4i356    p 8,28807  79766  '-taajfiy^...   .    ni3 

.   P 8,24567  67696   R 4,06878  862 

p  =  1780  12697 

P  =  1760  66612.  :;:..> 

^  =  g,  âi  =  9  X- 

c 9^94988  08840  7   cosa 9,99626  34714  «tanguai.. ^.'8,34437  696 

siii«...  9,21760  92289  4   R« —  10645   r....i 5,68272  796 

9,16749  01180    à 9,99626  24069  4,02710  49* 

jin  a...  9,16744  19484    #• 8,24^87  78676   r 4  816 

r  =     4  8.646    p. 8.137.2  97745   '"**»8'''- 1 Îf6 


•t,      ■•— ^ 


P 8,24662  49607   R 4,02716  4i3 

/>  =:  1726  85368 

P  =  1764  61340. 

T.  n.  22 


170 


œNSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPTIQUES , 


c..^,.i...  9^94988  08840  7      cosa.....  9,99419  836o2      tangua 8,43a6i   loo 

sm  «...91 16063  30434  5       R —    2726      r. 5,00292  164 


9,aio5i  39275 
fii^ft  a..*  9(92io5o  38600 


>  '\ 


A.«».*^.r.  9,99419  80876   rtang'a..  3,43553  264 
iÇ.,.7r.To  $,24ri87  73676   r...........      1  607 

27 


1  00675    p.. 8,23607  54552   '•tang*^ 


/>  =  1722^  16776 

P  =r  1768  80224. 


P....:..;.  8,24767  92800;  R 3,43554  298 


e  1 


^  5=  11°,   âl  =  II*»  i 


c 9^94988  08840  7      ooi^a....*  fi^»99?p3  5885^      taog'a*..,.  ftj5i3o9  43t 

sîi;i  ^.«.  9,29965  53093  I       R, o»,  .+  i5265      r. 5,67066  139 


gti(î4953  61934 

sîn  a...  9,24958  3o382 


r  =  —       4  68448 

/i  s=  1717  57132 
P  =f  1^73  53578. 


4,18375  570 

r....^. -4  684 

rtang'a...    —   i53 

I^ :..  8,24883  99555   R,.... 4,18370  733 


A- ?•  9>993o3  74iai 

«e 8,24187  73676 

p.........  8,23491  47797 


^ 


12*,  â>* 


12 


•  1 


c... 9,94988  08840  7  cosa 9,99176  96100      tang*a  ....  8,58692  248 

sin  «...  9,o3533  67506  i  R. +    5io5      r 5,12107  o45 

9^28521  76347 
Bitaa...  9,28523  08498 


^iH  0 


À 9999177  OI2o5 

K....,.:...  8,24187  73676 


]  32i5i 

P   =    I7I2    56667 
P   =    1778    71660. 


3  »  70799  ^93 

—  I  322 

—   5i 


p «•..  8,23364  74881  '•tangua...  ^ 

P^.. ...••...  8,25oia  72471   R 3,70797  920 

c... 9^94988  08840  7   cosa 9,99039  54410  tâD^Op,.^^  8^65536  307 

sin  «...  9,36818  52534  I  *R>....^»v     +  499^^   '*••••- 5,03499  723 


'  1  I 


9,81806.61375 
]»îii  a...  9,81807  69767 


À.....:...»..  9,99039  59312  : 

#vi;t..«Trr...  0,241-87  73^7^     '^ 


1  .  r  5=' -r-}.    I  08392 

j/>  =  1707  lj563.5 
P  =  1784  35572. 


3^69036  o3o 
—1-084 

p.^.i..'..  8,23227  32988   ^^P«*«-   ~   49 
P^...'.««^.  8)it5i48  14364   Rf^v***<r«*^.  3^69034  897 


CHAPITRE  Xni. 


171 


c 9*949^  06840  7 

tin  w..,  1^,49859  96421  3 

9,34348  o5a62 
sin  ^.>..  9,34843  38oao 


r  =:  5  67242 

p  =  1701  34312 
P  =  1790  45259. 


•osd.....  '9'9^i  7*»^ 
R..; —  297d6 

^ -  9*9889*  454>3 

«. 6,24*187  73676 

p* u.  8,23b79  19089 

P..........  8,25396  28263 


taïig* «...,.  $,71901  258 
n»v... :..  5^76376  838 

.4^4^78  096 

n..*,..» ••  5  "67^ 

riâng*,a...  ^97 

R 4)47^84  o65 


c.i 9»94988  08840  7 

«ié  4»...  9,4^689  88240  2 

9»37677  97<>8i 
4În  a...  9137677  70834 

r  =  26247 

p  -=,   1695  12994 

P  =  1797  oi5i6. 


cesa 9,96732  S7654 

R —     15178 

A •  9,98732  56276 

«.. 8,24187  73676 

/>. 8,22920  29952 

P ;  6,26455  17400 


tangua 6977890  260 

r..........M...  4,41907  9$7 

3 119798  ^^7 
t, '. 2A2 

rtwD^a,,,  16 

R 3,19798  5o5 


9     î=      l&y  {»     ±X      T&     \. 


C. ......  9,94988  08840  7 

sin  «.M  9,45334.18046  3 

9,4o322  26887 
sin  a,.,.  9,4o32i  39970 


casa.....  g^^56a  944^5   :  tan^^n.....  «ft^S5i6  911 
R ~    5947  -  hu,..;..;...  i.'^iô  47S 


A.*»** 


M  *••.• «.I 


9^08562  88478 
8,04187  73676 


r:.\ 


86917 


/y  s:  1688  52002 
[P  =  1804  04979. 


-    ^,tP7427  384 
^     _.  v;.^-..-   "     8^ 

pi.u.M..  8,22750.  621^4  -'^néf^.-  ^59 

P..i......  *,flî5624  85198   R 3,77428  3i2 


j 


-  <.v 


^=  17- 


â> 


^7    ï- 


«  H  ■■  ...     i    • 


c 9,94988  08840  7      co9a..<.i  9,98382  28o58  .    l,aq|far«*«.  8,88842.6^ 

sin  «...  9^478^4  i8o4i  2  ,   .ft 4:. .'^4^      7v*..o 9,12609893 

^«....••.., 9,98382  38398,.  .4,01452  543 

«k4. •..».- 8^:^4.' 87  7^76     r4**<«*..*«*i.i .     — T  I  337 


9,43802  26882 

sin  a....  9,42803  605712 


r  =  •—        .1  33690 

p  =  t68i  51679 
P  =  i8i  1  56336. 


P,k.......;.Sy:r58p5  35278   R ^^oi/^Si   102 


33.. 


17»  CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPTIQUES , 

<p  =s  18%    et  =  i8*  {. 

c 9,94988  08840  7   cosa 9,98191  ii6o3  tang*a.....  8,93887  079- 

tin  «...  9,5oi47  644^3  6   K ~     —  9358  r... 5,o3a3o  087 

9^45135  73294  3  ù 9998191  oaa4^  3,97117  116 

nna.-,   9,4^134  65573    «.- 8,^4187  73676  r • i  077 

.  r  =     ^07721""  p 8,1^378  75921  '•tangua.-..  ^ 

P 8,25996  71431  R 3,97118  286 

p  =  1674  12388 

P  =  1819  563i9. 

P   s=  19%  (ê   =  19*  |. 

c 9»94998  08840  7   oosa 9,97988  80210  tangua.....  8,98696  769 

•in  «....  9,52349  52365  4   R> — •.        4'49  ^ 4>^^^  ^'^ 

9,47337  6i4o6    ù 9.97988  76061 

tin  a,,.   9,47337  i8656   :  «. 8,24187  73676  r. 


p  =  1666  34520 
P  =  1828  05712. 


42750    jD..........  8,22176  497^7   ''**"b  ^' 

P ^  8,26198  97615   R 3,61790  849 


3,61 

79» 

38i 

•  •• 

427 

•  •• 

4« 

(p  ;=  oo*,  a  =  20*  - 


%' 


^ 9194988  08840  7      cosa 9,97775  92588      tang*a 9,03282  549 

MB  «...  9,54432  52953  9      R.....^r..  —  36860      r. ^...  5,53369  ^77 

^,49420  61794  6      ù 9*97775  55728  4,5665i  826 

fin  a...  99494^7  20057  m -  8,24187  73676       r. 3  41^ 

r  =  3  41737  6      p.. 8,21963  29404      rUnifa.... 368 

P^ 8,26412  17948      R 4,56655  611 

p  =  i658  18484 
P  ==  18J7  05346. 

^  =  21®,     eu  =:  21^  i. 

c. 9*94988  08840  7   cosa...  9,97551  75659  tang*a...  9,07681  271 

iJBér..,  9,S64o7  54326  2   R —38666   r 5,5io48  455 

9,51395631669   A......  9,97551  38^  4,58729  726 

sind.  ..9,51392  39212     « 8,2418773676  r. 3240 

'  r  ="~1   3  23954  9  p\  ; . . . .  8,21739  10669   '•^««g*^-  •  386 

P......  8,26636  36683  R. ......  4^^^733,352 

/>=  1649  647^7 

P=:  1846  56104. 


CHAPITRE  XIII.  175 


o  1 


c 9,94988-08840  7   oosa...  9,97316  17704  tang*a...  9,11911  4i6 

•in «..  9,58283  96605  8   R —  2226   r 4,22843886 

9,53272  05446  5  ù 9997316  15478  3,34755  3oa 

•îna/.  9,53271  88525    m 8,24187  73676  '   169 

r=        ie^TT"  p 8,2i5o3  89154   ''«^ng*^-  ^ 

P 8,26871  58198   R 3,34755  493 

p  =  1640  73679 
P  =  i856  58920. 

(p   =  23%  (ê   =  23«  l 

c 9,94988  08840  7       cosa. . .  9^97069  863o6  tang*a. . .  9. 15976  44> 

6in«..  9960069968199      R +        389      r 3,43oi3  958 

9,55o58  o566o  6      A/ 9>97o^  86695  2,58990  399 

sin  a. .  9,55o58  o8353  m 8,24187  73676      r —  269 

r  =  II              2692  4      p 8,21257  60371  ^tang'a.,            —      4 

P 8,27117  86981       R 2,58990  126 

p  =  i63i  45852  . 
P=  1867  14780. 

.     (f>  =  24%     ûi  =  24-  i. 

c 9,9498808840  7   cosa...  9,96812  79369  Uiig*a...  9,19891  769 

•in  «..  9,61772  69586  8   R —33296   r 5,32344909 

9,56760  78427  5  A, 9,96812  46073  4,52236  678 

fin  a..  9,5675867832     m 8,24187  73676  r 2  106 

r=      TTo's^      p 8,21000  7^49   '•^ng*«-  333 

P 8,27375  27603   R 4>S2239  117 


p  =  162 1  81747 
P  =  1878  24724. 


Ç   =  25*^,  €0  :^   25*  y. 


€ 9994988  08840  7  cosa...  9,96544  06799  tang*a...  9,23682  845 

fin «..  9,63398  43502  6  R..«...     -—17823  r. 5,01414782 

9,58386  52343  3   A .9,9654388976         4,25097  627 

sin  a. .  9,58385  49032    « 8,24187  73676  r i  o33 

r=      î  o33ii  3  p 8,20731  62652  '•^Dg"«- ^ 


p=   1611  81898 
P=:  1869  89846. 


P 8,27643  84700   R 4,25098  838 


\ 


174  CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPTIQUES, 


c 9,94988  08840  7  008  a. . .  9,96064  45304  ^Mg*4É. .  >  9»«'7Î49  074 

sÎTi  m, .  9,6495^  74374  o  R —  3458a       r ^,■■6,26533  843 

9,59940  83ai4  7  ^ 9,96264  10722  49^^882  917 

9tnn. .  9,59938  98994  • 8,24^8773676       i\ 1842 

r  =               I  84220  7  p 8,2o45i  843^  rtang^a. .                   l^& 

P 8,27923  62954      R 4,53885  io5 

p   :=  1601  46864 
P  =  1902  II292. 


<P  =  27«,     a>  =  37*  i. 

c 9,9498808840  7      €08«.,.  9,9597295967  tang^rf...  9,30912  424 

1111  #..  9,66440  55998  o      R +  10663      r. 4»7'876  i52 

9,61428  64838  7      A 9,98973  o663o  4,02788  576 

ma,.  9,614^9  17170  « 8,24187  73676      r. —  5ft3 

r  =            —  5233 il      p 8,20160  803*^  rtang^a. .             —  '<>7 

P 8,28214  67046      R 4,02787  946 

p  =  1590  77234 
P  =  1914  90267. 


^  =  a»*,     ûf  =  a8«  i. 


c 9,94988  08840  7       cosa. . .  9,96670  4^639      tang^tf.  • .  9,34370  679 

sin  », .  9,67866  29015  4      ^ ^  30390       r. •  *  5, 1.3903  769 


9,62854  37856  1     û 9,95670  72029  4 > 48274  448 

sinrt. .  9,62855  75589    » 8,24187  73676  r. -—1  377 

r  =  '^        I  37732  9  p 8,î9858  45705  rX^ïxi^a.. — ^_M 


p  =  1579  73620 

P  =:  1928  28o3o. 


PI 8,2851701647      R 4 > 4827a  767 


<P  =  ^9  ,û>  ==  39«f 


c 9,94988  08840  7  cosa...  9,95356  77120  long* A...  9^37732512 

sin  •. .  9,69233  88236  6      R +  25i88      r 5,02385  ifti 

•    9,64221  97077  3      A 9,95357  o23o8  4,4<>ii7  694 

sin  a..  9,6422302723           « 8,24187  73676       r -^  i  o56 

r  =  —         1   05645"^       p 8,19544  75^  rXnffq..  —       262 

P 8, 28830  71 368   R 4,40119002 

p  =  i568  36665 

P  =  1942  25897. 


\ 


CHAPITRE  XllI.  175 

c 9>949^  08840  7      coêA. ..  g^gSoSi  g6585  tung^o^..  9,4iooS  7.37 

sio  *..  9,70546  88745  5      R —     3640       r ^fiSiio  ooS. 

9,65534  97586  2      ^ 9,95o3i  92945  3,56ii5  742 

ftittu..  9,6553483425  « 8,24187  73676      r 142 

r=                  14161  2      p 8,19219  66611  '•tan^û..  _J6 

P 8,29155  8073;!       R. 3,56n5  920 

p  =  i556  67038 
P  =  1956  85242 

(p  =3:  3i%  eo  =  51/^  i. 

c 9*94988  08840  7   co«a...  9,94695  93567  langfa...  9>44i97  4^* 

fÎQ»..  9,71808510179   R —  54006  n........  5,29044^55 

9,6*796  59858  6   A. 9*94695  39561  4>73^4ï  977 

sîo.a..  9,6679464674     « 8^24187  73676  r, I  952 

r=      I  95184  6  p 8si8883  13237  '''*^*^-  ^ 

P 8^2949234115     R 4 '7^244  4% 


9  =  3a^,  «  s:?  3ii°i 


;>  =  1544  65439 
P  =  1972  07493 


c 9t94988  08840  7  cQêa...   9^94347  46145  Xàof^a . . .  9,4,7324  008 

M]|«»«  9,73021  65240  o  R«...«»      — >  8182   r. 4943962  791 

9^68009  74080  7   A 9^94347  37963  3,91286  799 

ùtt.a..   9,6800946562-  «t......  8.,;i4* 87  73676  r 27^ 

r  =        27518  7  p 8,i8535  L1639  '^**»«?«-  • ^ 

P 8,29840  35713   R 3,91287  i56 

p  ^=  i532  32598 

^  =   «987  94*37 


9  â=a  55?,  à0   =5  55«A 


c. ...  9,94988  08840  7  c(Aa,..  9,93987  53x11  taïq^ti...  9i,^38a  963 

m ir..  9,74188  94971  3   R. +  3io86   r 4>9387&  4oa 

9,69177  o38i2    A 9*93987  84197  4>49^57  365 

Ma..  9,6917801258     «^ 8^^187  73676   r 4.,      *^  974 

r  =  —         ^446  p 8,18175  578^3  '•twÉT^  •    ~  ^" 

R.; .  •  • .  8,aoi99  89479   R 4i49^56  080 

p  =  i5i9  69274 
P  =  2004  46717* 


l'yô  CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPTIQUES, 

c 9*949^  08840  7   cosa...  9,98617  28891  tang*c...  9,53364  027 

sîn*..  9,753i2  80269  o   R. —  54280   r 5,20097  546 

■   — —  — ^^__»^             ■ 

9,7o3oo  89109  7   A 9,93616  74611  4>7^46ï  573 

sina..  9,70299  30264     « 8,24187  73676   r ^  588 

r=      I  58845  7   p 8,i78o4"48^   rtang*a.. 543 

P 8,3057099065   R 4»73463  7^4 


p  j=  i5o6  76259 
P  =  2021  66832. 


^  =  55* ,  e»  =  55*  i 


c 9,94988  08840  7  cosa. . .  9,98234  22i52  tangua. . .  9,56297  653 

sin  •- .  9,76395  4o365  5   R —  16227   r ^Ml^k   79^ 

9,7i383  49206  2  A 9,98234  05925  4»2>^22  449 

sfna..  9,7i383  04820     « 8,24187  78676   r 444 

;  =       44386"2  p 8,17421  79601   ^^°B* «  •  !^ 

P 8,8095367751   R 4,21028  o55 

/>  =  1498  54879 
p  =  2089  56i36. 


c 9>949^  ^^4^  7   cosa...  9,9288941671  taDg*a...  9,69176585 

•in  •. .  9,77438  75978  3   R +  88682   r. 4f93499  3o6 

9,72426  84814     ^ 9,92889  75808  49^67^  %' 

sina..  9,72427  70912     M 8,24187  78676   r — 861 

3=Z     86098*'  p....'.,  8,17027  48979  rtane'g..     —336 

P 8, 81847  98878   R 4,52674  694 


p  ==  1480  04492 
P  =  2o58  16334. 


(p   =  57%  »  =  57^^. 


c 9»94988  08840  7   cosa...  9,92484  12467   tangua...  9,61995816 

sm«..  9,78444  71278  8   R. —  82088   r 4,88562  693 


9,78482  80119    A 9,92433  80434  ^fSo558  5o8 

fliina..  9,78482  08272    m 8,24187  78676  r 768 

r=        7684^  p 8,16621  64110"  '•t«i>g*«-  320 


p   =  1466  27494 
f  =  2077  49188. 


P 8,81753  98242   R 4,5o559  596 
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^>  =  3S», 


58»  i. 


9,94988  08840  7 
9,79414  95670  7 

9.74403  o45n  4 

9.74404  49183 

=  —      I  44^'  6 

p  =  i45a  24^' 3 

p  =  -2097  56489. 


c^     •    •    • 

fin  «.  . 

sînxi.  . 

r 


co6^..  •  g,g20i5  55343 
R..  .  .  .  +  64290 

ù 9,92016  19633 

••....  8,24187  73676 

p 8, 16203  93309 

P 8,32171  54043 


Ung^a..  .  9,64777  877 
r. 5,i6o38  328 

4,80816  205 

'". —  I  447 

rt«iig*a^.         —       643 

R 4,80814  Ii5 


<P 


5g%    10  =  39*  1. 


C»    •    •    • 
8II1#..    • 


9,94988  08840  7 

9,8o35i  o5253  1 

-i 

9,75339  14093  8 

8În  a.  .  9,75340  36174 
r  =  —    1  22080  2 

P  =   1437  959>9 
P  =  2118  4oioo. 


coso. . 
R. 


P- 
P. 


9,9i586  34168 

+  57771 


tangua  .  .  9,67508  o4o 
r.;   .  .  .  .  5,08664  523 


9,9i586  91939 
8,24187  73676 


8,25774  656i5 
8,32600  81737 


4,76172  563 

r. -—I  221 

r  tang*  a. .    —   578 

R.  .  ,  •  .  4»7^i7o  764 


c.  .  .  .  9,^988  08840  7 
sîn«.  .  9,8i254»44'^  ^ 

I  r  I 

9,76242  53ooi 
tin  a.  .  9,76241  49^^^ 


I  03169 


p  =  1423  43320 
P  =  2140  01908. 


006^..  .  9t9ii4^  491^ 
R.  .  .  .     —  51936 

à 9»9"45  97^*9 

•t .  .  .  .  8,24187  73676 

/>....  8,i5333  70905 
P 8,33o4i  76447 


tang*ii. .  *  9^70191  oi3 
r. 5, 01354  9^^ 

4,71544  935 

r 1  o32 

r  tang*  tf . .  '       Sig 

R  .  .  .  .  4y7lS4^  4^ 


(P=:   4l%   6,  =  4i^J. 


c.  .  .  .  9,949^  08840  7 
tin*.  .  9,82126  4^7*7  ^ 

9,77114  54558  2 

sino.  .  9,77115  37323 


cosa 
R. 


«  •  • 


•  • 


•ff^ 


r  =  —      82764  8 

p  =  i4o8  67S64 
P  =  2162  43834. 

T.  II. 


à. 


P 
P.  . 


9,90692  92066^  taogta  .  .  9,72844  905 

-4-  44^88      r- 4>9i784  567 

•  .  9'y>693  36354  41646319  47a 

.  .  .  .  8,24187  73676  r.  .  .  .  .  .            —  828 

.  .  .  ..8,14881   ioo3o  '•*«n8*«-  •            —  443 

.  8,33494  37322.     R. 4,64628  201 
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CONSTRUCTION  DES  TABLBS  ELLIPTIQUES, 

9>949^  08840  7   coaa. .  .  9  90228  5i388   tan§*  a..  ,  9,78457  926 

+  59879   r. 5,02271  245 


àtx  «.  .  9,82968  33460  4   R 

— ■— ' — ' — -^ — • —  '  -  - 

9t>779^6  4^301  I      à, . 
sîn  a.  .  9,77957  47670 


■  -^ 


.  .  9,90229  11267  4>77729  >7» 

,  .  8,24187  73676  r —  1  o54 

r   =.—    i   o5368  9  p. 8,i44i6  84^  rlaog'a.  .       —   899 

P. .  .  .  .  8,339i58  62409   R 4>777î»7  5i8 

l>  a=  i3g3  69741 

P  =  2i85  67830. 

^  =  45%  œ=z45^i. 

^*  •  •  •  9)949^  08840  7   cos-^z. .  .  9,89753  25476  tangua..  .  9,78032  099 

sio».  .  9^83781  22o36  4   A*,»  •  •  •     —   281  >*.  ;  ,  .  .  •  2^66847  910 


9^7*769  30877  I 
siiiiz.  .  9178769  3o4ii 

4ê6"i 


A..  ;  » .  9,89753  25195  ,R,   *  .  ...  2,44^^  ^^ 
«t..  .  .  .  8,24187  73676 


■  Il  >* 


/>  =  i37ft  50989 
P=  2209  75868. 


p*  •*  » 
F..  . 


.  .  8,iS94o  98871 
.  .  8,34434  48481 


^  =  44%    «=44*-i- 

94988  08840  7       OQsa.  .  .  9,89265  4^791 


8m«.  .  9,84566  i8oo3  3      R..  .  .  . 

9>79854  26844 
sisp.  .  9^79554  87856 


ùu.   ...  9,89265  82803 

« 8,24187  73676   r. 


65  4^79^   lang*a. .  .  9,80578  881 
+  39012   r. 4>7^4i  526 

4,69120  407 
.  .  •  .     —  610 

„  =B  ~         61012    p. a,  13453  56479   ^^"8*''-  •  ""  ^ 

P. .  .  .  .  8,34921  90873   R 4*59119  4^7 

/;(^^  i363  12489 

P=;:  «34  69927. 

^*  •  •  •  9*949^  08B40  7      cosa  .  .  9,88766  62110      taDg'a  .  .  9,83092  180 
$\nm.  .  9,85324  2o538  2      R.  . 

A    .' 


9,8o3i2  29378  9 
siao.  .  9*^8oSi2  7iii5 

r  =1  -^  417^  ' 

.^,=  1347  55471 
P  =  2260  5.1987. 


•   « 


p- 
p. 


+  28277      >■ 4>62o5i  186 

4,45143  366 
/**  .  .  •  •     —  4*7 


9,88766  90387 
81^4187  73676 

8,12954  640^ 


8,354^0  83289   R  .  .  .  .  4,45142  666 


8i3.  Arrivé  aux  valeurs  de  F^  et  Bip  pour  f  amplitude  ^  =  45'' ,  on 
voit  qu^en  comparant  ces  valeurs  avec  celles  que  donne  ia  Tuble  Y 111 , 
l'accord  est  parfait  sur  la  fonction  F,  et  la  diflPérence  est  seolemeiit  d'tine 
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unité  décimale  du  dernier  ordre  sur  la  fonction  E.  Cette  différence  peut 
facilement  être  corrigée ,  en  diminuant  d'une  unité  du  dernier  ckifire , 
l'une  des  différences  premières,  peu  éloignée  de  45^,  marquée  an  signe  **-'. 
Nous  choisirions  de  préférence  la  différence  qui  répond  à  5o^ ,  et  pour 
laquelle  nous  prendrions  i556  6570.  On  pourrait  aussi,  pour  ftiire  remon- 
ter moins  haut  la  correction,  l'appliquer  à  la  différence  qui  rép6nd  â  41*9 
où  se  trouve  un  semblable  signe  r-,  et  réduire  ainsi  la  différence  1408  6665 
à  f  408  6664,  ce  qui  diminuera  les  nombres  Ë  d'une  unité  dans  le  dernier 
chiffre,  depuis  ^^=42**  jusqu'à  ^  =  4^°-  ^^'^  avant  d'effectuer  cette  cor- 
rection,  on  peut  continuer  le  calcul  de  la  Table  jusqu'à  la  fin,  pour  faire 
toutes  les  rectifications  à  la  fois. 

Nous  remarquerons,  au  reste,  que  c'est  par  une  sorte  de  hasard. que  le 
calcul  de  la  Table  s'est  rencontré  aussi  exactement  aÏTee  le  résultat  tiré 
des  formides  générales.  Cela  prouve  seulement  que  les  légères  erreurs,  qui, 
à  cblique  opération,  affectent  ou  peuvent  affecter  le  dernier  obîffire,  se  sont 
compensées  :  dans  d'autres  cas,  la  compensation  n'aura  pas  lieu  aussi  exac^ 
tement;  mais  en  opérant  avec  l'attention  nécessaire,  il  y  aura  rarement 
des  erreurs  de  plus  de  deux  ou  trois  unités  sur  le  dernier  ofaîire ,  et  dans 
tous  les  cas ,  cette  en*eur  sera  facile  à  corriger  par  les  moyens  que  nous 
avons  déjà  indiqués. 

(p  =  46%     a  =  46*i. 

e.  .  .  .  9,94988  08840  7   co0a  .  .  9,8825&  76934  .U»ff^a.  ^  9,86574  498 
sin»,  .  9,86o56  22069  9   R.  .  .  .     —  20842   r.  ^  •  «  ».4i4'^^'^  ^^^ 

9,81044  30910  6  ^  .  .  •  .  9,88256  56092         49^1892  gfji 
imu,   •  9,81044  oi858    «  .  .  .  •  8,24187  73676   r.  «  «  .  .       291 

r=:       ^52  6   j> ....  8711444^9768"  ''^"«•«- î£8 


p  =  i33i  81216 

P  r=  2287  2401 I. 


p.  .  .  .  8,35931  17534   R.  .  *  .  .  4,3^1893  497 


<p  =  47%  «  =  i?""  f 


c.  .  .  .  9,94988  08840  7   cosa  .  .  9*87735  84196  '  tâDg^a.  •  9,88028  192 
siiii».  .  9,86763  08843  2   R.  .  .  .     —  94o55   r*  .  .   .  5,09307  797 

9,81751  17683  9   A.  .  .  .  9,87734  90141  4 197335  989 

sîna.  .  9981749  93782   _<t....  _.  .  8,24187  73676   r.  .  •  .  .      i  289 

r  =      I  23901  9  p.  .  ,  .   9,11922  638Î7  '  ^'*tog*«-  940 


p  =  i3i5  91059 
P=  23i4  87931. 


T.  .  .  .  8,36452  83535  R  .  .  .  •  4,97338  168 


23  •• 
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CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPTIQUES, 


<^=  46',     ta  =  48*  î. 


V  •        •         • 

sîna. 
r  = 

/>  = 
P  = 


9,94988  08840  7 
9,87445  61424  2 

9,82433  70264  9 
9,82433  88323 

^  i8o58  I 

1299  ^^^ 
2343  4563o. 


oosa 
R. 


P 
P. 


9,^7201  90599 

+  i449' 
9,87202  05090 
8,24187  73676 

8,11389  78766 

8,36985  68586 


Uiig*a.  .  9,90463  954; 
r.  ^  .  .  •  4)^5667  2o5 

4,16111  i59 

r —  181 

r  tangua  .  —  i45 

R  .  .  .  .  4^16110  833 


(p  =  49%     a>  —  4g'i. 


C  •     •     • 

sina. 
r  : 


P 
P 


9,94988  08840  7 
9,88104  55i53  7 

9,83092  63994  4 
9,83092  08876 

55ii8  4 

1283  66652 
2372  98915. 


cosa 
R 

P 


9,86658  62915 
—  4677' 

9,86658  16144 
8,24187  73676 

8,10845  89826 
8,37529  57532 


tangua.  .  9,92866  919 
r. 4,74129  660 

4,66996  579 
r.  r  .  .  .  55i 

r  tangua.  4^ 

R  .  .  .  .  4,66997  59» 


<P 


5o<^,  ûù  =  5o'î. 


sin«. 

Ana. 

r  z 


P 
P 


9,94988  08840  7 

9,88740  6o554  9 

9,83728  69395  6 
9,83727  90816 

78579  6 
1267  39359 

2403  49^02. 


oosa . 

A.  .  . 
«  .  .  . 


P 


•  •  • 


•  •  •  • 


9,86104  ii838 
—  70437 

9,86io3  414^1 
8,24187  73676 

8,10291  i5o77 
8,38o84  32275 


tang*a.  .  9,95247  58o 
r  .  .  .  .  4969^30  981 

4,84778  56i 
r*  .  •>  •  •  7*^^ 

rtang'a-   704 

R  •  .  .  .  4»647^  ^5' 


€?•     •     • 

sin  0, 
sina . 


9,94988  08840  7 
9,89354  43700  9 

9,84342  52541  6 
9,84342  22293 

30248  6 


^  =  5i^,     0)  =  5i*i 

cosa  .  .  9,85538  30894 
R  •  •  .  .  -*-•  28628 


A  ...  »  9,85538  02266 
«  .  .  .  .  8,24187  73676 


p  =  i25i  06082 
P  =  2434  98977. 


/>....  8,09725  75942 
P. ..  .  .  8,38649  71410 


tangua.  .  9,97607  828 
r.  .^  .  .  .  4y4^7^  5^6 

445678  m 

r  •  •  •  »  •  3o2 

r  talflg»  a  .  286 

R.  .  .  .  .  4.45678  944 
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i8i 


(p  =  5a% 


c.  .  .  .  99949B8  08840  7 
sin».  .  9,89946  66546  I 

9,84934  75386  8 
sina.  •  9,84933  75656 

'•  =  99730  8 

p  ^  ia34  52459 
P  =  2467  48766. 


cosa 
R. 


P 
P 


9,84963  23386 
—  9960Q 

9,84962  23786 
8,24187  73676 

8,09149  97462 
8,39225  49890 


taug*a.  .  9,99941  045 
'' 4,99882  930 

4,99823  975 

^ 997 

rtang»a.  336 

R  .    .   .  .  4,99825  968 


8i4*  Passé  ce  terme,  Fangle  auxiliaire  a  deviendrait  plus  grand  que  45^, 
et  alors  la  correction  R  serait  plus  grande  que  r;  c'est  pourquoi  il  convient 
de  calculer  A  par  la  seconde  formule.  On  observera  en  même  temps  que 
les  différences  quatrièmes  «TfP  commencent  à  devenir  assez  grandes  pour 
qu^  soit  convenable  d'y  avoir  égard  dans  le  calcul  de  cTE ,  et  surtout  dans; 
celui  de  cTF.  Mais  ponr  cela ,  il  faut  que  la  série  des  auxiliaires  P  soit 
avancée  d'un  terme  de  plus  que  la  quantité  E  ou  F  qu'on  veut  détermi- 
uer  par  la  différence  /E  ou  /F. 

Au  reste,  pour  rendre  aussi  simple  qu'il  est  possible  le  calcul  de  la 
différence  /F,  on  voit  par  la  formule  J^F  =  P  +  5^;  /*P«  —  j^  J^P^, 
qu'il  faut  prendre,  au  lieu  de  /^*P^,  la  différence  seconde  corrigée.  ••• 
cT^P®  —  Y^s  «r^P*^;  €t  alors  en  appelant  cette  différence  J^'^V^c ,  on  aura 
cTF  =  P-f-  r?  «T'I^^;  il  en  est  de  même  de  cTE.  On  fera  d'ailleurs  atten- 
tion au  signe  que  J* *P**®  doit  prendre  par  rapport  à  /*P®.  Les  différences 
qui  vont  en  augmentant,  sont  toujours  supposées  positives,  les  autres  sont 
négatives.  Ainsi,  dans  la  Table  construite  pour  la  fonction  F,  les  J^*P 
allant  en  augmentant,  les  cT^P  sont  positifs  par  rapport  aux  J^*P;  mais 
les  /'P  allant  en  diminuant  (au  moins  jusqu'à  un  certain  terme),  les  J^P 
sont  négatives,  ce  qui  rendra  J^*P^  —  ^  J^P®<^  plus  grand  que  /•P*^. 


(f>  =  53%     ùù  =  53«f 


tangfl.  .  0,29283  4i<9^  ^    ^ 
cos«  .  .  9,774^8  75973  2    co»a. 

0,06722  17165  4 

tanga.  .  0,06722  23333 


•  •  • 


6177  6 


p  z=z   1217  98201 
P  =  25or  00098 


R 


P 
P 


•  •  • 


.  •  • 


9,65704  67648  5 
9,81328  29020 

9,84376  38628  5 
—  3563 

9,84376  35o65 
8,24187  73676 

8^08564  08741 
8,39811  386ii. 


sm"  a . 
r .  .  . 


r  . 


r  .  •  . 
/..  . 

R .  •  • 


9,76101  047 
3,7y>8i  97g 

3,55182   025 

—  62 

+    36 

3,55i8r  999^ 


%^2 


CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPTIQUES, 


tangd. 
cos«  . 

tangn. 


o,2ga83  4'<9^  ^    ù  .  ,  , 
9,76395  4^365  5    cos  a  . 

0,05678  81557  7 
0,05679  97®®4 


r  =  —    Il  5446  3 


E. 

A. 

at. 


•  « 


p 
p. 


•  •  •  • 


•  •  • 


►  9>657o4  67648  5  fin' a 

>  9,81923  32689 

9,83781  34959  5 
—  65229 

9,83780  69730 
8,24187  73676    R. 
8,07968  43406 
8,40407  03946. 


r 
r 

r 


9,75206  594 
5,06238  002 

4,81444^ 

—  I  i54 
+      652 

4,81444  094 


p  =  1201  39091 
P  =  2535  53958 

La  série  des  auxiliaires  étant  ainsi  avancée  d'un  ternie  de  plus ,  on  peut 
maintenant  calculer  la  diQérence  J^F  ou  J^E  qui  sert  à  ajouter  un  nouveau 
terme  à  la  colonne  des  fonctions. 

Ainsi,  1**.  pour  avoir  le  cTF  qui  répond  à  ^  =  52®,  j'observe  que  rela- 
tivement à  k  différence  cT'P^ss  ioi543 ,  on  a  J^^poo  =  —  244  ^  ce  qui 
donne  la  différence  corrigée  cT'PV  =  ioi545  +  ^  •  244=  ioi56o,  et 
ensuite  cTF  =  P  +  ^  cT'PV  =  2467  52998  ,  valeur  qui,  en  supprimant 
la  dernière  décimale ,  se  réduit  à  2467  55oo ,  ce  qui  donne  pour  55® , 
F=  1,04896  1980. 

a®.  Dans  la  Table  des  fonctions  E,  on  a  pour  ^=62®,  J^p^z=, — 6655 
et  ê'^p'^  =  -h  75 ,  ce  qui  donne  S^p'^c  =  —  6640 ,  <^E  =  ;?  +  j|^  J^y?®®c 
^  ia34  52182,  qui  se  réduit  à   1254  52 18. 

(P  =  55%    «  =  55'i'. 

b 9,6^704  67648  5 

séca . . .  0,1 7469  96547 
R +1  02166 


A 9,83175  6636i 

« 8,24187  73676 

p 8,07363  4^007 

P ô,4ioi2  07315 


tangd.  0,29283  41^9^  ^ 
oo«#..  9»753i2  80269 

0,04596  21461  2 
tanga.   0,04094  366i6 

r  =  I  84845  2 

;,  =  1184  76988 

P  =  2571  iio44* 

(P  =  56%    a  =  56«f 

tasgd.  0,29283  4^*92  ^      ^ 9>657o4  67648  5 

cos*..  9,74188  94971  2   séca...  0,16857  67900 

0,03472  36i63"4   * -66485  1 

UtBga.  .0,03473  59307 
r  =;?  -T-    I  23i4î  6 

^  =  1168  i3833 
P  =  2607  71702. 


8in*a.. . .  9,74248  801 
r. 5,26680  818 


r 

r. 

0 
r. 

R 


5,009^9  619 
4*  I  848 
•—  I  02a 

5,00930  445 


•  •  • 


A 9,82561  69063 

« 8^24^87  73676 

P 8,06749  42739 

P 8,41626  o46i3 


sin*  a. . . 
r.  • . , 

/.. 

r. . . 
/.. 

R.. 


9,73231  828 
5,09041  i85 

4,82273  oi3 

—  I  23l 

+   665 


4,82272  447 


CHAPITRE  Xm. 

tangS.   0,29283  4"9^  ^       ^ 91^^704  67648  5 

cos«..  9^73021  65240  séca...   0,16234  31620 

o,o23o5  06432  2      ^ • Jl!?I^i_ 

tangff.  o,o23o4  5i858  6 9,8193g  28002 

r  =  545^1       - 8,24187   73676 

p 8,06127  01678 

p  =  I  i5i  5i65i  P 8,42248  45674 

P  =  2645  35869. 

tangl...  0,29283  4119^  2      fr  .  .  .  .  9,65704  67648  5 
eoft#.  .  9,71808  51017  9      séca  .  .  0,15603  73479 

Tr"rmr!~nm~T  •  r  .  - . .          58872  4 
0,01091 92210 1 *  ^ 

tango..  0,01090  77351     A  ,  ,  ,  ,  9,8i3o9  ooooo 

r  =       1  148597   *• 8,24187  73676 

/>....  8,05496  73676 

p  =  ii34  92554  P.  .  .  .  8,4^78  73676 

P  =  2684  o3ooi. 

(P  =  59%     a>  =  Sg^i. 

tangO..  0,29283  4i'9^  ^      b.  .  ,  .  9,65704^^4^  ^ 
cos#.  .  9,70546  88745  5      séca  .  .  0,14967  44^'^ 

9,99830  ^9937  7    R —      -^'^^^ 

tADga-  9999631  558oi  A.  .  .  .  9,80671  49174 

r  ==  H         r^5863"l       «  •  •  •  •  8,24187  73676 

p  ,  ,  ,  ,  8,04859  2285o 
p  =  II 18  38745  p  .  .  .  .  8,4S5i6  24502 

P  =  2723  71994. 

Ungâ  .  0,29263  4"9^  ^      &  .  .  .  .  9,65704  67648  5 
C08#.  .  9,69233  88236  séca  .  .  o,i43fi2  86353 

9,985.7  a94«8l      » ZLJ??!^ 

tanga.  9,98517  4^^^  A.  .  .  •  9,80027  47^^ 

r  =  IT"'       T3^"I      *  •  •  •  '  8,24187  73676 

/>....  8, 04215  21282 

p   7SSS.    1101    92523  P.    .    .    .    8,44160    26070 

P  =  2764  4ï^>96. 


18S 


sin*^ 9,72140  fyA 

r 4>73698  736 

/ 4,45839  143 

r +546 

/ —  287 

R 4,45839  402 

sia*  a.  .  .  9,7*974  077 
r 5,06016  541 

^ 4*76990  6i8 

-r •+•  »  «49 

/ -      589 

R 4»7699>  ^78 

• 

sin'  a  .  .   .  9,69728  232 
r  ....  7  5,09989  911 

/ 4»79r»8  143 

r —  I   259 

/ -f-       627 

R 4,797»7  5ii 

sin*a.  .  .  9,68989  ia6 
^ 4>'^«99  ^ 

r 3,9oS88  4^Q 

r —      i32 

/ 4-        64 

R 3,8o588  352 


i84 


CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPTIQUES, 


<p  =  6i% 


6r\. 


tangS..  0,29283  4' '9^  ^ 
cos  «.  .  9,67866  29015  4 

9 > 97 «49  10^01 '6 
langa..  9,97147  ^77^^ 

r  =       2  62455  6 

/,  ==  io85  56285 
P  =  2806  07816. 


b  ,  •  , 
séc  a.. 

P  ,     »     , 
P.  .  . 


9165704  67648  5 
0,13671  85770 
-H  1  22623  7 

9*79377  7604^» 
8,24187  73676 

8, 03565  49718 
8,44809  97634 


810*41. 


r , 


r .  . 


r . 


R 


9,66950  44^ 

5,4i2o5  585 

5.08856  025 
+  2  625 
—  1  226 

5.08857  424 


taiigâ..  0,29283  41 192  2 
oosiy.  .  9,66440  ^^^98  2 

9,95723  97190  2 
Unga.  9,95723  IH09 

r  =  86081  2 

p  =  1069  ^^5^7 
P  =  2848  688i3. 


^  =5  62',     û>  =  6a*  7. 
6 9,65704  67648  5 

seca  .  •  o,i3oi8  i8i52 
R 388i6  I 


Ung  ô..  0.29283  4««9^  ^ 
co8«r.  .  9,64952  74374  o 

9,94236  .i5566  2 
tanga..  9,94^35  07702 

r  =       I  07864  2 

/>  =s  io53  2385o 
P=  2892  19791. 


£k, ,  ,  ^  ,  9,78723  24616  6 
......  8,24187  73676 

P 8,02910  98292  6 

P..  V.  •  .  8,45464  49^^  4 
<p  =  65%  (ê  =  65*  1. 

b 9,65704  67648  5 

séc  a..  .  0,12359  79i3i 
R 468i5  5 

A 9*78064  93595 

<t 8,24^87  73676 


8in*  a  .   .  .  9,65409  859 
r 4,93490  83 1 

r 4,^^8900  690 

r. +  86i 

/ —  388 


R.  .  .  .  .  4,58901  i63 


t&Dgô..  0,29283  4' «9^  2 
co8«.  .  9,63398  43502  6 

9,92681  846941 

tang  a.  9,92680  49^35 
r  =      1  35o59  8 

p  r=  1037  32962 
f  =  2936  55376. 


p.^    .  .  .  8,02252  67271 
P 8,46122  80081 

(P  =  64%     a>  =  64*  :. 

b 9,65704  67648  5 

séca  •  .  0,11698  70215 
R.  .  .  .  56256  t 


sîn*a.    .  .  9|6375o  571 
r. 5,03287  732 

r 4 '67038  3o3 

r..   .  .  .  .         +1  079 

r' —       468 

R 4,67038  914 


^-   •  •  •  9>774o3  94"9  8 
ce  ...  .  8,24187  73676 

/>....  8,01591   67795  6 

P.  .  .  .  846783  79556  4 


sin*  a.  .   .  9,61963  588 
r.  «  .  ^  «  5,i3o52  610 

/ 4,7^016  198 

r 4.  I  35i 

R 4,75016  986 


CHAPITRE  Xin/  iS& 

(p  Œ  65%    ûi  =  65'f 

toDg  0.  0,29283  4^  191  2      b 9,66704  67648  5  8ia*>o. . . .  9,6oo38  902 

009»..  9,61772695868      sëca...  0,1103691646  r J^j^i/^i^  i^ 

9,9106610779       ^ — jo344_  /......,  4^01471  044 

tanga«  9,91056  36740  ù 9,76741  4^9^  ''••« "^  ^^ 

^  —  Z  ^^61  "* 8^24187  73676  / +  io3 

p *.  8,0092922626  R ^^oi^'jo  98'] 

p  =  1021  62677  ^ 8,4744^  24726 

P  =  2981  68989. 

(P  =  66*^,    «=66^^ 

tangd.  0,29283  4>>9^  ^      ^ 99^7<>4  67^48  5  lin'a. ...  91-57954  565 

C05#. .  9^60069  96819  9      aéca. . .  0,10373  1^683  r. , 5,47287  5o2 

9,89353  38oi2  î      ^ '^^^^  ^  / 5,05242  067 

tanga.  9,89360  4<^^i  ^ 997^78  93i65  3  r +2  971 


2  97081   I 


.......  6,24187  73676  / —  I  128 


p 8,0026666841  3      R 5,06243910 

p  z=  1006  16916                P 8,48108  80610  7  - 

P  =  3027  62718. 

^  =  67%     a  =  67*T. 

ta«g6.  0,29283  4"93^      ^ 9)^7^  67648  6  sin* <!....  9,56707  866 

cos-if..  9,68283  96606  8      séca...  0,09712  86688  r.....»..'  4976460  i23 

937^717798        ^ ?249i_  /.......  4,Sîi58  o<i^ 

tanga.  9^8766680978  A 99754>7  748286       r. '!  4*568 

r=:                   56820""       ' ..8,2418773676  r...,. ...              —.206 

p 7999606  48604  6      R ^^ZiiSd  372 

p=    99095709               P 8,48769988476  •        . 

P  =  3073  97184.  :     .      ' 

(P  =  68^,    ûi  t=  68^i 

tangd.  0,29283  4"92  ^      * 9y^7o4  67648  6  'riii*»a... .  1^^93272  879 

oos«..  9,56407  54326  I       séca...  0,09066  06734      •    V".. .:....  4974>8i  082 

9,86690  96618  3    ^- ~  '^'^  ^  /.,;.,..  4,27453  ^ 

tanga.  9,86691  60702    ù  .....  99747^9  66566  r.; ..... .     —  662 

r:^Zl           55,83  n   «../....  8,24187  73676  /,.,.....     4-  188 

p.'-'i  7*98947  29^42        R 4*^7453  697 

^*=s     97606193               P.,.-:. .  8y494a8  i8no  '    >>*>-» 

P  sss  3i2o  91407.  *           (    : . 

T.  11.  24 


\ 


i66 


œNSTRUCnON  DES  TABLES  ELLIPTIQUES, 


<?^^, 


69' f 


>  :   9h83)i5  94146  I 
tafa)|a^.  9,83713  43ii& 


2  5'iô36  I 


p  =  g6i  47605 
P  =  3i68  22681. 


h*  • .  ^  « .  916S704  -67648  5 
séc*. ..  #,08400  62848 
R +805376 

m 8,04187   73676 

Pé 7,98293  84710 

R é,5oo8t  62642 


fliit^a^ . . .  9,50625  6o5 
r ^939172  58o 

/ 4,9o«^  i85 

r •+•  a  5io 

/ —      8o5 


R 4»y>599  890 


P  ^  7^> 


ùf 


7o*f 


taàg^.  09^283  4<>^  2     b  .  .  .  .  9,65704  67648  5 
oiiê#.  .  9,5^349  52565  4    s^A  •  •  ^9^77^4  84976 


r.  .  .  . 


9,^ai632  94757  6 
a«.  9,8i633l  64960 

'=  —     71202  4 


R.  . 


— ^  2j382  5 


A.  .  .  .  9,73459  31242 
«  .  .  .  .  ft,  241^87.  73676- 


/  .  .  . 
r.  .  .  . 


p  =     947  26282 
P  =  32i5  76455. 


p\  •  »  »  • 

p. . 


■       b 


7>97^7  o4&ï8 
8,50728  42434 


/  .   .  . 

R   .   •   • 


<p.  s=   71*,     ca  s;  71'  f. 


t^^M  ^,a9!^83  41192  a    b 
opfifr.  •  ^>^l47  644^3  6    aéoa 

S»  7943 ^  Q5645  8 
tmt^'  9»  794^^8  881.93 


•  •  •  • 


R. 

A. 


2  17452  8 


•  •  •  • 


r. 
/ 


p  =  933  44^1 

p  =  3a63  36a36. 


P 
P. 


•       •       •       b 


•       • 


^ 


flo^fr>*  9,473i4  '8o4i  I 

9i77<>97  59^33  3 
*^g^-  9»77<^^^^ 
r  :=  93io3  3 

p  =  920  06220 
P  =  33io  835o6. 


•  •  « 


b. 
S. 


•  • 


•  •  • 


•  •  • 


•  •  •  • 


9,66704  67648  5    tia*a 
0,07115  92270         r.  .  . 
+.  6076Î  I     ^ 

9,72821  20681  6 
8,24187  73676 

7^97008  94357  6 
.  8,5i366 .52994  4 


m  ît=  72*  i. 

9,66704  67648  5 
09  06489  o652o 
+.  24o5o.  5 

9,7V9^  98^19 
8,24187  7367& 

7,96381  71895 
8,51993  75457 


9,47767  600 
4,86249  463 

j()33oo7  063 
—  712 
+  214 

4,33oo6  565 


9,446a5  91S 
5,33736  Soo 

4,78362  4t8 

+  2  176 
—   608 

4,78363^ 


sin- tf. 
r  .  .  . 

r  .  .  . 

/. . ., 

R.  .  . 


9,4iai5  iga 
4,96896507 

4,38*11  699 

—  a4i 
4,38iia  389 


GOAnTRE  Xni.  187 

^«n»73»,    «fis  73»  i. 


taiig'..  o«39283  4*19^  2  i .  '.  t  .  9^66704  676481  5  m^c.  <  i'^3>}^W  4^ 

ew«. .  9i4''334  18046  1  léoa  •  <  0,05875  4>^^7  !*<  .  ^  .<  .4^74^^  9^ 

9,74617  S^aSS  4  »'••'_      -^  i3aa46  /  .  ., .  ,.  4vi«i38  444 

tanga.  9,74618  iSotf  ù.  .  ,  ,  9<7>579  96701  r.  ...  .  j         '.  "^  ^^ 

r  =  H  ^^"5  *•   •  •  •  8,^4187  73676  /.  ....  +  f3a 

^.  .  .  .  7,98767  70377.   R 4>i^''^  *"8 

/>=  907  14568     P.  .  .  .  8,5à6*7  76975 

P  =1  3357  97685.  ■■■:. 

taggO.  0,39283  4119a  ar   ii  .  .  .  9^65^04  67641  5    M*(i  ;  .< 9^33388  865 
ooa».  «  9r4^^  88240  a    tiHà  .  .  0,05276  4L73&       >»<...'.  Sj389o8  5*4 

0,71973  29432  4    ^ +  ^^^^  ^-  /  .  .  .  .  4,7*297  379 

tAoga.  9,71970  84478        â  .  .  .  .  9,70981  63228        r.  .  V  /  .■    '  ff-  a  4^ 
r=  r4^54l    *  •  •  •  '  8^%4'87  73676        /  .  ,  .  .        ~      5a8 

p  .  .  .  .  7^95169  35904        R 4.7**99  3oi 

p=z    89473328  P.      .  .  »,53tto6  ii44t 

P  =  3404  56iao.  > . 

tàag.ft.  1^9^19283  41193  ^    è  .  é  ,  .  9^65704  67648  5-   tin*  a  r  /  9,9(8893  419a 
çoêm.  .  9,39859  96421  3    téom.  .  V  9,04696  8593e        K  .  .  .  V  »,46664  £s3 

.9,69143  37613  S  » •  *  •  •       ~    ^^  y  . .  ^ .  â^i^fissTeTs 

tânga .  9,69143  4^542        A  .  #  .  .  9,70401  53017        rv  *  .  V  .  .«.    .^ 

r  =s=  H  2928  5    ^  •  .   .  •  eya4i87  73676         /   .  .  ,  .  +       6 

P0  .  .  ^  7,194589  26693        R  .  .   .  .  2,75557  592 

p  =    882  86168  P 8'^53786  20659 

P  =  3450  34137. 

if  a  7ê%     »  axa  76^  f 

tMMgfi  .  09.99283  4^igft  ^    b.  .  .  r  9965704  67648  ^  m^è.  ^.^  »  9»93923^  048 
oos#.  .  9,36818  52534  1    séom  .  •  0^4137  1^398       ii^é'  w.  éi  r  5^^499^938 

9,66101  93726  »   a—  •  • 4-. 54806   ,.  /  ^  .  .  ..  ^,78880  i"^ 

tao^.  9,66098  77812        A,  ..  ,  9,69842  37852  5    r  é  k  .  u<  « .     {*f-  3  1S9 

r  s  ^rT5^4l    ••  •  •  •  8fa4g87  73676   .^  /;  .  .  .  >       =     548 

p.  r  .  «  7994o3o  ii528  5    R 4)73882  787* 

/>  =    871  56775  ?•  •  .  .  8,64345  3582»  5  :     c 

P=  3495  o5i52.  -;^,;     r  »F        , 


>  * 


i88 


œWSTRUCTlON  DES  TABLES  ELLIFnQLES, 


9 


tangf.^  0,29283  4*192  2^  ^  .  . 
Qas#;  .  9  y  3353s  67506  I     Bésca 


:  9^6281 7  0869& 
tanga.  9,62814  4^^^ 


77^.   û>£=:77^f 

.  9>657o4  67648  5  *  flln^tt. 
.  0,03601  86194  '  t,  .  : 


2  63078  3 


t  •  • 


9,69306  94o55 
8,24187  73676 


/>  =  860  88824 
P  =  3538  40844. 


P. 


7>93494  67731 
8,54880  79621 


r:  ,  4 

w  •     •     »■ 

i 

R.  .  . 


9,18425  i8g 
5,42008  5o2 

*  T  ■ 

4,60433        691 

+  2  63r 

—    4^^ 
4960435  920 


<^  =  7^^ 


T^i' 


Ungft.*  0,29283  ^itgot  2b,. 
COS0  . .  9,29965  53o93v  I     aéca 

9,59248  94285  3 
Uiiga.  9,59248  83639 


R 
A 


•  •  •  '  • 


10646  3 


•  •  •  • 


p  =:  85o  85952 
p  =  358o  11414. 


P 
P. 


•  •  •  • 


•  •  • 


9,65704  67648  5  êiri^a   .  .  9,i^3io  955 
0,03093  3588i 
+    i4'3,S 

9,68798  04943 
8^24187  73676 

7,92985  78619 
8,55389  68733 


r  .  .  .  .  4><^^7i9  ®7o 

/  •  .  .  .  3,i5o3o  825 
r  .  .  .  ,  +  106 
/  .  .  .  .     -^  "4 


R  .  .  .  .  3,i5o3o  917 


taogd..  0,29283  4119^  2 
oos#.  •  9^26063  30434  4 

.9,55346  71626  6 
tanga.  9,55348  i3o85 

r  =  —        I  4145F4 

ri 

p  =    841  5i73o 
P  =  3619  85928. 


6  .  .  .  .  9,65704  67648  5    tin* a 
•éca  .  .  0,02614  o5i92     '    r. 
R.  .  .  .  —  16043  5    ^' 

A.  .  .  .  9,683i8  56797 
».  .  .  .  8,24187  73676 


/>....  7,92506  30473 
P.  .  .  .  8,55869  16879 

<p  =  8o*,  a  =5  8o*f 


r.  *^ 

r 

R.  . 


9,05468  i58 
5,1 5062  874 

4y2053l  032 

—  I  4i5 

-f"   160 

4, 20529  777 


tàngd..  0^29283  4' '9^  ^  ^ 

oos«  ..  9,21760  92289  4  9éca 

9,5io44  33481  6  ^ 

tângà  .,9,5io4i  3i022    -  A 


3  02459  6 


p  =    832  89623 
P  =  365;  32737. 


P 
P 


9,65704  67648  5 

0,02166  38944 
-4-28720  5, 

9,67871  353i3 
8,24187  73676 

7,92059  08989 
6,563i6  38363 


r'  .  , 
r.  é  1 

1      •      t 

r: ... 

R.  •  • 

>  •  • 

8»97749  84* 
5,48066  737 

4,458i6  579 
-I-  3  025 
—   287 

4,4^19  3'7 


CHAPITRE  Xm. 


18;) 


p  =  8i% 


€û 


8i*f 


tangfi  .  0,20283  4>'9^  ^ 
00s «..  9,16970  20867  7 

9,46253  62069  9 
Ung6.  9,46255  71844 

r  ^  —        2  09784  i 

p  =    825  09960 
P  =  3692  19990. 


b  .  .  .  .  9,65704  67>48  5 
séc  a  .  .  0,01754  70254 

—  16284  5 

9,67459  21618 
8,24187  73676 

7,91646  95294 
8,56728  5ao58 


R. 
A. 


«   •   • 


•   •    • 


siD*^..   .  8^89002  o32 
r 5,32177  ^^7 

'•' 4i^«"79  2^89 

r  .  .   .   .  .         —  2  098 
r +       i63 


P 
P. 


•  •  • 


R 4i2>'77  354 


•  •  • 


(P  =  82* ,     a  =  82*  f 


tangS*.  0,29283  ^iiyi  2    i.  . 
cos#..  9,11569  76687  2    séc  a 

9,4o853  17879  4 
tanga.  9,4o855  87698 


—    2  69718  6 


R.  . 


p  =  817  94887 
P  =:  3724  16213. 


P 

F. 


•   r 


«  9,65704  67648  5 
.  o,oi38o  36847 
—  16611 

.  9,67084  87884  5 

•  8,24187  73676 

•  7,91272  6i56o  5 
.  8,57102  8579r  5 


sm'  a, 

r.  .  ', 

r.   . 
/.  •  . 

R.  .  , 


<P 


sa*,    »  =s  83*i. 


tangf..  0,29283  4^igi  2  b  .  .  .  .  9,66704  67648  S    sin'a.  . 

cos^*  .  9,o5385  87663  7  »6ca  .   .  0,01046  06407        r.  .  .  . 

9,3466g  28766  9    *•  •  '  ^ +_i96l4_2 

UngâT.  9,34666  II 743 


A  .  .  . 


p  ==  811  68334 
P  =  3762  90968. 


A  .  .  .  .  9,66760  92669  7 
4  ,7012  9  ••  •  •  >  8>^4'87  73676 

/>....  7,90938  66345  7  R  .  .  . 
P  .  .  .  .  8,67436  81006  3 


^  =  84%  «  =  84«i. 


tiDgâ..  0,29283  4i<9^  ^    6  .  .  .  .  9,66704  67648  6    sin'a  . 
ootiTé  .  8,98167  28716  4    séca  .  .  0,00766  01040         r.  .  •  . 

+    74i3  o 


•  •  •  • 


9,37440  69907  6    '^ 
Unga .  9,37438  52984        ù  .  .  .  .  9,66459  76101  5 

r  «=  a  169336    •     •  •  •  M4^£7_7f525_ 

j»  .  .  .  .  7,90647  49777  5 
^  :=  806  35975  P  .  .  .  .  8,57737  97574  5 
P  s  3778  15488. 


r 
r, 
•  . 


•  •  • 


•  •  • 


8,78961  oi5 
5,43091  090 

4,22042  io5 

-2697 
+   166 

4,22039  674 


8,67238   127 

5,62014  949 

4,29263  076 
+  4  »7'^ 

-   '96 

4,29357  o5o 


8,53367  039 
5,3363o  680 

3.86997  719 
4-  3  169 

-   7l 

3,86999814 


190 


CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPTIQUES , 


(p  =  85%    00  »  85*  J. 


Ungt..  0,29283  4119^  ^ 
008  â».  .  8,89464  32984  o 

9,18747  74176  a 
Unga.  9,1874a  01764 

r  =  5  72412  2 


p  =    801  70183 
P  =  3799  63483. 


séc 
R 

A 

m 

P- 
P 


•  9*65704  67648  5 
.  OyOo5o8  74168 

i3256  5 

•  9,66213  55073 

,  8,24187  73676 

■ ^ 

•  7>y>4oi  28749 

•  8>57974  18603 


•in*  a 


r.  . 

/  . 
ré  . 


8,36466  552 
5,75770  888 

4,12237  44® 

+  5  724 
—      i53 


4,12243  i3i 


^=ï86«, 


86«A 


eot*..  8,78567  53787  7  léca 

9,07850  93979  9  *•  • 

««Qga.  9,07857  59617 A.  . 

r  =  —   6  65637  i  *" 


•  • 


J9  =   798  03002 
P=  3817  II729. 


P 

P.  . 


9,65704  67648  5  M'a.  .  .  8, 15095  giBLi 

o,oo3o9  60397  r 5,82323  752 

~    94^1  8  ^r 3,97419  736 

9,66014  18623  7  r —  6  656 

8,24187  73676  r  .  .  .  .    +    94 

7,90201  92299  7  R  .  .  .  .  3,974i3  174 
8,56173  55o59  3 


^«87%  a,==8fi. 


tMgà.  0,99283  41192  ^  ^ 9165704  67648  5  9in*a.  .  .  7,a6i6<  3oo 

ixmm.  .  8,63967  95616  1  êécA  .  •  o,ooi58  47i46  r.  .  .  .  .  6,08802  238 

Ï^Si  36808  3  R  —  •  •  +    ^907  S    ^. a,94^538 

taig.a»  8,93239  12129  A.  .  .  .  ^65863  23702    r. -^12  247 

r  =      12  24679  3  •  •  •  —  8,24187  73676    / —     89 

/r.  .  .  .  7r9oo5o  97378   R ^,94975  696 

p  =  795  26110  P.  .  •  ,  8,58324  49974 


P  z=L  383o  40766 


jtang;»..  0,99283  41192  a 
ooi«»..  8,4» 791  90153  9 

8,71075  3i346  t 
Unga.  8,71085  26586 

r  =  —         9  95239  9 

P—    19^  40789 
P  =  3839  35454. 


(P  =  88%    û^ï=  88*f 

6  .  .  .  .  9,65704  67648  5    sinf  a  .  .  7,^o56  002 


séc  a  •  •  0,00057  26469 
R  •  .  •  •  —    2690  5 


A  .  .  .  .  9,65761  91497 
#»...•  8,24187  73676 


P 7*89949  65i73 

P  .  .  .  .  8,58425  82179 


*» S*9979^  778 

•  .  a,  41848  780 
—  9  952 
+   26 

R  .  .  .  .  3,4i838  854 


r  . 


CHAPITRE  XUI. 


's)« 


^  =  89%    •  =  89-  f 


tangl..  0,219283  4'i9^  n    b  ,  . 
oot  ^.  .  7,94084  18S96  8    êéc  a 

8,23367  59789 
Unga.  8,23339  19746 


R 


■  fm 


r  :=  28  40^4^ 

/>  =     792  47910 

P  =  3843  85429. 


P 
P 


9,66704  67648  5 
0,00006  36026 
+   832  3 

9,65711  04506  8 
8,24187  73676 

7,89898  78182  8 
8,58476  69169  2 


sId*  a 


r. 

/ 

r, 

» 

r 

R 


6,46665  674 
6,45332  491 

a,9ï998  i65 
+  28  400 

— 8 

2,92026  557 


8i5.  Ici  se  termioe  le  calcul  des  auxiliaires  /7  et  P  ;  car  {XHir  ^  ss  go^, 
OD  aurait  »  =  go^  \^  et  les  auxiliaires  seraieot  les  mêmes  que  pour  •  •  « 
ùà  =  89*  \ ,  ou  pour  p  =  8g*.  De  même  pour  f  ss  gi^.  les  auxilifaires 
seront  les  mêmes  que  pour  ^  =  88*  ^  de  soKe  qu'a  go*,  la  difierence  S'p 
ou  ^P  est  la  raêmie  au  signe  près  que  pour  88*  \  on  a  donc  toutes  leé 
données  nécessaires  pour  terminer  les  deux  séries  des  fonctions  E  et  F ,  et 
compléter  le  tableau  ci-joint,  qui  contient  le  résultat  de  low  les  ealctda 
précédens. 
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CONSTRUCTION  DES  TABLES  ELLIPllQUES, 


D«g. 
o 
I 

2 

3 

4 


6 

l 


lO 

II 

12 

i3 

i4 


i5 
i6 

'.i 


ao 
ai 
aa 
a3 
a4 


l 


a5 
a6 
a 
a 

^ 
3o 

3i 

3a 

33 

34 

35 
36 

II 
39 


i 


E. 


o . ooooo 
0.01745 
o . 03490 

o . o52^4 
0.06970 


0.08712 

o. 10450 
o. 12193 
o.  18026 
o.i5d56 


0000 

2589 

0058 
0888 
8166 

8584 

7942 
2o5i 

6735 

7832 


0.17383  119 
o. 19105  270 
0.20822  82^6 
0.22535  3744 
0.24242  5 140 


o.25q43  84o5 
0.27088  9539 
0.29822  4575 
o.3ioo8  95oo 
0.82688  o658 


0.34349  ^q5i 
0.36007  5o4s 
0.87657  1958 
0-^297  0178 
0.40929  8607 

0.42551  i683 

0.44162  9676 
0.^5764  4218 
0.42355  1800 
0.48984  9028 


o . 5o5o8 
o .  520^ 
o.536oi 
o.55i 
0.56656 


2553 
9124 
S588 
8671 
5475 


o.58i68 
0.59656 
0.61186 
0.62608 
o . 64o55 


2981 
8802 
8688 
1278 
8604 


0.65498 
0.66916 
0.68325 
0.69719 
0.71097 
0.72460 


3oq5 
7880 
3qq5 


5899 
7071 


/E. 


5  2589 

4  8869 

3  9980 
42  7278  — 
410418 


88  9858 
36  4^09 
88  4684 
3o  I 
26  3; 


22  i5o6  -f- 
17  5543 
12  5498 
07  1806 
01  32o5  — 


695 
688 
681 


ii34 
5o86 
5oo5 
1078 
8298 


658 

1640 
681 
621 


1691 
63i6  + 
72i5  — 

8026 


611  8oi8 
601  4542 
590  7582 
5*70  7228 
358o 


556  6571  — 
544  6414 
532  81 33 

680Î 

7500 


8  5821 

o  o836 

466  2640 

52  2826 

37  949» 


I 


28 

08 

898  6887 
878  5017 


85  + 


'i 


868  1172 
347  5475 


27649 

27649 
85446 
01059 
74532 
05926 

95324 

42882 

48574 

12 

85 


22 

«7 
12 

07 

01 


16776 

57102 

5666 

i568 

34812 


681 


«2994 

52002 
51670 

ia3é8 
34520 


658 

040 
681 
621 


611 
601 

590 


18484 
64717 

45852 
81747 

?i8q8 
46864 
77234 
73620 
36665 


67038 


4a3 
408 
393 
378 
363 
347 


43330 
67564 

69:41 
50989 

55471 


ip» 


OOOOO 

42208 


1  20027 

I  68606 

2  10602 


2  52492 
2  94258 

8  35877 
3  7^329 

4  18592 


5  00465 
5  41082 

5  81828 

6  21818 


6  60092 

7  00828 

7 

8  16086 


201 


8  53767 

8  91088 

9  2^827 
9  541 o5 

9  99849 


o  85o84 

0  60680 

1  o36i4 
I  ô6o55 


2  01599 
2  82841 
2  68824 

2  98015 

3  21880 


1  75756 

4  97828 

5  18752 

5  885oo 
5  57018 
5  74255 


f'p. 


81242 
8o488 


28007 


271 II 
26188 
25218 
24205 
28157 


22067 
20920 

mi 

17237 
15902 


^>. 


147 

107 
189 
211 
281 


25i 
270 
296 
821 
343 

368' 
891 

409 

& 


48â 

5n 

534 

589 


iia 


700 

730 


759 

ife 

858 
JB96 

928 

97^ 
1008 

1048 

1090 

7Ï38 
1181 
1280 
1281 
i885 
i388 


25 

«7 
22 

28 

18 

23 

20 

22 
22 
20 

22 
20 
25 
22 
20 

18 
28 
23 
22 

2Q 
2$ 
25 

3o 

23 

'  3l 
26 

3i 

80 

83 
34 

32 

88 

32_ 

42 

88 

o 

il 
43 

5i 

54 
53 
61 


I 


m 


CHAPITRE  Xin. 


195^^ 


^• 


!l6 


^9 


0.00000 
0174^ 
o34ûi 
oSaSn 
06985 


0000 

2214 
8879 
8226 


45oi 
1966 

4904 
7621 

4454 


7623 
[9202 
21006 
22845 
24629 


97' 


26419 
28210 
3oo2i 
3i832 
33652 


9369 

o]îl 
625o 
2088 


35480 
37317 
39163 
41020 
42887 


;65 
15 
[8558 
50472 
52401 


2869 
3617 

9444 
5557 

7260 


9962 
9181 

o55o 
9822 
2875 


54343 
»o3oo 
58272 
,60200 
62265 


4507 
5525 
521 3 
0166 


:B4i86 
66326 
.68384 
70462 
7^559 


ji38 

0212 
6173^ 


IÎ8 
78980 
81166 
83376 
856io 


o5i5 
loio 

2898 
0843 
8202 


fF. 


8218 
6665  + 


2938  — 
2717  + 
6833 
53i8  — 


8208 
5545 

m 

4720 


Si 

811 


0348 

5838 
0781  — 


856 
867 
878 


o?48 

6ii3 
1703 
2702 


956 


2004 
2021 


92«9 
i3o9 

5272 
o53  + 
2846 

878S 


5900 
1936 
5229  — 


o525 
4725 
7133 
7oi5 


38201 

38aoi 
80418 
64891 
0170» 
60972 

■728B4 
27581 
25368 
665i2 
5 1340 


811 


«37 
846 
856 
1867 
878 


956 

972 
987 

2004 
2021 


80224 
53578 
71860 

355 

452 

oi5i^ 

& 

563 19 
05712 

■^5345" 

56io4 
58920 
14780 
24724 

I12Q2 
00207 

28o3o 

85242 
07493 

^  1? 

66832 

56Ï36 
16334 
49183 
56489 
40100  I 


1908 
43834 
0783© 
25868 

699^7 
51987 


*P. 


00000 

42217 

84473 

I  2081 I 

1  69270 

2  II 892 


2  54717 

2  97787 

3  41144 
3  84828 

4  28884 

T733"5t 
5  18282 

5  63712 

6  09087 
6  56257 


7  03463 
7  5i357 

890634 


9  50^58 
o  02816 

0  5586o 

1  09944 
I  00122 


2  21445" 

3  37763 

3  97867 

4  59345 

5  2225 I 

5  86644 
[6  5258o 

7  20Il5 

7  89304 


Î60198 

9  32840 

20  07306 

20  8j6ii 

21  61808 


22  4^926 

23  23996 

24  o8o38 

24  04059 

25  82060 

26  72024 


f^?.      /3p.   ;4p. 


^2217 
t256 
t338 
[2459 
2622 
2825 


43070 
3357 
3684 
4o56 
4470 


44928 

»43o 

J5975 

[6070 

^7206 

47894" 
48626 

49410 

50241 

51124 

52Ô58 
53o44 
54084 
55178 
56324 


60104 
61478 


72651 


82070 
84042 
80021 
88001 
89064 
91896 


688 
732 


986 
040 


543 


ia 


20 


^ 


CONSTRUCTION  DES  TJISLES  ELLIPTIQUES, 


f. 


49 


W 

56 


60 

6t 

es 

64 

er 

66 


7a 
74 

8b 

84 
86 

I; 


o 
o 
o 
o 
o 


o 
o 
o 
o 


È.- 


0.73806  2546 
0.75140  o6oi 

0.76455  0646 

0.77755  oaSb 


50^7 

4* 


8o3o6  89 
81557  8914 
81792  4^32 
84010  0982 


852 n  7829 
863q6  5523 
87564  6910 
88*7 16  2o8fr 
i365 


90969  5271 
92071  4^65 
93157  0246 
94226  356 I 
95279  6020 

96316  94^2 
97338  5768 


344  7470 
99335  71 65 
oo3ïT  78^1 


01273  2733 
02220  5526 

04901  2655 


05876  02l3 

06708  907 T 
07630  oooi 
08491  ^i98 
09342  0039 


ot83 
1016 
1841 
2659 
3471 


85i2 

8241 
5425 


4277 
5079 
5877 

'66,2 
;7466 
8258 


8383 

5771 
64^8 

o5 
gb83 


*E. 


347  5425 
33i  8o55 
3i5  9045  + 

fe5Ô4 

68k7 


267  3894 
^^o  0973  + 
234  5218 
217  9800 
201  3897 


184  7604  + 
168  i382 
i5i  5178 
i34  0272  + 
118  3900 


101 
o85't)Wi  — 

33i5  + 

245g 
037  3382 


021 
006 

995 
976 

3t 


63ë6 

od50'  4" 
4912  — 


920 


2793  + 
4645 

o8t7' 
r667 
7558 


88^ 
871 
860 
85o 
841 


Ma 
829 
817 
81 1 
806 


885»  — 
5933  + 

§8lf^ 

5473  4- 


8ot 

798 
79S 
793 
79a 


0624  *- 
9828  + 
718^ 
2958 

■^3W 
0677  •*- 
2993 

4464 
5178 


347  584? » 
33i  81216 
3i5  9to5q 
299  86388 
283  6865*2 


267  39359 
25 t  00082 
234  52459 


t84 

t€8  i3833 
r5t  5i65ï 
i3i  ^554 
I 18  38745 


it»i  02523 
o85  5628S 
060  3îî527 
o5o  2385o 
037  32962 


021  62677 
006  rSgié 


99^ 


05193 
47606 

2628^2 


882 
871 
eéo 

85o 
84r 


85768 
56775 
88624 
85952 
5173b 


8S2 
825 
817 
8ti 
806 


89623 
02060 
04887 
68334 


5  74^^ 

5  90157 

6  «4^71 
6  17736 
6  29293 


6  47^^3 
6  54258 
6  59110 
6  62103 


6  63i55 
6  62182 
6  59097 
6  53809 
6  4622*2 


5  36238 

6  23'758 
6 

5  ^   _ 
5-  70285 
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Soés 
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h  54'57 
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S 
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'î 

t" 
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3363  SS72 
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,  5  78017 

-,35ll 

'M 

1  07003 
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336S3 

1^1 
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3,851 
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1026 
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64 
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85 

m 
90 
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816.  On  voit  par  le  dernier  résultat  que  la  fonction  complète  F'  n'est 
en  erreur  que  d'une  unité  du  dernier  chiffre ,  et  cette  erreur  se  corrigera 
immédiatement  en  prenant  3843  6667  pour  le  J^F  qui  répond  à  89* , 
correction  indiquée  par  la  valeur  3843  6666  +• 

A  l'égard  de  la  fonction  complète  E' ,  on  voit  que  le  dernier  chiffre  est 
trop  petit  de  deux  unités  ;  on  a  déjà  vu  qu'à  45®  le  dernier  chifire  de  la 
fonction  est  trop  grand  d'une  unité.  Ces  deux  légères  erreurs  se  corrige- 
ront fort  simplement  en  retranchant  du  dernier  chiffre  des  fonctions  E 
une  unité  de  3i''  à  5i®,  les  laissant  -comme  elles  sont  de  62*  à  58*, 
ajoutant  une  unité  de  Sg""  à  6a*  et  deux  de  63"*  à  go*. 

Les  fonctions  E  et  F  étant  ainsi  corrigées,  la  Table  particulière  pour  le 
module  sin  63*  se  trouvera  construite  telle  qu'elle  est  insérée  dans  la 
Table  IX. 

817,  H  est  bon  de  prévenir  ceux  qui  voudraient  exécuter  de  semblables 
calculs  j  que  lorsque  quelqu'erreur  se  glisse  dans  le  calcul  des  auxiliaires 
Pi  on  la  reconnaît  facilement  par  les  irrégularités  que  présente  alors  la 
colonne  des  différences  quatrièmes  J^P,  ou  même  l'une  des  colonnes  pré- 
cédentes, si  l'erreur  est  considérable. 

En  effet  si,  au  lieu  de  la  véritable  valeur  P  =  /» ,  on  a  trouvé  • .  •  • 
P  =s  /»  +  e,  l'erreur  +  e  affecte  la  différence  cT^P  et  les  différences  pré- 
cédentes du  même  ordre  ou  de  la  même  colonne ,  de  manière  qu'en  re- 
montant de  cT^P  à  J^*P****,  les  nombres  de  la  colonne  qui  devraient  être 
J^m ,  J^m* ,  cT^/n** ,  cT^m*** ,  cT^/w**** ,  seront  respectivement  «T^m  +  é , 
J^mP  —  4e ,  J^^m-  +  6e ,  J^m***  —  4e ,  J^W***  -j-  e.  Dans  la  colonne 
des  différences  cinquièmes ,  les  erreurs  dues  à  la  même  cause  seraient  en 
remontant  —  e,  +5e,  —  10  e,  +  loe,  —  5e,  -j-  e;  et  ainsi  dans 
les  autres  colonnes,  antérieures  ou  postérieures,  suivant  les  coefficiens 
des  puissances  du  binôme.  Lorsqu'on  rencontrera  donc  des  inégalités 
semblables  qui  supposeront  e  d'une  ou  de  plusieurs  unités ,  il  &udra  re« 
chercher  quelle  doit  être  la  valeur  de  e  pour  rétablir  la  marche  ordi- 
naire des  différences,  et  à  compter  de  quel  terme  il  faut  appliquer  ,  en  re- 
montant dans  la  colonne,  les  corrections  —  e,  +  4^> •"" 6e , -|- 4^ >  "^ ^* 
Ce  terme  sera  celui  où  la  valeur  de  P  est  fautive  et  auquel  il  &ut  appli- 
quer, la  correction—  e.;:Cettq  pratique^  avec  laquelle  on  se  familiarisera 
aisément,  est  utile  ou  même  indispensable  pour  construire •  avec  suc* 
ces  une  Table  quelconcjue  de  quantités  dont  les  différences  successives 
sont  décroissantes  et  finissent  par  être  négligeables.        ' 
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CHAPITRE  XIV. 


Des  précautions  prises  pour  assurer  V exactitude  des  résultats 

dans  le  calcul  de  la  Table  IX. 


Si 8.  JLl  faut  maintenant  faire  voir  quelles  précautions  ont  été  prises  pour 
assurer,  autant  qu'il  est  possible,  Pexactitude  des  résultats  à  mesure  que 
l'angle  du  module  devient  plus  grand  et  se  rapproche  de  90*. 

Tant  que  cet  angle  d  ne  surpasse  pas  80^  ,  le  calcul  des  fonctions  F 
peut  se  faire  par  la  formule 

mais  les  derniers  termes  de  chaque  table  particulière ,  ceux  qui  répondent 
à  des  amplitudes  voisines  de  90^ ,  ont  besoin  d'une  correction  très  petite 
et  &cile  à  déterminer.  Cette  correction  est  due  au  terme  suivant  de  la 

série,  lequel  est  +  -ri  f-J   J^*P»*^,  et  la  somme  de  tous  les  termes  sem- 

SG*?  /i\^ 
blables  est  +  —À  f -J    (  J^*?®»  —  const.  ) ,  où  la  constante  est  une  des  va- 
leurs précédentes  de  cT'P^  assez  petite  pour  être  négligée. 

Il  suit  de  là  qu'après  avoir  formé  la  série  des  valeurs  de  la  fonction  F, 
par  eiemple ,  depuis  ^  ^  70^  jusqu'à  (p  =:=  90^  ^  il  faut  ajouter  pour  der- 
nière correction,  à  chaque  valeur  de  F,  la  quantité  correspondante 


^  (-)    J^^P-  ou  environ  ^. 


La  différence  J^'P^  est  sur  la  même  ligne  que  S^^V^  qui  est  titrée  dans 
le  calcul  de  J^F ,  d'où  l'on  déduit  F'  =  F  -f-  J^F;  ainsi  cette  correction 
se. trouve  très  simplement  en  ajoutant  une  colonne  des  différences  cin- 
quièmes de  l'auxiliaire ,  vers  les  derniers  termes  de  la  Table  et  seulement 
à  compter  du  point  où  la  différence  cinquième  commence  à  approcher 
de  2637  unités  dédn^ales  du  dixième  ordre. 
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Il  est  remarquable  que  pour  le  dernier  terme  de  la  Table  F  (go*)  ou 
1*%  la  quantité  J^^P*"* ,  et  par  conséquent  la  coiveclioa  qû  •»  dépend,  est 
nulle.  Car  en  faisant  ^  s=  89°  , 

les  valeurs  successives 87%  88*,  89*,  go*,  gi%  ga*, 

répondent  terme  à  terme  mw  aoxiKairtd. .  • .  ?•*,  P* ,  P  ,  P',  P" ,  P'"; 
or,  onaen  général  . .  cT^P- =  P'"  —  5P"  +  loF— loP  +  5P«  —  P^, 
et  en  particulier ,  lorsque  (p  =  8g* ,  on  a  F  =  P,  F'=  P* ,  F"  =  P*  ; 
dooc  <f 'P-  =  0. 

81g.  Ce  que  aouâ  veQôms  de  dire  du  calcul  dea  {onctions  F  s'applique 
au  calcul  des  fonctions  E ,  d'autant  mieux  que  la  correction  due  aux  cin- 
quièmes différences  de  l'auxiliaire ,  n'est  pas  sensible  pour  les  fonctions  E, 
\g^  que  0  Xke  ^iirpassç  pas  80*.  £n  eSel,  lea  diffivenc^  de  l'^u^^iliaire  sQot 
l^eauçQuP'  plua  p^tites^  vers  h  âa  do  h  table  (  la  $eMle  sujette  à  dilHculté) , 
pour  les  fonctions  £  q^e  pour  lea  fonctions  F  ;  et  tandis  que  Ifi  méibode 
^éi^^le  ne  peut  guère  s'appUqueir  sans  modification ,  autre  que  la  cor- 
rection dont  nous  avons  parlé,  que  jusqu'à  û;;;;$o*,  pour  le  calcul  des 
fonctions  F  ;  cette  même  méthode  pourrait  s'appliquer ,  avec  une  sembla- 
ble correction ,  jusqu'à  87*  pu  88*  pour  le  calcul  des  fonctions  E. 

Passé  le  l^me  8  ?9  80^  ^  nous  avoua  fait  le  oalcui  dea  derniers  tennea 
de  chaque  table  particulière  ^  en  faisant  varier  l'amplitude  d'un  dem^ 
degré  seukaient^  et  le  nombre  de  oe^  termes  a  été  augociesiié  pro^sst- 
vem^nt,  à  mesure  que  d  est  devenu  pb^  gv^pd*;  de  sorte  qqe  pour 
6  =  88"*,  on  a  commencé  depuis  ^  =  60"*.  Cet  expédient  réussit  complé- 
Vem^»^  «A  <^^  truite  l'étendue  de  la  Table ,  pouf  le  c^uL  des  fonqUona 
E  ;  mais  il  devient  encore  insuffisant  pour  le  Qalcul  des  dernières  valeurs 
de  la  fonction  F;  savoir,  de  celfea  dont  l'amplitude  approche  beaucoup 
de  go**.  11  ne  reste  pour  celles-ci  d'autre  ressource  que  de  les  calculer  di- 
rectement par  les  formulés  ^nérales  d'approiimation  j  c'est  ce  qu'on  a 
fait  pour  9  =  86%  87^  et  88%  dtepuis  (p  =  85* ,  jusqu'à  (p  =  8g^  11  n'y 
a  eu  aucun  nouveau,  calcul  k  laii^e  pour  k|$  <mgiefi  du  module  8g**  et  go*, 
puisque  les  résultats  sont  déjà  connus  par  la  Table  du  n**  7^1 9  pour  le 
premier  de  ces  angles,  et  par  les  Tables  III  et  lY  peur  le  dernier.  Ainsi, 
à  Pexoeplioii  du  petk  nombre  de  termea  quHl  a  IbUW  ealcubr  directea^eat 
pour  la  fimetion  F  seulement,  tous  les  résultats  oontenua  dans  la  Table  13L 
ent  été  déduila^  de  ki  méthode  dea  ordonnée»  moyennes ,  dont  Pusage  ne 
stforait  être  trop  recommandé  dans  lea  calculs  de  quadiralure  qui  esig^Qt 
UU  grand  degré  de  précision.- 
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8^0.  Ayant  €i|>Uqué  commuât  les  difficulté  «de  calcul  ont  été  vaineoes 
4mi8  la  ooAftIâruclion  de  là  secoade  partie  de  la  Table,  pour  les  angles 
du  modulé  plu«  igratads  que  4^^ ,  et  surtout  pour  ceuK  qui  approchent  de 
90^,  il  ne  notts  reste  qtie  peu  de  choses  à  dire  sur  le  calcul  de  la  pre- 
imèro  partie  de  là  Table ,  dapuis  0  c=  «"^ ,  jusqu'à  6  =  4^^  Dans  oelle-ci, 
J'applÎGiiiîon  de  la  oiétbode  générale  s'est  £aiite  sans  aucune  modification , 
dïïns  toute  l'éteodue  de  chaque  table  particulière,  même  pour  les  valeurs 
de  l'anpKtiide  ^,  très  tappt^ochées  ^e  90^.  Ou  «A  d'ailleurs  parvenu  4 
BbvéffjET  nolablemesi  les  o^uls  pour  les  petites  valeurs  de  0,  en  dotei'-t- 
minant  Paanifoiil^  de  choque  fencUon  pat  une  série  tfès  convergente.  Pour 
ost  effet  5  soit  sin^  0  Aa^  c0t=str^  l'auxiliaire  pour  la  fonction  F  «era 

Le  premier  tetme  &é  (?eiee  suite  at  r±:  ^  aa  0,0*745  îagiS^  j  «i  r<m  dé- 
signe les  termes  suivans  par  (i),  (2),  (5),  etc.,  en  sorte  qu^on  ait 

P*i«-|.(i)+(ô)^(5)-f.(4),; 

ces  termes  se  dédiYÎront  Ê^citintiiètit  l«s  ttn^s  des  aàtfe^y  et  <MI  tfurjr  en  ÉiétM 
temps  l'auxîUaîre  potir  la  fonction  E,  éavoîr  : 

or^  sans  passer  le  terme  (4)>  on  oblietttïra^  pAI*  ces  suitef)  âni  tléciintiieM 
exactes,  potrt*  touted  les  vdéul^  dé  (f^y  û  9  n'é^t  qM  ie  (fùéU^ue$  degnét^ 
et  pour  Un  noinbt^.plus  oU  liiôittls  grand'  de  faleilf^  de  f ,  torsqu^  d  ê&tà, 
plus  grai^d. 

8:21.  Ces  calculs  étant  faits  constatUtrietit  ateô  ùiiL  déciifthl^,  fe'ï^éWltM! 
des  45  premières  opérations ,  qui  donne  les  fonctions  E  et  F  pour  l'am- 
plitude ^=  4^^  9  s'est  toujours -trouvé  d'accord  avec  la  Table  VIII,  soit 
exactement ,  soit  à  la  différence  d'un  très  petit  nombre  d'unités  décimales 
du  lo*  ordre,  nombre  qui  est  allé  rarement  jusqu'à  4  et  qui  n'a  pas  le 
plus  souvent  passé  2.  (  On  ne  parle  pas  ici  des  'grandes  erreurs  qui  sont 
presque  inévitables  dans  de  si  longs  calculs ,  et  que  l'on  découvre  immé- 
diatement par  la  comparaison  avec  la  Table  VIII).  Pour  faire  disparaître 
cette  différence,  voici  le  moyen  qu'on  a  employé  :  supposons  qu'il  y  ait 
trois  unités  décimales  du  10*  ordre  à  ajouter  à  la  fonction  trouvée  par  le 
calcul,  pour  la  faire  coïncider  avec  le  résultat  de  la  Table  VIII;  il  &udm 
examiner  la  dernière  série  des  difierences  (c'est  ordinairement  la  qua- 
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trième  )  9  et  noter  les  endroits  où  elles  sont  le  plus  io^ulières.  On  choi- 
sira trois  de  ces  endroits ,  et  on  verra  quelles  sont  les  diflërences  cor* 
respondantes  du  1*'  ordre  qui  ,  étant  augmentées  chacune  d'une  unité, 
rendraient  plus  uniforme  la  dernière  série  des  différences.  Un  peu  d'exer- 
cice suffit  pour  apercevoir  d'un  coup^'oeil  celles  des  différences  premières 
qui  satisfont  le  mieux  h  cette  condition.  Corrigeant  donc  la  série  des  fonc- 
tions, d'après  celle  des  différences  premières,  on  aura  une  nouvelle  série 
de  4^  nombres  dont  les  différences  marcheront  d'une  manière  plus  Tau- 
lière, et  dont  le  dernier  terme  s'accordera  entièrement  avec  le  résultat 
exact  contenu  dans  la  Table  YIIL  La  même  marche  et  le  même  mode  de 
correction  ont  été  paiement  employés  dans  le  calcul  de  la  seconde  par- 
tie de  la  Table,  depuis  ^  =s  45*  jusqu'à  ^  =  90**. 

823.  L'expérience  nous  ayant  ainsi  dirigé  dans  le  calcul  des  différentes 
Tables  particulières  qui  ont  servi  à  composer  la  Table  IX ,  nous  avons 
pensé  que  tous  les  résultats  devaient  être  exacts,  à  une  ou  deux  unités 
près  du  dernier  chiffre  décimal.  C'est  pourquoi  nous  avons  conservé  dix 
décimales  dans  toute  l'étendue  de  la  première  partie  de  la  Table  IX,  de- 
puis 0  =  0,  jusqu'à  8=s  45^-  ^^  aurait  pu  conserver  la  dixième  décimale 
bien  loin  encore  au-delà  de  cette  limite  ;  mais  les  calculs  de  la  seconde 
partie  étaient  déjà  faits ,  dans  le  dessein  d'obtenir  neuf  décimales  exactes 
seulement ,  et  d'ailleurs  les  grandes  variations  qu'éprouvent  les  fonctions 
E  et  F,   lorsque  l'amplitude  et  l'angle  du  module  s'approchent  tous  les 
deux  de  90^,  ne  permettent  pas  de  prétendre  à  l'exactitude  de  la  dixième 
décimale  dans  leur  détermination,  à  moins  de  calculer  les  auxiliaires  avec 
une  ou  deux  décimales  de  plus,  ce  qui  aurait  augmenté  considérablement 
]si  longueur  et  U  difficulté  du  travail. 
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Interpolation  de  la  Table  IX. 


Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  faire  voir,  par  quelques  exemples,  comment 
doit  être  faite  l'interpolation  de  la  Table  IX. 

835.  Exemple  I.  Soit  proposé  de  trouver  la  fonction  F(^ ,  fl)  dont 
l'amplitude  ^=54*45'  et  l'angle  du  module  fl=6o*i5'. 

Nous  regarderons,  en  général,  F  comme  une  fonction  de  deux  quantités 
désignée  par  '>|'(^,  6)«  Cette  fonction  est  censée  connue  pour  des  valeurs 
particulières  des  variables ,  telles  que  ^=a,  9=^,  et  il  s'agit  de  trou- 
ver la  valeur  de  la  fonction  pour  des  variables  peu  différentes  ^=:  et -f-x, 
8  =7  f  +j^.  On  a  pour  cet  effet  la  formule  suivante  où  A  désigne 
4(ct,  S); 


M    .   *       V  /*A    ,   *.*—.!     y       J^A 


^         ;.a.3      •  jp-t-etc. 
Dans  cette  formule  les  différences  successives  relatives  à  l'amplitude  <p , 
sont  déàgnëes  par  -j- ,  jr-; ,  -j-} ,  etc.,  en  prenant  pour  unité  la  diffîrence 

constante  J'^  qui ,  dans  le  cas  de  la  Table  IX,  est  égale  à  i*  ou  -g-.  De  même 

1^  différences   relatives  à  l'angle  du  module  8,. sont  tiéngnées  par  j?, 

TF*  Jv*  ^^'>  ^^  ^^*^  ^^  méine  temps  ce  que  doivent  signifier  les  no- 

/•A      /»A         /»A 

talions   yjj^,  jp--,    yjj^,  etc. 

T.  n.  a6 


la» 


CONSTRUCTION  PES  TABÏiES  ELLIPTIQUES , 


8^4*  D^i^s  l'exemple  proposé,  nous  aurons  et  =  54%  ^==4)  6=60*, 
j^=  5;  il  faut  donc  prendre  dans  la  Table  IX  la  fonction  JF  dont  l'am- 
plitude est  54^  et  l'angle  du   module  60^  y  et  les  autres  termes  nécessaires 
pour  former  les  différences  qui  entrent  dans  la  formule.  Voici  ces  termes  : 


<p. 

6o*. 

6i«. 

62». 

63«.   ' 

54» 

55 
56 

57 

I. 06018  2905 

1.08479  4340 
1.10971  2568 
I. 15494  44a I 

1.06546  5254 
i,o8855  0959 
i.ii55o  1120 

1.06672  8358 
I. 091 83  4359 

1.06997  2417 

Par  les  différences  prises  dans,  la  première  ligne  verticale ,  on  troQ?e 


^  =  a46ï   1435,   ^  =  306695,    ^^ 


V 


j>^ 


745a. 


Par  Les  différences  prises  dans  la  première  ligne  horizontale ,  on  a 


I  52o5,    jp 


586o. 


Par  les  difféMoœB  priacs  dans  la  seconde  ligne  verticale,  on  a 
^+7^=  ^485  77-5,    ^+^,  =  32  2436, 


donc 


^c=  24  6590 ,    j^  ==:  I  5843. 


Enfin,  parles  difierences.  prises  dans  la- seconde  ligne  horizontale,  on  trouve 

Cela  ' pQsé ,'  si  ^on  se  borne  aux  différences  du  premier  ordre,  on  aura 
F3iA4-|.j^H*>7*  ^'^  t  •0794^  15655.  ApiMant!  les   termes  du 

second  ordre,  savoir  :  —^  .  7^  +  75  'Til^'^ïi'  7ÏÏ—  '  ^^^'7j  o» 
aura  F~:s  1.07948  045^- >  enfin,    ajoutaiit    encore  les  tenues  du  troi- 

,  ..      5      /'A        3      .^'A         9       i'A.     .-n     /^A  -. 

on  aura  plus  esactement  F  ;;:?  i  «07947  0884it . 

Pour  calculer  semblablement  la  fonction  E ,  on  prendra  dans  la  Table  IX 
les  résultats  suivans: 


â     .  1 
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ao3 


54' 
55 

56 

57 


0.84640  8S8(> 
0.85878  56i4 
0.87101  o562 
o.883o8  3548 


0.844^7  0773 
o. 8565a  SSyy 

0.8686a  3o64 
» 


o. 84)^6  8aS7 
0.85430  1687 


I      - 


OU  $4^1^.  SpSa 


d'où  Ton  lire  les  différences  successives. 


==  i2Zy  7^25, 


^      =-         2I57616, 

/•A 

Tiff 


T-  =  —  i5  2287 , 


145 


12     S62I y 


^^  =  -  10  2207  ,  j^ 

/•A  3,   -  J^'A  - 

^=  55100,  yp-     ^3091 

4^^A  .z>*.      /^A 


/«/^ 


46S0, 


J¥}f 


r447 


Substittiant  ces  valeurs  dans  la  formule  générale  9  QU  aura 

par  les  termes  du  premier  ordre £  bs  o.855t5  690S81 

par  les  termes  du  premier  et  du  second  ordre,    E  rfis  0.855 1 4  4898fS'. 
enfin  par  les  termes  des  trois  premiers  ordres.     E  sas  o. 855 14  5o8bf. 

825.  Pour  vérifier  ces  résultats  par  la  méthode  des  modules  <;roissau3^  on 
commencera  par  former  l'échelle  des  modules  qui  convient  à  l'angle 
6=:6o^i5^  elle  est  la  même,  auK  notation^  près,  que  celle  qui  convient  au 
complément  29*4SS  ^t  on  la  trouvera  comme  il  suit: 

c...  9.95861  91884  8    *....  9.69567  12045  9 

c'...  9*99891  64980  4      &^••.  8.84049 ^^43  o   ~ 

^'••-   9*99999  96621  o   V'....   7.09601  52844  4 
K...  o.o5oi4  848^  5   K"...   3«58997  Qgi54  6. 

-F* 

Faisant  ensuite  (p  =?  54*  1 5%  on  trouvera  par  les  formulés,  connues 

<p'  =  49*  57'  f  556664; 
ç"  =  4g.  52.  2,  556594 
(p'^ss  49*  52.  a^  261216. 


liC  dernier  termC"^  pouvant  être*  pris*  pour  ia'mnît&'^~^  on  aurtt  45*"4" 5^-— 
69*56'  i".  i5o6o8î  H:=b  k»gWng  (45'»  -^i^^tm  0.45^37  i4oai,  etcal- 
culant  F^  d'aprâs  l'ëquatkm  Ff  B=KMS,  on  àtmi'      ' 


logF^  a=  0.0333I  45573  3,    F^  =  ii.<)^7q47  9%«9.-: 

36*. 
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Enfin,  pour  calculer  £^  on  a  l'équation  E^ = L'F^ -f- Pc  sin  ^,  dans  la-- 

quelleL'=z=iA»(i+iA'+4A'y%P=P'-2^*si»^'— ^sin<p,F=~ 

log  P'  =s  — r  2  log  r"  =  ^  2  log.  (c"  CM  ût")  :;=  o .  ooooo  lôaôôS.  Il  en  résulte 
les  valeurs  suivantes: 

P'.  2C»  sin  ^'  =  1.42666  07198  4  ' 
csin^         0.70900  73500  5 


L'F(p  =  0.15759  15952  6 
Pcsin^     0.71755  54897  9 


Pcsin^  =  0.71755  54897  9        E^     =  o.855i4  5o85o  S. 

On  voit  donc  que  la  valeur  de  F^  trouvée  par  l'interpolation  de  la 
Table  IX,  n|est  en  erreur  que  d'eavirou  une  unité  décimale  du  huitième 
ordre,  et  que  celle  de  E^  n'est  en  erreur  que  de  trois  unités  décimales  du 
neuvième  opdre.  Le  résultat  de  l'interpolation  serait  un  peu  plus  exact 
encore^  si  on  avait  égard  aux  termes  du  quatrième  ordre  ;  mais  un  si  petit 
avantage  ne  vaut  guère  la  peine  qu'on  prendrait  pour  l'obtenir ,  et  il  parait 
convenable  4^  s'en  tçnir,  coqai^e  noi^s. l'avons  fait,  aux  termes  du  troisième 
ordre,  ou  même  à  ceux. du  second,  si  on  se  contente  de  six  ou  sept  décimales 
exactes  j  et  alors  le  calcul  de  l'interpolation  pourra  s'abr^er  beaucoup^  puis- 
qu'il ne  faudra  que  six  données  de  la  Table  pour  faire  connaitre  les  diffé- 
rences jusqu'au  second  ordre  inclusivement. 

Exemple  II. 

826.  Supposons  qu'on  a  9  =  54^4'i2",  et  ung^=^=p^i^,   ou 

^  =  5a®52'  4^''9^77^>  il  s'agit  de  trouver  la  valeur  correspondante  de  la 
fonction  F.  i 

11  faudra  prendre  ditus  la  Table  la  fonction  F  dont  l'amplitude  est  5a^,  et 
l'angle  du  module  54^;  cette  fonction  que  nous  appelons  A  doit  être  jointe 
aux  autres  termes  de  la  Table  qui  servent  à  trouver  les  différences  successives 
de  A,  comme  on  le  voit  ici  : 


<P 


52 

53 


o  «99474  '^ 
1.0175Ô  i833 

54  j  I. 04047  7478 

55  I  1.06367  24aà 


') 


.<b  ^753. 5559 

1,0^054,941^ 
1.04374  o34g 


1^00045::  7770 

-J .  o236o  8238 


57" 


i.OQ^ig  4449, 
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Par  le  moyen  de  ces  termes  on  trouvera  comme  ci-dessos  les  différences  suc- 
cessives de  la  fonction  A ,  savoir  :  ^ 

^  =  22760157,    j^=2i55o8,    ^=        585i, 

^  =    a84  3865,    ^  =        8348  ,    ^  =  -  388o, 


/"A  /^A  ^^A 

j^<=z      ao  3719,  jjj^=    I   i56i,    j^=        2893. 

On  a  d'ailleurs  dans  cet  exemple  a?  =s  0.54693371 1 ,  ^=:o.07;  substi- 
tuant toutes  ces  valeurs  dans  la  formule  générale,  on  aura 

Par  les  seules  différences  du  premier  ordre,         F  =  i  .00738  90^98 
G)rrcction  due  aux  différences  du  deuxième  ordre,  —  i  91734 

F  =  1.00736  98564. 
Correction  due  aux  différences  du  troisième  ordre,  —  19 

Donc  par  les  trois  ordres  de  différences,  F  =  i  .00736  98545. 

837.  Comme  la  valeur  de  ^  a  été  prise  de  manière  que  F^  =  jF%  ce 
résultat  peut  être  vérifié  parla  Table  des  fonctions  complètes  d'où  l'on  déduit 
F*  =  2.01473  97308,  et  par  conséquent  F^=  1.00736  98654;  ainsi  on 
voit  que  la  valeur  trouvée  pour  F  par  l'interpolation,  est  en  erreur  d'une 
unité  décimale  du  huitième  ordre,  erreur  assez  l^ère  sans  doute;  mais  ce  qui 
est  remarquable,  c'est  que  la  correction  due  aux  troisièmes  différences  n'a  fait 
que  rendre  un  peu  plus  défectueux  le  résultat  des  secondes  différences.  Pour 
expliquer  cette  espèce  de  paradoxe ,  on  a  eu  recours  aux  différences  quatrièmes 
qu'on  a  obtenues  en  ajoutant  un  terme  de  plus  aux  lignes  des  données  tirées 
delà  table;  on  a  trouvé  ainsi  : 

/♦A  Q        ^^         /  J^A  ..        /^A  ^    i^A 

j^=:— 182,  j^=499>  Jï?7?  =  44o,  j^=  — 336,  jj5-  =  — 220, 

ce  qui  donne  -|-  i65  pour  la  correction  due  aux  quatrièmes  différences,  et 
pour  la  valeur  corrigée  F=  i  .00736  98710.  De  cette  manière  l'erreur  n'est 
plus  que  de  5  ou  6  unités  décimales  du  neuvième  rang;  c'est  tout  le  degré 
d'exactitude  qu'on  peut  obtenir  d'une  Table  dans  laquelle  les  nombres  ne 
peuvent  être  tout-à-Êiit  exempts  d'erreur  dans  le  dernier  chiffre  décimal. 

Au  reste,  ^  la  correction  +  i65  qu'où  a  tirée  dans  cet  exemple  des 
quatrièmes  différences ,  est  plus  grande  que  la  cdrrection  — -  19  due  aux 
troisièmes  différences,  contre  la  loi  générale,  celte  anomalie  est  due  à 
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tk 


ce  que  la  différence  Dremière  -jr  parvient  presque  à  son  maximum ,  dans 

une  des  données  tirées  de  la  Table;  cette  circonstance  rend  les  diSerences 
secondes  irr^ulières  et  plus  petites  duns  un  ceiftaia  intervalle  que  les 
différences  troisièmes.  Mais  il  demeure  toujours  constant  que  jamais  ou 
n'aura  besoin  des  différences  quatrièmes ,  qui  compliquerakot  beaucoup 
les  calculs  d'interpplation  ,  et  que  même  il  est  assez  inutile  dans  la  plu- 
part des  cas  de  tenir  compte  des  diffikences  troisièmes,  aîosi  que  nous 
l'avons  déjà  dit. 

8:28.  Soit  proposé  maintenant  de  trouver  dans  le  même  exemple  la  va- 
leur de  la  fonction  £^  :  on  prendra  dans  la  Table  IX  les  données  né* 
cessaires  pour  former  les  différences  jusqu'au  troîàème  ordr^.  comvp^  il 
suit  : 


f. 

54*. 

55*. 

56». 

57». 

52» 

55 

54 
55 

o.853i5  6567 

0.84654  0479 
0.85979  8853 
0.87395  i84a 

0.83III  4636 
0.84457  98a5 
0.85751  5129 

• 

0.83908  8601 
0.84335  55ii 

0.82708  ii54 

11  en  résolte  les  valeurs  suivantes^  des  dilTéreoces 


/A 


i558  5913,  -j^  = 
304  1951,  ■j^  = 


13  5558,    ^ 


i55, 
3693, 

448. 


Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  générale  ^  on  a  par  les  premières 


différences • E 

G)rrection  des  secondes  différences 


G>rrection  des  troîsîèmet  di£%nences. 


valeur  se  déduira  de  l'équatîon  aEf  -*-  £' 
558685;  or  par  la  Table  II  (m  a  logE* 


0.84055  575 II 
+         I  0491a 

o. 84054  4^aa5 

0.84054  4^5^- 
0.100942814108:^, 


£'  57  1.26748  5o57o5,  doao  £9  sso.84o54  4^1 19;  ainsi  Terneur. n'est 
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que  de  sept. unités  décimales  du* huitième  ordre.  Si  on  s'en  était  tenu  aux 
difiiérenoes  «eooadeo,  rerreur  a'eût  pas  été  4e  «eufttiMiés  décimales  du 
même  ordre. 

829.  Nous  ne  dissimulerons  pas  qu'il  y  a  des  cas  où  l'interpolation 
de  la  Table  IX  ne  donnerait  pas  des  résultats  aussi  eicacls  que  dans  les 
exemples  précédens;  ce  sont  ceux  où  l'amplitude  et  l'angle  du  module 
seraient  tous  deux  plus  près  de  go^  que  de  4^** ,  car  alors  les  différences  des 
fimctions,  surtout  celles  de  la  fonction  F  décroissent  si  lentement,  qu'il 
faudrait  dans  la  formule,  tenir  compte  des  termes  du  4'^"^  ordre  et  même 
de  ceux  du  ff**" ,  pour  que  l'erreur  ne  se  fit  sentir  que  vers  la  7**"'  ou  la 
8^^*"  décimale.  Mais  cet  inconvénient  est  inhérent  à  la  nature  des  choses, 
et  on  pourra  toujours  l'éviter ,  soit  par  les  formules  de  bissection ,  soit 
par  les  formules  des  fonctions  complémentaires ,  en  ramenant  la  détermi- 
nation des  fonctions  E  et  F  à  cefle  de  deux  autres*  fonctions  dont  l'am- 
plitude sera  beaucoup  plus  petite. 

En  général  l'usage  le  plus  ordinaire  de  la  Table  IX  sera  de  faire  trouver 
la  valeur  des  fonctions  avec  quatre  ou  cinq  décimales  seulement,  et  pour 
cela  on  n'aura  besoin  que  des  difierences  premières  que  l'on  pourra  tou- 
joui*s  prendre  à  vue.  C'est  ce  qui  sulHra  dans  beaucoup  de  questions  par- 
ticulières. Supposons,  par  exemple,  que  pour  le  module  c  t=  sin  yS*,  on 

veuiDe  connaître  la  fonction  F^,  dont  l'amplitude  est  donnée  par  l'équa- 

4. 
tbn  tang  y  ^  =  iZ-Ji  on  trouvera  d'après  cette  équation  ^  =22  74**  ^i  ^i^^ 

zsi  74^*4^777^  ensuite  -comme  l'augle  du  module  se  trouve  exactement 
dams  la  Table ,  il  n'y  aura  d'interpolation  à  faire  qu'à  l'égard  de  l'ampli- 
tude ;  on  trouve  dune  par  la  seule  première  différence  F^  =2  i  •  84556 , 
et  en  tenant  compte  de  la  seconde  différence  F^  =:^  1  •  845574*  Je  suppose 
maiptaiant  qu'on  a  voulu  calculer  F^ ,  pour  savoir  si  F^  n'est  pas  com- 
mensurable  avec  la  fonction  complète  F*  =x  a.  768065;  il  faudra  chercher 
par  les  fractions  continues  le  rapport  de  F^  à  F',  Ce  rapport  se  trouve 
y  presqu'exaciement  ;  car  les  f  de  F*  sont  1.845575,  ainsi  il  est  extrê- 
mement probable  que  la  valeur  de  ^  qui  satisfait  à  l'équation  tang  ^  ^ 

=:  y\^  satisfait  aussi  exactement  à  l'équation  F^  =  f  FVf  et  c'est  ce  que 
les  formules  connues  pour  la  trisection  de  la  fonction  F*,  confirment  plei- 
nemefnt.  Ce  résultat  aurait  été  paiement  rois  en  évidence  par  la  première 
valeur  moins  approchée  1.84556,  qui  résulte  des  seules  premières  diffé- 
renoea. — 
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Des  cas  où  Ton  voudrait  pousser  V approximation  au-^delà  de 
quatorze  décimales ,  dans  le  calcul  des  fonctions  E  ^f  F. 


83o.  JuE  nombre  de  quatorze  décimales  dans  les  logarithmes,  ou  celui 
de  quatorze  chiffres  significatifs,  dans  les  nombres,  est  la  limite  que  nous 
n'avons  pu  passer  jusqu'à  présent  dans  le  calcul  des  fonctions  E  et  F , 
parce  que  les  Tables  trigonométriques  les  plus  étendues  ne  comportent 
pas  un  plus  grand  degré  de  précision.  S'il  devenait  donc  nécessaire  dans 
quelques  cas  de  pousser  plus  loin  l'approximation ,  on  pourrait  toujours 
^ire  usage  des  formules  générales  qui  sont  susceptibles  d'un  degré  d'exac- 
titude indéfini  ;  mais  il  faudrait  recourir  à  des  moyens  particuliers  pour 
déterminer  avec  la  précision  nécessaire  les  élémens  qui  entrent  dans  ces 
formules. 

Soit  proposé ,  par  exemple ,  de  calculer  avec  vingt  décimales  les  1(^- 
rithmes  des  fonctions  complètes  F'c,  E'o,  qui  répondent  au  module 
c  =  sin  45**.  Il  faudra  pour  cet  effet  évaluer  jusqu'à  vingt  décimales ,  les 
logarithmes  des  modules  c ,  c* ,  c** ,  c***** ,  c***' ,  c"^^ ,  et  ceux  de  leurs 
complémens  i,  5*,  b^ ^  i***,  A****;  ce  nombre  de  termes  suffit,  quand 
même  on  voudrait  pousser  la  précision  jusqu'à  vingt-huit  décimales. 

85 1 .  D'abord  puisque  c  =  i  =  4/7  ,  on  a  immédiatement 

i/c==/i  =  9.84948  5o02i  68009  4^^^9  5i5j 

en  second  lieu  on  a  c*  =  — r-r  =  rn — ; — t;;  ainsi  il  faut  calculer  le  lo- 

garithme  de  (/^  +  i  avec  vingt  décimales  au  moins.  Pour  cela  j'observe 
qu'en  faisant  (i  +  V/^)"=/^  +  7V^^  >  on  a /?' —  a^*  =  ( —  i)",  et 
p  +  q^2  =  ;>  +  v/(y^*  ^  ï  ) ;  ^'"^  autre  côté 
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or  en  faisant  n  =s  i5,  on  a  />  =  275807  =  7.31*. 41 ,  q  =  igSoaS  , 
;?•—  27*  =  —  I  ;  donc  i5  log  (i  +  /a)  =  logry?  +^  ^  —^4  •  ^• 

Par  la  table  connue  qui  donne  jusqu'à  ^5  décimales  ou  p^us  les  logarith- 
mes des  nombres  de  i  à  11 00,  on  trouve  log  3^,  auquel  il  suffit  d'ajou- 
ter la  correction  j^  facile  a  calculer,  ce  qui  donnera  les  résultats  suivans  : 

log  3/7 =  5.74165  5^1800  665i8  87976  87 

m  :  ^p^ •  • .  1427  29503  20 

i51og(i  +  V^^)-  ==  5.74163  52800  67946  17479  07 
lo6(«  +  V^)^        0.38277  56853  37863  07831  938 
2log(i  +  v^2).        0.76555  13706  75726  i$633  876 
logc^. .  =  9.23444  86293  24273  84366  124. 

Ensuite  par  la  valeur  h^  ='     ,  ,  =  — ,   , .  ,  on  trouvera 

log  A®  =  9.99351    18092  4^1 15  41^69  78. 
832.  Il  faut  maintenant  calculer  c^  et  &^^,  ce  qui  se  fera  par  les  for- 
mules b^  =  -^j^^  .^  ,  c**  =  /— f  ^o\»  î  ^î°s^  *^^^  ^  réduit  à  trouver  ..... 

log  ^  I  .^  &•).  Or  une  valeur  approchée  de  If  étant  a  =  ,  on  connaît 

*  21^2 

par  les  Tables  le  logarithme  de  a  et  celui  de  i  +  a  =  — ^,  ce  qui  per- 

mettra  de  calculer  log  (  i  +  ^  )  comme  il  suit  : 

é*  9.99351  18092  4^ii3  4'^  78    i+« P-^79  80218  12926  i56oo  789 

a.  9.99351  18198  4o386  08392  38     i) —  52  $9553  61641  ^94 

r.  io5  98272  66822  60  8oi65  53372  53959  695 

2) «+■  3232  708 

r._r        j_  r     ^_^  ,,      ,^^  ^i+**)=  0.29779  80165-53372  57192  4o3 

XA^^a-r,i'_j;^,tU-arii— -.mr;  ^^ 9.23444  86293  24273  84366  124 

^(1  +  A)  =  £{^  +a)  — R.  8.93665  06127  70901  27143  721 

£<f^  =  7.87330  12255  41802  54287  442 

2V/^*.».  0.29778  59002  85o37  9o3o6  264  îc*.  7.57227  12098  77821  34766  068 
ï-}.i«...  0.29779  8oi65  53372  57192  4o3  5.14454  24597  55642  69532  i36 
^i-  =  9.99998  78837  3i665  33ii3  86.  *-•  9  99998.78837  3.665  33.. 3  86. 

p...   5.14455  45760  33977  364.8  375 
T.  II.  a? 
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855.  Ces  premiers  termes  étapt  connus ,  on  pourra  calculer  les  module» 

sc^ivansc^^,  i**^,  par  les  formules  ordinaires  ;i=(|c*^)\^, 

Paas/w^  — ^/wp^,   ^c^  =  i^— F,  /ft«>^=3  — iP;  voioi  ce  calcul: 

mp\.   84507  i5i54  866  p.. 5.i4455  46760  33977  364i8  375 

\mpi^.  2  466  F -^  84507  i5i5a  400 

F  =  845p7  i5i52  4qo  l  c^  z^  5.i4455  45769  39470  ai265  876 

/  *•-  =  —         43a55  57676  300 

On  obtient  ensuite  très  facilement  les  modules  c***^,  6******,  comme  il 
suit  : 

\  d^. ....  4.8435a  458oa  75489  01744  5i I 

sonquarré.  9.68704  91606  60978  05489  022 
1  :  4*^. . . .   4^^55  67676  aoo 

p  9.Ç8704  91606  93a3i  61066  222        p*.  .  .  9.37409  832 

F  ....  .  —  io3         m.  .  .  9.63778  43i 

£0'^.  =  9.68704  91606  9323i  61066  119  (*)  F....  9.01 188  263    . 
J'b''^.  =  ™  061. 

834*  On  voit  qu'en  s'en  tenant  à  vingt  décimales ,  il  n'est  pas  néces- 
saire de  prolonger  la  série  des  modules  au-d/elà  de  à^"^  et  *•••  j  car  log  ô**^* 
n'est  que  d'une  demi -unité  décimale  du  vingt-unième  ordre.  Cependant 
le  calcul  étant  amené  à  ce  point  y  on  peut  sans  peine  avoir  deux  décima- 
les de  plus,  en  prenant  la  valeur  suivante  de  log^*^^^: 

à^.  .  .   9.68704  91606  9323i  61066  119 
2,  .  .  .  o..3o.io2  99966  63981  19621  574 


•   Pifl  <    I   HL  J.  ■ 


9.38601  91649  .29350  41^4^  74^ 

1.77305  83298  585oo  85087  490 


■W^ï™^^"**^ 


^^0000  _  l^jj^oZ  83298  68600  83p87  641. 


(^)  Npus  rappdleroiis  ici  un  us^ge  qui  est  commode  à.iuiJTre  di^s  le  calcul  â\ss  flhac- 
tions  très  petites.  La^  çaraotéristique  g.placele  premier  chiffre  d^un  nombre  au  premier 

rang  des  décimales;  la  eàraetértstique  9  le  place  au  onzième  rang>  la  oaractéristSqus 
9  au  vingt-uniëme  rang ,  et  ainsi  de  suite. 
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D'après  ces  élémens,  le  calcul  de  K=  l/QA•*••A<'o^A•^^  et  celui  de. . 
ï^'^  =  -  K  ,  donnent  les  résultats  suivans  : 

log  K  =  0.07200  73453  81757  88434  o38 
^TT.  .  .  .  0.19611  98770  3oi52  659r3  753 

JOY'c  b=  o.a68ia  72224  11910  54347  791. 

835.  Maintenant  pour  avoir  la  valeur  de  E'c  =  LF'c,  il  faut  calculer 
le  coefficient  L  par  la  formule 

L  =3  —  (  I  —  ±  c«*c««  -—  ^  c«  v**c*^  — .  I  c***c^c^c****  ). 
Pour  cela  soit  r=  ^tfO.^[i  +  ic«oo(,  4.2  ^0.0)-]      „  3^^  j,^,^^^ 
=  gS  (i  — r);  soit  ensuite  r*  =  1  c«»»  (  i  -|-i  c*»~)s=  i  a»"* /(»+«*"*) 

=  ï*^°(^),  OD  auHir=«:ic-(c«)*(i-f./),  d'où  log  r 

=  log  (i  «••)  +  a  log  c»  +  mr'  —  i  /»/•  +  f  m/»  j  voici  le  calcul  de  cette 
fiarmule  :  ^ 

ic»».  . .  7.57227  13298  77821  54766  \<f*:..  4.8455a  458oa  75489 
(ç»)*.  .  .  8.46889  72586  48547  68672    ,j^si  5g3 

(i)..+       50290670855444    ^^  ^ ^^I^ 

(2). .  —  ,o565  5959  ^ 4.84552  45802  86o5 

(5). .  H-  491   "* 9.65778  45ii5  0054 

logr  s  6.041 17  i5i75  83880  254è   (O-- •  •  4'48i3o  889»5  865g 

ir' 4.54249  45846 


L        * 


I    ■ 


2l).  . .  .  é  9. 02380  3476 
|/ 4.66745  32 

5).  .*. . .  3.69123  7. 

Diaprés  cette  valeur  de  log  r,  il  feut  calculer  k)g  (i  —  r)  par  là  suite  — /»r 
(1  H^xr-f-etc.)  dont  cinq  termes  suffisent  ;  on  obtiendra- unsi 

log(i— r)  sst  ^  0.00004  7^5o6  95768  98769  62 
p;.... r.  9.86246  i5836  85782  57Ô99  75 

logL  =        9.86241  36329  88of3  5833o  i3 
F'c.  ..•••  o.a68i2  72224  11910  54547  79 

lôgEV...  =        o.i3o54  o8535  99914  12677  g± 

27  •. 
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856.  Cette  valeur  de  E'c  peut  être  vérifiée  comme  ci-dessus  par  Téquation 
E'=3^F*  (i  -H- A)  dans  laquelle  A  =g4r,,  en  voici  le  calcul  : 

KF'.-.  0.34015  45677  95668  42781  8^9      ^  =  ^,  i+^=  fg 

A  9.65986  5652a  o655i  57318  171 

a 9.65986  54955  01017  46905  485    Xk^Xa^r,    i^zi^j— 


r  =  6i2  94685  89680  5ia  /1(i  +  A)==:     /'(i+a)— R 

R  =  a/  — JaM/*, 

Le  terme  a/  se  calculera  plus  facilement  sans  le*secours  des  logarithmes  par 
la  valeur— j—=  -;;§5'*>  et  on  aura  ar^  =  19a  34040  5556i  202 

Pautre  partie  j  nM/*  calculée  par  logarithmes    =  951 12  85i 

R  =  19a  34059  4^44?  571 

£{i  H-  a)  =  0.16344  56478  76054  30398  574 

£{1  +  A)  =  0.16344  36286  51994  77850  3o5 
♦  tF'c 9.96709  72267  47939  ^48^6  4 '7 

logE'c...  =  o.i5o54  o8555  99924  13676    62. 

Ces  deux  résultats  ne  dîfierent  entre  eux  que  d'une  unité  décimale  du  20* 
ordre  :  le  dernier  semble  devoir  être  le  plus  exact. 
887 .  Quant  àla  valeur  de  F*c,  on  peut  la  vérifier  aussi  par  les  formules  F'cs= 

KMH,  H==^  log^=o.682i8  81769  20920  67373  6.  Or,  en  faisant  a= 
a'^^'h    =0.68218  81763  5,H=a-f<c,a:=o.ooooo  00006  70920  673736, 


et  appliquant  les  formules  S(a  -f-  ^)  =  Sa+K ,  ^R  =  ^ 7  •  —  , 

on  aura  les  résultats^  suivans  : 

«...  9.85390  41879  o3568  08145  556  x...   0.82667  11744  a'Sgi 
R...        +4  27121  36680  o55  m...  9.63778  45ii3  oo557 

H...  9.83390  4i883  30689  448a5  611  ^'^-  o» 16609  ^^'^o  9^4^» 
M...  o. 36231  56886  99463  21087  710  ^..  o.63o55  12978  2o36o 


K. ..  0.07200  73453  81757  88434  o38  i— ..        —  a  i556i 


mx 
a 

mx 
a 


jy'c=so*a68i2   72224  11910  54347  36   ^fts=  o.63o55  12976  0680. 
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On  voit  que  cette  valeur  ne  diffère  de  celle  qu'on  a  déjà  trouvée  que  de 
quatre  unités  décimales  du  vingt-unième  ordre ,  ce  qui  confirme  pleine- 
ment tous  ces  calculs. 

838.  Connaissant  ainsi  les  fonctions  complètes,  si  on  se  propose  de  dé- 
terminer avec  un  pareil  degré  d'exactitude  les  fonctions  E^,  F^,  pour  une 
amplitude  donnée  ^,  le  calcul  présentera  de  plus  grandes  difficultés, 
parce  que  les  Tables  connues  de  log.  sinus  ne  passent  pas  quatorze  déci- 
males, au  lieu  que  les  logarithmes  des  nombres  jusqu'à  iioo,  sont  donnés 
avec  un  beaucoup  plus  grand  nombre  de  décimales  par  la  Table  de  Sharp,  ^ 
et  se  trouvent  dans  plusieurs  autres  recueils,  ce  qui  permet  de  suppléer  aux 
limites  des  Tables ,  en  employant  des  réductions  et  des  artifices  de  calcul 
tels  que  ceux  dont  nous  avons  donné  des  exemples.  Voici,  au  reste, 
quelle  serait  la  marche  qu'on  pourrait  suivre,  si  on  entreprenait  de  sem- 
blables calculs. 

Supposons  qu'étant  donnée  la  valeur  de  ^,  on  veuille  déterminer,  avec  vingt 
décimales  exactes ,  la  fonction  F^  ou  son  Ic^arithme ,  il  Ëiudra  commencer 
par  chercher,  avec  une  semblable  précision,  la  valeur  de  tang  (p  ou  celle 
dé  son  logarithme ,  c'est  ce  qu'on  trouvera  par  les  formules  connues  dans 
la  théorie  des  fonctions  angulaires.  Ensuite  il  faudra  procéder  au  calcul 
des  angles  croissans  ^^,  ^^^,  ^''^^,  etc.,  où  à  celui  des  angles  décroissans  ^', 
^'\  ^'^j  ^^^'j  selon  que  le  module  sera  plus  petit  ou  plus  grand  que  siu  45''. 

Dans  le  premier  cas,  pour  déterminer  ^*  par  le  moyen  de  ^,  on  ne  doit 
plus  employer  l'équation  succincte  tang  (^*—  ç)  =  b  tang  ^  qui  suppose  l'u- 
sage des  tables  de  sinus,  mais  il  faudra  déterminer  simplement  la  valeur 
numérique  de  tang  ç^  par  la  formule 

o  ^  I  —  b  tang*  ç 

On  aura  soin  cependant  de  noter  la  valeur  approchée  de  ^^,  en  degrés  et 
minutes  seulement,  afin  de  ne  pas  confondre  le  véritable  arc  ^*  dont  on  a 
besoin,  avec  les  autres  arcs  qui  peuvent  avoir  la  même  tangente  ;  on  se  rap- 
pellera pour  cet  effet,  qu'en  vertu  de  l'équation  sin  (2^  —  ^•)=c*  sin^*,  la 
valeur  de  2^  —  ^**  doit  toujours  être  contenue  entre  les  limites  fl®  et  —  fl^ , 
0*  étant  le  plus  petit  arc  qui  a  pour  sinus  (f. 

On  connaît  déjà  /  tang^,  on  connaît  ^i  H-i)=  -^^r^  >  ainsi  pour 

avoir  /  tang  ^®,  il  faut  faire  h  tang' ^=  A,  et  du  logarithme  connu  de  A 
déduire  celui  de  i  —  A ,  ce  qui  se  fait  par  les  formules  dont  nous  avons 
donné  beaucoup  d'exemples. 
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Il  est  visible  maintenant  qu'un  semblable  calcul  sa*yira  â  déduire  ^^"^  de  ^% 
et  ainsi  de  suite.  On  continuera  donc  le  calcul  des  amplitudes  croissantes 
^'*9  ^^%  9^%  ^^c*)  jusqu'à  la  limite  où  un  terme  ne  diffère  plus  sensiblement 
du  double  du  précédent  j  cette  limite  aura  lieu  lorsque  le  6  correspondant  au 
dernier^  pourra  être  pris  pour  l'unité;  dans  l'exemple  précédent,  c'était 
^^*.  Ainsi,  lorsqu'on  voudra  avoir  vingt  décimales  exactes  et  que  c  ne 
surpassera  pas  sin  ^S^^  il  ne  faudra  pas  prolonger  la  suite  ^%  ^^y  etc.,  aiie 
delà  du  quatrième  terme  9^^,  et  pour  des  modules  au-dessous  de  sin  a&*y 
il  suffirait  d'aller  jusqu'à  ^•^. 

Connaissant  tang  ç**"**  et  sachant  toujours  d'avance,  à  très  peu  près, 
combien  l'arc  ^^  contient  de  degrés  et  de  minutes,  il  restera  à  trouver 
Tare  lui-même  qui  répond  à  cette  tangente,  c'est  ce  qu'on  trouvera  par  les 
formules  qui  ont  servi  à  trouver  tang  (p  par  le  moyen  de  ç. 

L'angle^*******  étant  connu  et  réduit  en  parties  du  rayon,  on  fera  ^ss-l^***^, 
et  on  aura  la  fonction  cherchée  F^  =  K<6.  L'application  de  la  même  formule, 
répétée  quatre  fois  consécutives,  sufiîra  donc  pour  obtenir  vingt  décimales 
exactes;  on  en  obtiendrait  le  double  avec  un  terme  de  plus,  mais  alors  il  fau- 
drait calculer  aussi ,  avec  quarante  décimales,  les  logarithmes  des  modules  et 
ceux  des  différentes  tangentes,  ce  qui  serait  un  travail  presque  insurmontable. 

SSq.  La  même  méthode  peut  être  suivie,  quand  même  l'augle  du  module 
s^éléverait  jusqu'à  70  ou  76  degrés;  mais,  passé  cette  limite,  il  est  préférable 
de  suivre  la  méthode  des  modules  croissans. 

Ayant  donc  calculé  les  termes  de  l'échelle  des  modules  d'où  se  déduisent 
les  fonctions  complètes  E'c,  F'c,  on  procédera  au  calcul  des  amplitudes  dé- 
croissantes ^',  ^'',  etc. ,  de  la  manière  suivante  : 

Il  faudra  d'abord  tirer  la  valeur  de  tang  ^'  de  l'équation •  « .  •  • 

tang  p=:^\  jy {^^^^!  , laquelle  donne 

cet  (p't=  i±^' cot  (p  +  ^[(i±i:ycof(p  +  A']; 

et  comme  on  a  i  -f-  ^' = -^  =  •J7-»  Ja  valeur  de  tang  (fi*  pourra  êlre  mise 

sous  cette  forme 

taae(p'^=^  . -, ^^°ff» . 

^'^         c'  *!  + */(•+> tang'ç)- 

•     « 

Mais,  loraque  b  sera  tvèa  petit,  on  pourra  substituer  à  cette  formule  la  suite 
£>rt  convei^ente. 


y 


\ 
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^taDg<p'=/(^tang<p)-^(^-tang-<p-l.*i»i^Ç^y .  ^-^-eic.} 

On  déduira  semblablecnent  tang  ^"  de  ta^  f'j  tang  ^'"  de  tang  Çi'\  etc.; 
d'ailleurs  on  voit  que  la  suite  ^,  (ff\  ^'\  etc.,  va  toujours  en  diminuant  jus- 
qu'à une  limite  qu'elle  ne  tarde  pas  à  atteindre  sensiblement 

Appelant  donc  <t  le  dernier  terme  de  la  suite  ^,  (p\  (p"y  etc.,  on  aura  en 
logarithmes  hyperboliques  F^=rKI(^  tang(45^+i^),  on  en  logarithmes 
vulgaires 

F(p  =  KMlogtang(45*^+i*)=:RMlog[(tang*  +  /(i  +tang»*)] 

840.  Pour  avoir  dans  le  même  cas  la  valeur  de  la  fonction  E^,  il  faut  recou- 
rir aux  formules  de  l'art.  76?  qui  peuvent  donner  tel  degré  d'approximation 
qu'on  voudra.  Si  ou  se  borne  à  20  décimales,  le  quarr4  de  &''"  sera  toujours 
négligeable,  même  en  supposant  l'angle  du  module  peu  au-dessus  de  4^^;  on 

pourra  donc  supposer  0""'=  1 ,  et  faisant  Pnr  .  ^m      -, —  i^  on  aura  E^  = 

L'F^  4. Pc  sin  (p.  Dans  beaucoup  de  cas,  on  pourra  (aire  c'^=  t ,  alors  on 

aurait  simplement  P  =  -7-ii  —  i .  Quant  aux  valeurs  de  cos  «',  cos  oi^,  cos  cê"'^ 

par  lesquelles  on  a  r'=c'cosû)',  /'=c^çosû>'',  r^"  =z c'" eos  cù'^ ^  elles  se 
calculeront  sans  connaître  la  valeur  en  degrés  des  aTTg;les  e» ,  par  les  formules 
tang  a'  =  b'  tang  ^',  tang  «"=i"tang  ^",  tang  a>"* = J^'tang ^"^  ;  ainsA  on 
aura  directement 

^  V^(i  +  *^  tang*  f ')  >     ''  °*  \/(i  +  b"^  tang»  f  "0  '  \/0  +  ^"*  tang^çT)  * 

841.  Si  ou  renouceau  calcul  par  logarithmes  qui  devient  très  pénible, 
lorsqu'on  leur  donne  plus' de  quatorze  décimales,  on  pourra  néanmoins, 
par  le  calcul  ordinaire ,  parvenir  à  tel  degré  d'exactitude  qu'on  voudra  dans 
la  détermination  des  fonctions  F  et  £.  Mais  il  y  a  un  choix  de  formules  à 
faire,  pour  parvenir,  avec  le  moins  de  travail  possible,  à  un  degré  d'ap- 
proximation détfirmihé. 

S'il  est  question  d'abord  de  calculer  les  fonctions  complètes  F'c,  E'c, 
on  pourpa  recourir  aux  sék^ies  de  Part.  4B ,  lesquelles  peuvent  donuei*  un 
d^ré  d'exactitu^  indéfini.  Mais  ees  séries  ne»  sont  bonne»  a  ttmplofjf^w 
que.  locsque'le  module  ne  suppusM  pas  sin  li"*,  oui  lorsqu'il  est  pius^gf^nd 
quQ  sm  75'';^àns.  tiua  les  autres/oas,  ces  séries  son*  trop  peu  oonverg^n^, 
et  on  parviendra  plus  facilement  aux  résultats  cherchés  par  le  c^i|l  Ms 
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différens  termes  de  l'échelle  des  modules.  Ce  calcul  pourra  toujours  se  faire 
par  les  opérations  ordinaires  de  l'Anthmétique. 

84 '•  En  eSet  étant  donnée  la  valeur  numérique  du  module  ^,  on  en 
déduira  d'abord  son  complément  b  =:  ^(i  — «*)  ^  on  aura  ensuite  les  deux 

termes  c*,  i*,  par  les  formules  c°  =    ~^, ,  b^  =  ^^Kr ,    les    deux    termes 

c°®,  i'*,  par  les  formules  c^s=    [".o?    ^'^'^ss^jf  ,o>  ®*  ®"^^    ^®    suite. 

Lorsqu'on  sera  parvenu  à  im  c  très  petit,  le  suivant  désigné  par  c^,  et 
son  complément  &*,  se  calculeront  plus  facilement  par  les  suites  con- 
vergentes 

"    —  '         64  V  ^  16  *  ^  i6.ao  ^^  i6.2o.a4  *  ^^  "*'7  » 
^^   64  V  ^  16  *^  T  ,6.20    *^  ^  16.20.24  ^   ^^  ^^''V' 

]a  dernière  résulte  du  développement  de  la  formule, ...,./.... 

Il  faudra  prolonger  le  calcul  des  modules  c®,  £?•%  c*"^,  etc. ,  jusqu'à  un 
terme  dont  le  quarr^  soit  négligeable;  soit  ce  terme  c^"^  la  série  dés 
complémens  sera  de  même  terminée  à  i^"^,  ou  plutôt  i  i^""*^,  car  dans  ce 
cas,  on  pourrait  supposer  i^"^=  i. 

Cela  posé,  la  fonction  complète  F*c  se  caloulera  assez  fecilement  par  la 
formule 

quant  à  la  fonction  complète  E'^)  elle  ne  parait  pas  pouvoir  être  calcu-^ 
lée  plus  simplement  que  par  la  formule 

E'.  =  Pc(i-^^-^^-^-.2^q^-etc.); 

on  obtiendra  de  cette  manière  tel  degré  d'exactitude  qu'on  voudra,  par  le 
calcul  de  deux  séries  composées  du  moindre,  nombre  de  termes  possible. 

843*  Supposons  maintenant  qu'on  veuille  déterminer  les  fonctions  F^, 
E^  qui  répondent  à  une  amplitude  donnée;  il  faudra  d'abord  déduire 
p^  de  ^  au  moyen  de  la  formule 
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cot  f**  =  -J  (col^ — tang^)4-|c*  (cot  ^+lang  ^), 

dont  le  calcul  est  assez  facile,  pourvu  qu'on  connaisse  i  la  fois  cot  ^  et 
tang  ç  ;  il  faudra  par  là  même  raison  déduire  tang  f^  de  cot  ^%  et  on  cal- 
culera semblablement  l'angle  (p^  par  la  formule 

cot  ^•^  =  ï  (cot  (p^  —  teng  ^•)  +  j  c9^  (cot  ^®  +  tang  ^•). 

On  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  au  terme  ^^'^  de  même 
rang  que  c^'\  et  dans  chacun  de  ces  calculs,  on  aura  soin  de  noter,  comme 
il  a  été  dit  art.  858,  la  valeur  approchée  de  l'arc  dont  on  a  calculé  la  co* 
tangente.  G)nnaissant  donc  le  nombre  total  de  degrés  contenus  dans  le 
dernier  terme  (f^'\  la  valeur  exacte  de  cet  arc  pourra  être  déduite  de  sa 
tangente  connue  avec  toute  la  précision  nécessaire.  Réduisant  ensuite  cet 

arc  en  parties  du  rayon,  et  faisant  *=:î-^,  on  aura  F^s=K*. 

Il  reste  i  calculer  E^,  ce  qu'on  fera  par  l'équation  E^  =  LF^  +P^  sin  ^ , 
dans  laquelle  on  a 


L.=si  — ^ ^ etc.. 


P^-  COS  ûl  +  -j-COSâ»COSà^^  +  — g  -  cos  «  COS  û>*  COS  û>^  +  ctc.  ; 

d'ailleurs  les  angles  o»,  «#•,  a%  etc. ,  se  déduisent  des  angles  ^,  ^^^***i  etc., 
par  les  formules  tang  â»  =  &  tang  ^ ,  tang  tê''  =  b^  tang  ^%  tang  â»**  s=s 
^  tang  ^%  etc.  j  et  comme  on  connaît  tang  ^,  tang  ^%  etc.,  on  aura  im- 
médiatement 

Cette  méthode,  que  nous  employons  ordinairement  depuis  c  s=o  jusqu'à 
sin  45*,  peut  être  étendue  beaucoup  plus  loin,  jusqu'à  c  ss  sin  81^,  parce 
que  dans  cette  dernière  limite  les  séries  n'ont  qu'un  terme  de  plus  que 
pour  la  limite  c  =  sin  4^''.  Mais  depuis  c  =  sin  81^,  jusqu'à  c  es  i ,  la 
seconde  méthode  mérite  la  préférence,  à  raison  du  moindre  nombre  de 
termes  dont  le»  séries  sont  composées,  et  le  calcul  devra  être  fait  comme 
il  suit. 

843»^  On  formera  d'abord  la  série  des  modules  croissans  c,  ^,  if'j  ...  et 
ceHe  de  Içurs  complémens  &,  b',  V'....  par  les  mêmes  formules  que  dans 
l'art.  841  y  ayant  soin  seulement  d'échanger  en  truelles,  les  lettres  ^  et  c, 
T.  n.  a8 
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ainsi  que  les  signes  *  et  '.  La  suite  b^  V  y  ll\, .  étant  donc  prolongée  jus- 
qu'à un  terme  V^^  dont  le  quarré  soit  négligeable,  relativement  au  degré 
d'approximation  qu'on  a  en  vue,  on  aura  en  logarithmes  hyperboliques 

F'c=  —  log  ^,  ou  en  logarithmes  vulgaires,  F'c  =  -^  iog  t^,  d'ail- 
leurs le  coefficient  K  a  pour  valeur 

K  =  (i+AO  (!  +  *")  (i  +  n (i  +  *^-^); 

on  calculera  en  même  temps  la  fonction  £'c  par  les  formules 
•       E'c  =  LT'c  4- ^ , 

Dans  cette  méthode,  il  reste  à  calculer  le  logarithme  de  r^,  avec  le 

degré  de  précision  requb* 

Si  ensuite  il  s'agit  de  calculer  les  fonctions  F^,  E^,  qui  répondent  a 
une  amplitude  donnée ,  on  suivra  les  formules  ordinaires ,  lesquelles  ne 
sont  guère  susceptibles  d'être  simplifiées ,  si  ce  n'^t  la  {brnrale  principale 
qu'il  convient  de  mettre  sous  la  forme 

cot  <p'  =  1±-^  cot  4>  +  \/[(r^y<:ol'  ^  +  *']  ; 

elle  servira  à  déduire  cot  ^'  de  cot  ^  ;  on  déduira  de  même  cot  ^''  de  cot  ^% 
et  ainsi  de  suite. 

844*  En  terminant  ces  recherches ,  nous  croyons  devoir  faire  observer 
que  par  la  simple  méthode  de  bissection  qui  n'exige  que  des  extractions 
de  racine  quarrée ,  on  peut  calculer  jusqu'à  tel  nombre  de  décimales  qu'on 
voudra ,  ka  fonctions  F  et  £  oorrespoDdtcites  à  dee  valeurs  données  du 
module  et  de  l'ftmpUtude. 

Remarquons  d'abord  que  pour  la  bissection  des  simples  arcs  de  cercle, 
on  a  h»  foroMiles 

ain  i  ^  =  ï  V/(i  4-  sin  (p)  —  ^  /(i  —  sin^) , 
cosi^  =  i  t/(i  +  sin(p)  +  i(/(i  —  sin(p); 

ainsi  le  mincis  et  le  cosinus  de  i'arc  i  ^  se  déduisent  à  la  ibis  de  la  voleur 
d<ianée  de  sîo  (p.  Partant  donc  d'un  siùus  ooniiu  tel  qoe  sin  45*^  sin  3o% 
ou  en  général  sin  a,  on  peut,  par  des  biaseotions  oootinuellef  .  narvenir 
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au  sinas  d'ua  arc  très  petit  arc  d»,  qui  sera  aant^ibfemeoi  égal  à  l'arc;  et 
de  cet  arc  ou  de  ce^inus,  on  déduira  la  valeur  de  l'arc  proposé  «sis  2"^, 
n  étant  le  nombre  des  faissecLîoos. 

On  procédera  d'une  manière  semblable  pour  déterminer  par  des  bkssec- 
lions  continuelles,  la  fonction  Foc  dont  l'amplitude  est  donnée.  Soit  en 
général  F^  un  t^rme  quelconque  de  la  bÎHsection  et  F^'  le  terme  suivant , 
en  wrte  qu'on  ait  Vçi'  c=  ^  F^,  on  déduira  ^  de  <p  par  la  formule 

» 

or  on  peut  mettre  j/(^  +  7  A^)  sous  la  forme  i  v/'(  i  +  c  sin  ^).  .  .  . 
+  ï  V^(  ï  —  c  sin  ^);  ainsi  on  aura  en  général,  pour  déduire  ^'  de  ^  ,  la 
formule  très  simple 

Cette  formule  servira  à  cont'muer  aussi  loin  qu'on  voudra  la  suite  des  bis« 
sections  *,  lorsqu'on  sera  parvenu  à  une  valeur  très-  petite  de  sin  ç ,  celle 
du  terme  suivant  sin  ^'  se  trouvera  pUis  facilement  par  la  formule 

on  aurait  en  même  temps 

enfin  si  l'on  iàit  les  calculs  par  logarithmes,  on  préférera  les  formules  sui- 
vantes dont  la  loi  n'est  pas  moins  simple, 

,  .      -      ,  .    ,      .   messin*»/     ,  3     c*  sin*  A  ,  3,5  c^sîn^^  ,  3.5.7  c^sin^^  .         \ 
...         ./.    .     %   .  ^sin*^/     ,  3     8În'^   ,  3.5    sxn^p  ,   3.5.7    sîn^©   ,         \ 

Supposons  qu'après  un  nombre  n  de  bissections,  on  parvienne  à  un  arc 
très  petit  Cê  qui  sera  la  dernière  des  valeurs  de  ^  ;  alors  en  supposant  seu- 
lement e»^  négligeable,  on  aura  avec  une  exactitude  suflisante 


c*      •  c* 


Fû>=  a  +  -ç  û>»  —  —  ( 4  —  9c*)  û.^  , 


c^      •     .      c 


,t 


Eo)  =  â»  —  a  ^^  -i (4  —  5c* )  a>^  • 

o  1 2a  ^  ^  ^       ^ 

connaissant  Fâ»,  on  en  déduira  immédiatement  Fa  =  3"F(k;,  n  élaat  U 
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nombre  des  bissections.  Qaant  à  la  valeur  de  Ea ,  elle  se  déduira  de  toutes 
les  équations  de  la  forme  E^  =r  ^E^'  —  c*  sin*  p  an  ^%  et  on  aura  en  gé- 
néral Ea  =  2^Em  —  à^Z ,  Z  étant  la  somme  des  n  termes  .sin*  ^  sin  ç' 
-|-  a  sin*  ^'  sin  (f/'  +  4  ^i^*  ?"  ®^  ?'"  +  ®*^*>  formés  avec  toutes  les  valeurs 
de  9 ,  en  partant  de  la  première  a  jusqu'à  la  dernière  £#. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  cette  méthode,  parce  que  malgré 
sa  simplicité  apparente  et  l'élégance  des  formulés,  la  longueur  des  calculs 
qu'elle  exige ,  la  rendrait  presqu'impraticable ,  dans  les  cas  où  l'on  vou- 
drait obtenir  une  très  grande  approximation. 


TABLE  I, 

CONTENANT 

LÈS  LOGARITHMES  DES  FONCTIONS  COMPLÈTES  F'c,  E'c, 

Calculés  pour  tous  les  angles  du  module  de  dixième  en  dixième  de  degré,  depuis  o* 
jusqu'à  90*,  avec  i4  décimales  pour  les  i5  premiers  et  les  1 5  derniers  degrés  duiiua-^ 
drant ,  et  i  a  décimales  pour  tous  les  autres  angles  de  1 5  à  ^5  degrés. 

On  y  à  joint  les  différences  premières ,  secondes,  troisièmes  et  quatrièmes  de  ces  Loga-   , 
rithmes,  terminés  uniformément  à  12  décimales. 

L'angle  du  module  qui  sert'  d'argument  est  désigné  par  6. 
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073  284 
902  625 
092  662 


7.3 
144 

931 

487 

229 
626 

QD2 

84 

00 

533 

320 

299 

610 
836 


o.2o5 
o.2o5 
o.2o5 

0.205 

o.2o5 


203 

3i4  82I 

426958 

653  3i2 


045 
6q2 
256 
140 
868 


o.2o5 
o.2o5 
o.2o5 
0.206 
0.206 


& 


538 
18^  464 

998  <^ 
"4 

23 


0.206 
0.206 
0.206 
0.206 
0.206 


0.206 
0.207 
0.207 
0.207 
0.207 


349  175 
467  606 
586  741 

706  579 

827  120 

948  365 
070  3i6 

in  92» 

3i6  332 
440399 


0.207 
0.207 
0.20^ 
0.20 


0.20 


0.208 
0.208 
0.208 
0.208 
0.208 


565  173 
690  655 
816  8Î4 
943  241 
071  347 

199  663 
328  680 
458  425 
588  822 
720  o3o 


0.208 
0.208 
0.209 
0.209 
0.209 
0.209 


85i  901 
984  485 
117  781 
25i  792 
386  517 
521  957 


461 

042 
io5 
198 

874 
690 
206 
q86 

597 
611 

602 


DifF.  I. 


01  016 

01  707 

02  399 

o3  OQI 

03  764 


04  477 

05  170 

05  864 

06  55q 

07  255 


if  fi 

a  626 

6  326 

7  027 

7  729 


8  43i 
9837 

20  5ài 

21  2A5 


II  q5o 
t2  655 
t3  36i 

'4  ^7 
4  774 


25  481 

26  189 

26  892 

27  606 

28  3i5 


29  025 

29  736 

30  447 
3i  i5é 
3i  87^ 


32  583 

33  296 

34  010 

34  725 

35  43q 

36  155 


IL   m. 


693 
693 


85 


548 
553 
557 
56o 
564 


T.  H. 


5o 


220 


TABLE  I. 


I. 


20^1 
20.2 
20,3 

20«4 


2o7o 
20.6 
20.7 

ao.o 

20-9 


21.0 
21.  I 

2i.a 

21.3 

21.4 


2T.5! 
2146 

21 
21 
21.9 


:; 


22.0 
22«X 
22.2 
29.3 

22*4 


2aTy 

22«6 
224^7 
22r«0 
22^9 

23.0 
23.1 
23.2 
23.3 
23.4 


23.5 
23'.6 
23.7 
23.8 
23.9 


o. 
o. 

I 

o. 
o. 
o. 


o. 
o. 
o. 
ô. 

y 

o. 


o. 
o. 
o. 
o. 
o. 


o. 
o. 
o, 
o. 
o. 


o. 
o. 
o. 
o. 
o. 


o» 
o. 
o. 

o. 


o. 
o. 
o. 
o. 
o. 


o. 
o. 
o. 
o, 
o. 


o. 


Log.  E*. 


82 
82 
82 
82 
82 

«2 

82 
81 
81 
81 


927  742 

053  4^2 
S3o  290 
396  5o9 


730 

k2 


127 
8S5 


262  081 
127  oo5 
281 

4  909 

7^7  89' 


247 

934 
347 


81  58o  225 

81  44'  9<^ 
81  3o2  953 

81  i63  34 

81  023  o 


657 

o36 
658 


80 
80 
80 
80 
80 


882 

598 
455 

3l2 


l 


461 

èaS 
143 


'S 
100 

6a4 

431 

741 


80 
80 

79 
79 
79 


168  016 
023  244 

585  059 


75© 
637 
591 
804 
460 


79  437  708 
79  289  7i3 
141  075 


78  ^!  ^ 


75"bQi  2 
78  5Î«  o 
78  388  22 
78  235  730 
78082  589 


780 

934 

ia8 
563 
440 


>si 


77 
77 
77 
77 
77 


928  8q6 

774  38» 
oiq  3t4 

4^6o5 

307  255 


480 

ti8 
327 
089 


i5o  263 
002  63i 
§34  357 
675444 
5i5  890 


^2& 


75  545  t3i  6^ 


Diff.  I. 


3i  835 

32  484 

33  i32 

33  780 

34  428 


738 
i65 
433 
539 
481 


35  076 

35  723 

36  371 

37  018 
37  665 


258 

3i3 

587 

021 


II. 


648 
648 
648 

ni 


427 
268 
106 

942 

777 


647 

64g 


611 

44 
27 

.io3 
531 


54  425 

55  067 

55  708 

56  35o 
56  991 


5n  632 


239 

123 
238 

463 

4S3 


IIO 


6 
6 


: 

641 
641 
641 


884 
668 

447 

225 
000 


60  834 

6i  47^ 

62  ii3 

62  752  211 

63  ^i  118 

64  029  782 


640 
640 
640 
640 
639 


o56  639 

670 '63q 

oéS639 

63ë 


HI. 


6^ 
64 
65 
66 


67 
70 

7» 

II 


,8 

2? 

81 


^ 


89 


88 
97 

21 


30I 
201 
202 

204 
210 


209 

200 

2l3 
2l3 

214 


216 

221 
222 
225 

2^ 


245 


Log.  P. 


0.209  521 

0.209  658 
0.209  704 
0.209  902 
0.210  070 


0.2 
0.2 
0.2 
0.2 
0.2 


0.2 
0*2 
0.2 
0.2 
0.2 


0.2 
0.2 
0.2 
0.2 
0.2 


0.2 
0.2 
0.2 
0.2 
o.a 


0.2 
0.2 
0.2 
0.2 
0.3 


957  602 
ii3  149 
984  835 
573  245 
878 


o  209 
o  349 
o 
o 
o 


12  602 
_    .   740 

53 1  200  944 

773  188  223 

9i5  810  4^7 
o5q  i54  202 
^06  220  i38 
348  008  871 
493  521  028 


3  142 

3  24 

3  00 
3  76 


i 


084  549 
328  284 
3o3  081 
012  024 
454  002 


629  710 

540  i4^ 

186  010 
668  on 
686  859 


2:' 


543268 
137  958 
471  653 
545  080 
358  972 


914  o65 
211  101 
25o  826 
o33 
56 


7  ai9 


833  65o 
85i  672 
616  177 

.2793e 

»ev  «32 

Sgé  341 


Diff.  I. 


36  i55 

36  87» 

37  588 

38  3o5 

39  ez3 


68b 

4it> 
724 

633 


40  4^1 
i8o 


»38 
246 


958720 
279  720 


2f4 


5o  594 

5l  322 

52  o5i 

52 

53 


781 

5l2 


^4 

661 

S  23 
53 
455 


Si  243 

54975 

55  708 

56  441 

57  175 


57  910 

58  645 

59  382 

60  118 
60  856 


435 
865 
001 
848 

409 


61 
62 


690 

695 

i27 

892 
64  555  093 


63  073 
63  3i3 


65  2 

66  o 
66  78 
&j  Ô27 
08  272 


69  018 
69764 

70  5ii 

71  2 

72  p 
72  758  wo 


II. 


716 
716 
717 

717 
7f8 


7»9 
7»9 


721 


j39 

2^4 
3i4 

10§ 

712 

321 

;5 

Î5i 


UI. 


722 
722 
723 
72/ 

72i 


725 
725 
726 

727 
727 


797 

4*4 

o58 
623 


335 

979 
627 


728 

7î^9 

729 
730 

73i 


!7 

»2 

q3o 

D02 
280 


731 
732 
733 


9^2 
646 

335 
o3o 

724 


735 
736 
736 

737 
738 


43o 
■36 


f5o.3gt 


685 
590 
595 
5q6 
6o3 

"S4' 

S? 
-616 
i6ap 

■  626  t 
627 

634 
635 
64a 


652 
657 
661 

"6^ 
668 
672 
678 
682 

684 


S 


II 

«4 

24 


36 


# 

.601  ^•f9o| 


' 


•r 


r'^ 


TABLE   I. 


aa7 


^^■^■w 


Log.  E*. 


5i5  i3i 
38i  ICI 
216  433 
o5i  127 
885  i83 


0,173 
0.173 
0.173 
0.173 
0.178 


218  601 
5i  38i 
383  525 
2x5  o3i 
045001 


o.  173 
0.172 
0.172 
o.  172 
o.  172 


«76735 
7o5  782 
534  693 
363  019 
1Q0710 


017  766 
844  186 
669  973 

495  125 

319  643 


o .  1 72 
o.  171 
o.  171 
04 171 
0.171 


528 

'79 
f7 

4327 35 


i 


"^0.171 
0.171 
0.170 
0.170 
0.170 


253  456 
073  544 
893  001 
711  827 
53o 


022 


0.1.70 

O.IJO 

o\  109 
0. 169 
01169 


317^6 
104  520 
080  824 

5h 


i^ 


0.169 


)«  168 


0.167 
0.167 

a.i6n 
o\  160 
o.  166 
o«  166 


435  «)53 
iSg  745 

865  433 
677  336 

488  611 
299  258 

918    M 

7^7  44^ 


535  585 
3iS  io3 

149 
956 

761'  906 

566  925 


Log.  F*. 


0.2 
0.2 
0.2 
0.2 
0.2 


0.2 
0.2 
0.2 
0.2 
0.2 


0.2 
0.2 
0.2 
0.2 
0.2 


0.2 


7  219  396  341 
7  392  154  55 I 
7  565  663  i52 

7  7^  9^^  94^ 

7  9'4  934  7^Q 

8  ogo  699  2Q0 
8  267  217  463 

8  444  4d^  ^^4 
8.622  517  882 

8  801  3oi  770 


8  9« 


98Ô8A2  5i'7 

161  141  040 
9  342  198  III 
9  524  014  579 
[9  706  591  3oi 

.  89  929  '3o 
0.220  074  020  925 
0.220  258  891  5i8 

0.220  444  ^'7  8^ 
0.220  o3o  908  758 

0.220  818  o65  097 
0.221  op5  087  J67 

**•"'  'S  II  ^ 

0.221  384  i35  oo5 
0.221  $74  362  684 

.0.221  765  359  620 
0.221  957  I2T  383 
0.22a  1^9  660  887 

0.222  342  QIQ   ô5i 

0.^22  537  pd4  800 

0.222  731  025  o65 
0.222  927  56o  783 
0.223  123  972  oq3 
0.223  3x1  .102  342 
0.223  5] 9  i3o  082 


0.223  717  877  070 
"  917  404  2 

.22Î  3i8  éo 
.224  520  676  8^0 


o.2î^3  917  4^^. 
0.224  ^'3  7^^  65o 
'  3i8  8o3  184 


o 
o 


0.924  723  334  635 
0.924  92§  772  ^^^ 
^o»225  i3i  000  527 
0.225  336  022  633 
0.225  541  826  854 


Diff.  I. 


2  758  210 

3  5o8  601 

4  259  790 

5  on  778 
5  764  070 


6  5i8  173 

7  272  Sgi 

8  027  828 
8  '783  888 


9  540  777 


80  298  Soi 

81  057  o63 

81  816  468 

82  576  722 

83  337  829 


84  099 

84  802  623 

85  626  320 

86  390  8qo 

87  106  3S9 


87  922  670 

88  68q  892 

89  458  006 

90  22 J  OIQ 

90  9gP  936 


II. 


754  4'8 

755  ?37 
756*060 

756  8" 

757 


889 
J3A 


758  562 

759  4o5 

760  254 

761  107 
761^366 


762  828 

763  697 

764  Ô70 

765  449 

7^  33 1 


91  767  76^ 

92  539  5o4 

93  3)2  104 


o85  )i 

860  2( 


95  635  718 

96  4>2  ,110 

97  «89  449 

92  907  74? 

98  746 


367  224 

768  ;  14 

769  018 

769  9"? 

770  82^ 


77». 34k 
772  660 

77^'^''^ 


III. 


798 

811 

8i5 


8: 

8: 

838 


869 
87! 

le 

ÊS} 


m 

9?.o 
.9l4! 


O 

85 
77l453[.^ 


776.391  9|7; 
777.339J  952, 


99  527  200 

200  3op  38o 

201  OQo  534 

73  000 

202  607  785 


8^3 

«32 

5^3 

232 

568 

942!  195  664 


^92  482 

193  107 

194  356 
194  q8a 
66^ 


.0.225  74^  4^<^  ^^3 
o. 225  955  8o3  «700 

0.9126  ,i63  976  070 

.0.1496  379  945  Ikû^ 

,0.^26^82  7o5  360 
,<^.9i96  79?  ^5q 


203  44^893 

204  228  99Q 
2p5  (\i6  106 

205  8oi  aai 

206  Sgp  349 


77 

779  ^ 
380  212 


% 


M 


2on  383  49y 
206  174  "7^ 
;ïo8  966  §75 

^^  2ë  'A 

wp  554  398 

3U  M9  7 


781  ^80  9741 

786  jkôë,  tooi 

787  J07  i«o8 
788115. 161 
789  128 

79?  f48 


338 


TABLE  I. 


(. 

Log.E'. 

DIE  1. 

11. 

m. 

I^-F'. 

bi£  I. 

II. 

III. 

3o»o 
3o.i 
3o.2 
30.3 

^S 
3c.6 

m 

3i.i 

3l.2 

3i.3 
3,.4 

0. 166  566  925  942 
o.,66  3,,  J2>  ^0 
0.166  1,5  094  aGc 
o.i65  9,8  343  06; 
0..65  ,60  5,1  168 

195  604  322 

196  227  451 

196  85o  3o8 

■9;  47»  793 

'90  094  901 

623  22c 
622  85, 
622  485 
622  108 
621  728 

3,2 

3,2 

383 

0.336  793  259  ,58 
0.327  004  609  489 
0.227  3,6  755  607 

Vil  'qi3  565 
3i3  742  080 
214  i|i  667 

,060 
•1068 
,072 

J^ 

1092 

,,■( 

1 

,,60 
,,68 

;;2| 

o.i65  582  676  26, 
0.165  383  959  636 
o.i65  i84  Ba.  664 
0.164  984  662  ,3o 
0.164  784  °83  22S 
0.164  582  883  54. 
0.164  38i  064  0,3 
0.164  '78  625  218 
•°|63  975  56,  3,9 

198  716  625 
'99  *37  974 

201  ,'i  684 

63.  345 
620  q6o 
620  57. 

6:9  î^i 

385 
389 
392 
395 
397 
4o3 
404 
.06 

4I5 

::iiiltitiri 

0.228  389  46q  336 
0.228  5o6  ^263 
8.328  7=4  "67  .3g 

2i5  342  333 
2,6  ,44  0S4 

2.6  940  927 

2.7  po  §6^ 
318  555  909 
3,9  362  062 
320  ,69  333 

220  9,7  ,25 

221  ,6,  246 
333  S97  903 

801  ,51 

802  843 

803  939 

805  043 

806  i53 

8°S  lll 
809^1 
81Ï65, 
8,1  ,99 

2o3  067  839 

203  676  4if 

204  394  5q3 

61Q  387 

618  98^ 
618  5Sd 

0.338  943  723  o38 
0.339  r^2  o85  100 
0.229  382  254  433 
0.22g  6o3  232  i58 
0.22g  825  019  404 

3t. 5 
3..6 
3i., 
3i.é 
3i.q 

ôiles  36^  mî  0,1 

0.163  i5,  154  3io 
0.162  q5i  007  6,8 
0.162,4424^535 

204  912  355 

306  146  633 
206  763  143 

307  379  229 

616  Su 

616  086 

6i5  659 

417 

o.23o  047  617  307 
o.23o  271  027  009 

o.23o  946  ,38  433 

333  409  70a 

aa4  aS  648 
335  o36  ,5i 

335  852  014 

336  668  445 

813  946 
8i4  io3 
8i5  363 

816  431 

817  6o5 

32.0 
32.1 
32.2 

32.3 
32.4 

0.162  536  865  3o6 
o.i6a  323 '8,0  418 
0.162  120  aéo  3o3 
0.161  911  035394 
o.i6t  701  196  128 

208  610  I i5 

210  45?  ,81 

6i5  22, 

tilt 

6,3  915 
6i3  4,2 

,33 
,37 

i55 

:îi 

46, 

0.331  1,3  806  86, 
o.33i  400  393  917 
0.331  628  59,  ,56 
o.23i  85,  722  573 
0.232  087  668  548 

327  486  o5o 
226  3o4  839 
339  lal  81e 
239  945  986 
33o  768  359 

8r8  789 

8,9  977 
831  170 
833  373 
823  58i 

>,8t 
1,93 
,2o3 

,208 

12,5 

32.5 

32.6 

tl 
32.q 

O.lbl  490  ,42  54, 
0.161  2,Q  6,6  2q4 
o.i6i  oéj9^6Î5 
0.160  855  704  3,0 
0.160  642  800  oo5 

311  066  653 

211  6,9  6,6 

212  39a  248 

2i3  5i6  035 

6i3  023 
613  5,3 
6,2  11, 
611  660 
61,  197 

0.332  3i8  436  91, 
0.332  55o  038  85, 
0.232  ,8a  445  593 
0.333  oi5  688  348 
0.333  249  ,58  35i 

23,  59,  940 
23i  4:6  536 
233  24a  755 
334  070  oo3 
334  898  48, 

824,96 
Saé  01g 
827  248 
82B  484 
839  738 
83o  980 

832  335 

833  5oi 

839934 

!23i 

,266 
1272 

\^. 

i3o8 
1317 

,32, 

33.0 
33.1 
33.2 
33.3 
33.4 

0.160  429  283  980 
0.160  21S  iS6% 
0.160  000  418  S06 
o.iSg  ,85  070  5oi 
0.159  569  lia  58, 

314  12,  232 

3i4  ,3,  953 

315  348  ï,5 

2.5  958  004 

3.6  S6,  3.6 

6,0  ,3o 
610  263 

608  833 

151 

'  77 

tu 

0.333  484  656  838 
o.a33  ,30  385  o53 
o.a33  956  944  348 
0.234  "3  333  658 
0.234  4^3  56o  6i9 

235  ,38  2,5 
336  559  ,95 
33,  39,  430 
238  224  93, 

2,'   "   >4 
£       Î6 

1,                               18 
2i           Î2 

.,■4 

33.5 
33.6 
33. 5 
33.8 
33.q 

0.159  352  545  251 
o.,5|  135  3â9  lia 
0.158  91,  584  6a5 
o.i58  699  19a  268 
0.1 58  485  .9»  54a 

3,,  1,6  ,49 

608  348 
60,  860 

S  8^1 
606  3,5 

•  96 
'M 

5o5 

o.23i  6,1  620  3i3 
0.334  911  5i6  069 
».a35  i5a  349  164 
0.335  393  820  892 
0.335  6S6  232  554 

3,  .0 
3.  .1 

3,  .2 

31  .3 
3,  .4 

0.1 58  260  585  943 
0.  i58  040  3,a  069 
0,  ,5,810544  3 
o.i5,  598  129016 
0.15,  3?6  106854 

220  sis  ^44 

221  424  20g 

223  029  062 
222  635  40, 

6o5  8,0 
6o5  365 
604  853 

fo3  8?9 

5o5 

5l2 

îi 

522 

0.335  8,0  485  458 
0.336  133  58o  931 
0.336  368  530  367 
0.336  614  3o4  828 
0.236  860  935  941 

lie  h,  ,  ,3 
347  479  «,3 

843  683 

845  3,5 

846  553 
14,  900 
849  =54 

,332 

1363 
,36< 
i38o 
,384 
,39! 

3::5 
3i.6 

3,.é 

3  .9 
35.0 

4.  iSi  i53  46,  453 
o.i56  930  33o  233 
o.i56  706  389  716 
0.156  48,  946  430 
ç.  l56  a56  900  905 
o.i56  o3i  253  676 
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io3 


107 
109 
107 
ii5 
108 


F20 
"9 


122 
126 
126 
126 
l32 


Table  i. 


aSg 


S. 

iS'o 
i5.i 
l5.a 
i5.3 
i54^ 

i5.5 
f5.6 

,5.1 

15.0 

|6.i 
f6.a 
r6.3 

[M. 
[6.5 

f6.6 

|6!8 
f6.9 

?7.o 
7.1 
7. a 
,7.3 

79 
|8.o 
t8.i' 
fS.a 
|8.3 
[8-4 

[8.5 
f8.6 

Is'.l 

18.9 

f9-o 

f9-» 
f9.a 

19-3 
f9-4 

f9-o 


::3 


éoi 


9 

o 


L(^.  F", 


36  638 
20  5i2 


19  645" 
24  102 
33  939 
49  222 
70  oi3 


a33.65 
6 

t 


691.21 

'o4*69 
19.32 


.26 

679.94 

^69.97 
567.98 


040 . I 3 
903.74 
238.29 
835. 5i 
'^5.99 


226.85 

002 . oè 
921.92 
950^90 

8i.8o 

74.01 

546.24 

07 1 . 25 

228.33 


i 


076.26 
026.21 

917.62 
097.26 

501.24 


74ï.ï9 
192.91 

090 . 28 
621 .4 
o3o 


0.485 
0.487 
o.M 


'94 


724.94 
â8i.62 

456.26 


0.402 
0.493 

0.490 

0.497 
0.498 


340.61 
886.92 
020.22 
864.^8 
900 .04 
i33.3i 


Diff.  I. 


978  44^  *6o 

963  529  458 
988  672  714 

993  834  014 

999  134480 


oo4  4^5 
009  837 
01 5  282 
020  nai 
026  oo5 


257 
524 

490 
524 


061  255 
067  325 
070 


00 1 


864 
334 
598 
290 
101 


092  387 
098  858 
o5  41 3 
12  o57 

18  789 


765 
070 
860 
029 

53i 


25  61 3 
32  53o 
39  543 
46  654 
53  864 


389 

672 

525 
'i57 
848 


61  177 
68  595 
6-  121 
3  756 
5o4 


t 


9' 


207  348 

2l5  4^1 
223  énS 
232  0^2 


240  519 

249  i3o 
257  893 
260  791 
275  833 


^57^ 
686 
289 


285  025 

294  370 
3o3  871 
3i3  535 
323  36i 
333  36 


546 
i33 
844 
037 

232 

i3o 


IL 


5  086  2< 

5  143  23 
5  201  3oo 
5  260  466 

5  320  777 


5  382  267 

544^966 

5  5o8  908 
5  574  126 
5  640  654 

5  708  53o 

77  790 

474 
920  020 

994  =^7^ 


5 
5 
5 
5 

¥ 
6 
6 
6 
6 


060  420 
146  264 
602 
8Ï1 
664 


b  470  3o5 
6  555  7( 
6  643  II 
6  732  5ol 
6  823  855 


6  917  283 
012  853 
110  632 
210  691 
3i3  102 


m. 


56  958 
58044 

59  100 

60  3ïi 
61490 


62699 

65  218 

66  528 

67  876 


69  260 

70  684 

72  146 

73  652 
75  £98 

"7^794 
78  428 

00  II 

81  85 

83  641 


^5  485 
87  3 
89  3 
91  35o 
93  428 


95  570 

97 
00 

02  Ali 
04  840 


07  345 
09  q38 
12  611 
i5  376 
18  233 


21  189 

24  24S 

27  4^5 

34  006 


57  124 
61  482 
66  002 
70  703 

2^  ?79 
2 


75  57c 
80  65: 


IV, 


24o 


TABLE  1. 


9. 


80. t 
80.2 
80.3 
80.4 


80.5 
80.6 
80.7 
80.8 
80.9 


81.0 
81.1 
81.2 
81.3 
81.4 


81.5 
81.6 
81.7 
81.8 
81.9 


82.0 
82.1 
82.2 
82.3 
82.4 


82.5 
B1.6 
82. 


i 


82 
82.9 


83.0 
83.1 
83.2 
83.3 
83.4 


83.5 
83.6 
83.7 
83. Ô 
83.9 


Log.  E*, 


0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 


0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 


0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 


0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 


0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 


0.0 
0.0 
0.0 
0.0 


7  081 
6  810 
6  540 
6  272 
6  oo5 


107  271.63 
19D  23o.o4 


271 

288  417.3 


I ^3 . 42 
271  368.49 
188 


1^ 


5 

5 

5  212 

4  690 


4  »74 
3 

3 

3 


411 


645  060.70 

35q  o3o.22 
446  021.67 

e20  697.80 
00  191 .58 

loi  009.4^ 
83q  834.' 

oii  529.63 

853  906.49 


3 
2 

2 
2 
2 


[60  5i5  2 


STW 


4i5 
170 


-7 
700  784 «83 

428  539.69 

715  934*32 

58 1  799.^^7 


044  377.36 
122  320. 

44^ 


24 

834  533. 4i 
I  206  200  101 .23 
o  969  238  371.92 


o  733 
o  5oo 
o  268 
o  o38 
0.009  810 

0.009  583 
0.009  35q 
o.ooQ  i3d 
0.000  9i5 
0.008  096 


q68  923.41 
411  576.80 
586  402.22 
5i3  725.00 

214  l32.22 

708  479 «23 

017  ogo.54 

i63  797 .30 
167  884.65 
o52  159.72 


0.008  478 
o  008  2b3 
0.008  o5o 
0.007  838 
0.007  629 


838  q3o.o8 
55o  818. OQ 
210  770.10 
842  066.17 
468  329.53 


0.007  422 
0.007  216 
0.007  oi3 
0.000  8l2 
0x006  61 3 


ii3  537.40 
802  032.29 
558  532.40 
408  145. 10 
376  378.88 


0.006  4^^ 

o.oo6  221 
0.006  029 
o.oo5  838 
o.oo5  65o 
o.oo5  ^65 


489  I 5578 
772  83 1.2 
254  198.30 
960  5i3.83 
919  510.43 
159  4*4-9^ 


Diff.  I. 


911  042 
017  087 
307  775 
082  q5i 
642  456 


264  286  i3i 
262  qi3  808 
261  025  324 
260  120  5oo 
258  699  i83 

257  261  175 
25d  806  3o4 
254  334  388 
252  845  236 
25i  338-659 

I   814   il62 

1   2*72    445 

LO    712    400 

\5   134  i35 
^3  537  422 


40 


922  049 
240  287  795 
238  634  432 
236  961  729 
235  269  449_ 


233  557  346 
23 1  825  175 
23o  072  67 
228  299  50 
226  5o5  6S3 


224  690  582 
222  854  100 
220  995  912 
219  ii5  725 
217  2l3  23o 

2l5  288  112 

2i3  340  048 
211  368  704 
209  373  737 
207  354  792 

2o5  3ii  5o5 
2o3  243  5oo 
201  i5o  38^ 
190  o3i  760 
190  887  222 


194  716  326 
192  5i8  633 
190  293  68' 
188  o|i 
i85  700 
i83  450 


OOi 


II. 


293  q55 
309  3i3 
324  824 
340  49^ 
356  325 


524  197 


5i 
5( 


017 
039 


578  271 
596  713 
6i5  373 


634  254 
653  363 
672  703 
692  280 
712  io3 


732  171 
752  4q8 
773  084 

793  940 
8i5  071 


836  482 
858  188 
880  187 
902  495 
925  118 


948  061 
971  3; 

994  _ 
2  018  94^ 

2  043  287 


2  068  oo5 
2  093  ii3 
2  118  621 
2  144 

2  1J20 


2  i9'7  693 
2  224  949 


2  252 

2  280  909 

2  3oQ  647 

2  33o  921 


\0 

Î9 


III. 


5  358 
5  5ii 
5  671 
5  83o 

5998 


6~iBi 
6  334 
6  5o5 
6  685 
6  863 


045 
236 

25 


I 


20 
820 


8  022 

8  232 

8 
8 
8  881 


9  '«9 
9  340 

9  823 
20  068 


20  32 

20  5 


00 

20  856 

21  i3i 
21  4ii 


706 


21 


22 

22  623 

22  946 


23  280 
23  623 
23  078 
ai  ^4^ 
24718 


25  108 

25  5o8 

25  Q23 

26  6^2 

26  797 


27  256 

21    731 
20  229 

28  738 

29  274 
29  82^ 


IV. 


i53 
160 

l< 

i63 


173 

léo 
178 
182 


210 
210 
218 
221 
^28 


23 1 
23 


l 


245 
259 


259 
270 

280 


s! 

3oQ 
3i5 
323 

334 


343 
355 
364 
376 
390 


00 
i5 
429 

w 


i 


536 
553 
576 

ms 


TABLE  I 


2^1 


9. 


8o«»o 
80.1 
80. a 
80.3 
80.4 


80.5 
80.6 

80.2 
80.8 
80.9 


81.0 
81. 1 
81. a 
81.3 
81.4 


8iT5 
81.6 
81.7 
81.8 
81.9 


82.0 
8a.  1 
82.2 
82.3 
82.4 


82.5 
82.6 
82. n 
82.0 
82. g^ 


83. o 
83.1 
83.2 
83.3 
83.4 


83-5 
83.6 
83.7 
83.8 
83.9 


Log.F». 


0.498  777 

O.OOO    IIO 

o.Soi  4^3 
o.5o2  807 
o.5o4  172 


o32  i33.3i 
262 .  94 
5  86Q.83 
3i  ôoô.ij 
269  391 «80 

440  636. 00 
5i2  448.78 


o.5o5  547 
o.5o6  q3o 
o.5o8  33o 
0.509  739 
o.Sii  iSg  492  978.79 


ÏUl 


10 


ii.3o 


o.5i2  5qi 
o.5i4  0^5 
o.5i5  491 
o.5i6 
o.5i8 


0.519  9^ 

-   443 

0.522  064 


0.52 


0.52 
0.52I 


5oo 

o42_ 


0.527  ^'^ 

0.529  IQI 

o.53o  784 
0.532  393 
0.534  ^'S 


4io  716.56 

338  ^73.59 
5i3  o5i.5o 
180  277.50 
590  341.65 

oo4  653. 61 
519.75 
2  341.03 
012  o38.6i 
229  49^' 04 


893  033.96 
321  930.70 

846  896. 4< 


0.535  6 
0.537  ^ 
o.53o  991 
o.Sio  683 
o . 542  392 


8io  745.33 
568 


22 


073.64 
953.05 

l32  9l4-02 

684  018. i3 


0.544  i^^ 
o.54i^866 

0.5^7  632 

0.549  4^7 
o.55i  223 


466631. 80 

5  262.03 

o3  572.34 

5  47'«37 

96  276.87 


94 

DO 


0.553  049 

0.555  707 
0.558  o5q 
o.56o  574 

0.562  5f3 

0.566  466 
0.568  481 
0.570  524 


8o3  072.58 

440  ^53.47 
oo3  477 «^o 
117  221.78 
434  Q7Q.55 


■^ 


640  468:45 
)9  904.33 
14  i3o.75 
920  027.05 
197  527.00 


0.572  594 
0.57!  693 
0.570  821 
0.578  981 
o.5oi  172 


3i3  327.1 
182  875. 


7^ 
ol 


.25 

.5i 


206  672.75 
0.583  396  259  3i8.33 


T.  H. 


Diir.  I. 


333  364 

343  5: 

353 

364  4^7 
375  171 


i3o 
nôb 

244 


386  loi 


(g  9^8 
i56  170 
68  666 
81  4io 

^94  414 


oon 
078 

3l2 


507  687 
521  239 
535  079 
5iQ  21 
66 


578  428 
593  524 
608  963 
624  758 
640  921 


866 
822 

4?2 

539 


657  466 
674499 


6gi 

709 

727 


61 

5i 

782 


785  341 
8o5  55o 
826  307 


887 

i53 
176 

888 
I 
I 

io4 
614 

S37 

3io 


8< 
696 


636  58o 
562  924 
892  ii3  74^ 
9i5  317  708 
939  2o5  488 


963  8 
989  16 
2  oi5  3o 
2  042  ^76 
2  070  ii5 


2  098 
2  128  5i 
2  159  317 
2  191  119 
2  224  o52 

2  25o  180 


801 

148 
2l3 

725 
859 
645 

764 


II. 


10  175  477 
fo  356  129 
10  542  o5o 
10  733  458 
10  930  569 


II  i33  618 

II  342  853 

1 I  558  53i 

1 1  780  023 

12  010  OIQ 


12  247  021 

12  491  349 

12  743  637 

i3  004  240 

i3  273  554 


i5 
i5  438 

'?^^ 
10  io3 

16  545 


088 


023 

712 


3 
55 


16  04 

17  35 

17  785 

18  23l 

18  696 


io3 

143 
5io 
016 


19  683 

20  208 
56 
28 


20 
21 


21  926 

22  d5o 

23  204 

23  88 

24  60 


344 
821 
oi3 
730 

948 


29716 
3o  731 
3i  802 
32  932 

34  128 

35  393 


79» 
570 

802 

202 

747 
665' 

5l2 

i3^ 


7^ 
249 


I 
I 
I 
1 

I 


III. 


180  652 
i85  921 
191  408 


192  ni 
2o3  049 


209  235 
2i5  678 
222  392 
220  396 
23o  702 


244  328 

252  288 
260  611 

260  3o6 
270  4^2 


287  91  ( 
297  88! 
3o8  32i 
3f9  265 
33o  74© 


342786" 
355  43o 
368 
382 
397  391 


12  867 

>4  000 

(83  664 


5o3 
525 
547983 
571 

597 


024  477 
653  192 
68371, 

710  210 
750  843 


n87  779 
827  232 
869  400 
914  545 
962  918 


014  847 
070  622 

i3o  652 
iq5  333 
2o5  i3o 
I  340  574 


IV. 


5  269 
5  487 

5  70a 
5938 

6  Ï86 


8  323 


8695 
9  096 
j.5'7 


9  965 


21 

22 

24  OU 

25466 
27    017 


28   715 

3o  025 
32  Soi 
3i  625 
_236 


3q  453 
j5  168 
5  145 
[8  373 
5i  929 


55  7 
60  060 
64  678 

69  797. 
81 


54 


â4a 


TABLE  I. 


e. 


85«o 
85.1 
85.2 
85.3 
85.4 

85.5 
85.6 
85.7 
85.8 
85^ 

86. o 
86.1 

86.3 

86.3 
86.4 

TBTT 
86.6 
86.7 
86.8 
86.9 

87.0 
87.1 
87.2 
87.3 

-Ë2-4 
87T 
87.6 

88.0 

88.1 
88.2 
86.3 
88.4 

88.5 
88,6 
88.7 
88.Ô 

89.0 

89.1 

8g. 2 

•89.3 

894 
89.5" 
89.6 

89.8 

899 
90.0 


Log.  £'. 


o.ooS 

o.ooS 

o.oo5 

0.00 

0.00 


465  i59 

!i  708 


414.92 
967.11 

39-9» 
o32 . 70 


o.oo3 
o.oo3 
o.oo3 
o.oo3 
o.oo3 


i 


89  616 
80  968 
424  990 
271  716 
121  182 


163.78 
845.28 
936.97 

¥47 
880.46 


0.002 
0.002 
0.002 
0.002 

0.002 


073  42< 
828  4g 
686  422 
547  25 I 
41 I  026 


323.82 
463.13 
159.80 
10.76 
i6.56 


i 


0.002 
0.002 
0.002 

a. 001 

O.OOI 


0.001 

0*001 
O.OOI 

0.001 

O.OOI 


658  129 
543  853 
432  023 
325  007 
221  3S7 


2iq.5o 
42X72 
36i.99 

M -99 
471.22 


0.001 

O.OOI 

0.000 

0.000 
0.000 


120   806 

023  871 
ô3o  6o3 
o4i  O' 
755  3( 


578.23 

794-77 
200 . 3o 

5ii.8o 

500.95 


0.000 
0.000 
0.000 
o»ooo 
0.000 


673  552 
595  728 

521  086 

452  424 
387  i5o 


0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 


326  283 

269  949 
218  290 

171  464 

129  65o 


489.53 
940.02 
169.93 
225.98 

969  90 
450. 3o 
»3 


669, 
Q18 


910.00 
939.28 
384.72 


0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 
0.000 


oq3  o53 
oôi  917 
o36  542 
017  3i4 
004  787 
000  000 


371.21 
714*25 
270.57 
148.93 
090.76 
000.00 


Diff.  I. 


83  45o  448 
81  m  527 


76  343  628 
73  913  472 


ni  45 I  683 
68  957  611 
66  43o  569 
63  S69  845 
61  274 


586|4 

53  274 
5o  533 

47  753 


14  275 
10  ûSo 
07  525 
04  060 
00  53o 


794 

001 
690 
204 


^f4 

528 

211 
II 


77  823' 

742 


56  333 
5i  658 
46  825 
41  814 
36  597 


3i  i35 
25  375 
19  228 
12  527 

4  787 


657 

443 
122 
o58 
091 


11. 


2  338  921 
2  368  '748 
2  309  i5i 
2  43o  i56 
a  461  789 


2  494  072 
2  527  042 
2  56o  724 
2  5q5  i5o 
2  650  370 


2  666  4>i 
2  703  3i4 
2  74i  i3i 

a  m  907 

2  019  095 


2  860  558 
2  902  554 
2  945  755 

2  950  237 

3  o36  o83 


3 
3 
3 
3 
3 


o83 

l32 

182 
235 
289 


3  345 

3 

3 

3  529 

3590 


385 
345 

776 
104 
37Q 

733" 

486 
3ii 

IIO 


3"SB5" 
3 
3 

3  900 
3987 


739 
817 


4 
4 

l 


080 
180 
288 

4o5 
533 


907 
677 

ooo- 

461 


? 


26 

688 
736 
740 


4~6^ 

4  832 

5  011 
5  217 
5  461 


029 
72 

25 

540 
357 


l 


5  760 

6  147 

6  70Ï 

7  739 


214 

321 

064 
967 


lîL 


29827 
3o  4o3 
3i 'Oo5 
3i  633 
32  283 


32 

33 

34 
35 
36 


o 
I2 
432 
214 

o4i 


36 


io3 


90. 
817 

863 


48 
5o 

52 

5i 


8S0 
53i 
328 
266 
363 


58 
61 
63 
66 
70 


638 
ii5 
825 


73 

II 

.82 
93 


7'9 

770 

323 
461 
319 


100 
107 

128 
141 


046 
863 
048 
oo4 

289 


i57 
178 
206 
243 
298 


ii5 
817 
857 


387 

553 

I  o38 


107 

743 
903 


IV. 


576 
602 
628 
65o 
687 


712 
75© 
782 
827 
862 


9'4 

959 
012 

i33 


2o5 
281 


558 


671 


2  09 
2  2 


72. 


2  477 
2  710 

2  974 

3  279 
3  64? 


I 


o5i 

553 

5  i38 

5  858 

6  727 


. 


7  8i6 

9  186 

10  956 

i3  285 

16  454 


20 

V 

5 
88 


QIO 

462 
70a 

o4o 
a5o 


166  636 
485  160 


B 


TABLE   I. 


a^S 


BKMBBta 


t. 


85»  o 
85.1 
85.2 
85.3 
85.4 


85.6 
85.7 
85.8 
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929  93502    73 

931  91607  O' 

933  93049 
935  978a. 


938  05919  in 
942  32o38  34 


940  17327  5; 


946  7i32i  69 


[8  95869  54 
I  23660  ^i 
§53  54700  40 
955  88964  32 
958  26435  8t 


960  67072  33 
963  108Ô4  08 
965  57839  06 
968  07917  5o 
970  61092  85 


928  M 

981  04242 
983^72495^ 

986  43671 

989  17732 
991  0^6/ 

994 
997 


15 


1000  4^072  83 
ioo3  29970  t6 
1006  20000  67 
1009  i36|4  59 


JI. 


.11 
75o 
5o888 
541 


4  77 


01047  '9 
64431  28 
678(3  72 
71194  14 
74572  02 


84685  90 
88048  85 
91406  66 


104  34 

2  01442  87 

I773  56 

logS  67 


2  11408  36 
2  14710  8t 

2  10<^02  i3 

2  21281  il 
2  24547  o5 


2  27700  87 
2  3io36  99 
2  34257  92 

[6  52 


2  43811  75 
2  46955  88 
2  00077  54 
2  53475  35 
2  56247  83 

2  62310  66 
2  65297  83 
2  68253  24 


7^175 


a  797^ ï  49 
2  82490  67 

2  852t6  68 


2  87807  33 
2  9o5do  5i 
2  93ii3  92 
2  9964^  22 


IIL 


3387  00 
3387  o5 
3386 
3386  2i 
3385  3i 

3384 
3382 
338o 
3377 
337I 


3371 

3367  48 

3362  û5 
3357  81 
3352  o4 

3345  64 
3338  53^ 
333o  69 

3322  II 

33i2 


33^171 
3291  32 

3266  24 
3252  22 


3237  12 
3220  o3 
3203  07 

3i85  o3 
3t65  23 


3i44 
oiai 

!*97 
3ona 

3045 


301^ 
ag55 

2Q2I 


30 


3849 

aSio 

27( 


â633 
2^583 
a53i 

a47^ 


IV. 


~36 

55 


94» 
1034 


1619 
1736 
1854 
1980 

BIIO 

aaZr" 

33ff5 

a533 

a685 

a843 

0176 
3349 
353i 

37»9 


f747. 

5aii 
m. 


3i 


35 
40 


h 


!>48 


TABLE  II. 


fr 


58. o 
58.5 
i.o 
1.5 


TO.O 

6o.5 
6i.o 
6i.5 
6a. o 


03.5 

63.0 
63.5 
6i.o 


t 


6LS 


bS.o 
65.5 
66.0 
66.5 
67.0 


£. 


0.74818  65o4i  78 
0.75573  29991 
0.76335  74499 
0.77075  98019  I 
0.77824  00065  87 


0.78560  80219 
3id  38124 

86087  63 


o 
o 


.793 
.800 


0.80793 

fi53o 


81 


o.8i53o  75759  84 


0.8226Ç  ^241 2  91 
0.82991  06021  21 
o. 83120  06627  II 
0.84456  04341  59 
o.85i8i  79344  90 


0.85905  31887  09 
p. 86636  62288  58 

Q. 87345  70940  78 

0.88062  583o6  55 
0.88777  34920  80 

^894«!j  71390  96" 

0.90199  98397  46 
0.90000  00694  24 

0.91613  97109  17 

0.93317  70544  49^ 


o.gSiii  10109  03 
0.95804  19859  53 

0.96405  14576  i5 
0.97104  007I2  48 
0-97870  79867  20 

0.98555  53537  ^4 

0.99238  23416  40 


0.999^8 
I . 00597 

1.01274 
1.01049 


91245  78 
58843  é6 
28106  Çi 
01007 

79590 


02 

01 


I. 05293 
1.05957 

I. 06618 


66001 
62428  II 
7u58  23 
l55o  42 
»o39  84 


1.07228 
I. 029^6 
1.08593 


9S137  80 
77431  36 
84582  q3 
19329  81 


•» 


Diff.  I. 


54  64950  i5 
52  44507  96 
5o  335 10  3^ 

03046  7/ 

8oi53 


33  43608  3o 
3o  3o6o5  90 

27  977«4  48 
25  75oo3  3i 
23  52542  19 


21 

•4 


30401  49 

oo65a  20 
66614  25 


12  46470  i6 


10 
08 
o5 
7o3 
701 


^99 

693 

6go 


37006  5o 
08296  78 
9044  q3 
3435  32 
7432  69 

42^2T3' 

28659  45 
16040  16 
04700  5i 


68S8B1Q6  o3 

689  69879  16 
680  67829  38 


667 
665 
663 
661 


08730  ja 
23302  19 
40469  42 

00097  90 


656 
654 


82293  56 
07151  57 
34746  8Ô 
65t53  83 


II. 


%'À 


2  32: 

3  23920  00 

a  23019  14 
3  23o44  77 


3  33oo3  iô 
3  33891  43 
3  33711  17 

3  33461  13 
3  33l4o  70 


VM  n 


3  31 

3  3|; 

3  30751  53 
AOÔ   00 


194^ 


3  18709 '73 

2  17881  85 

^  '5979  ^i 

3  16003  63 

3  i495o  4^ 


3  l3833  78 

3  13619  39 
3  11339  65 
3  0098^  59 
3  ooS5o  89 

3  07041  3i 
3  05454  68 
3  03790  88 
3  03049  78 
3  0033 I  3o 


98335  43 
96363  14 
94311  53 
|3i83  64 
f78  60 


^3^7  93 
82003 
80091 
77804  Ao 


m. 


330  93 
I*" 


135 

+  35  63 

■^  4^  37 

110  98 

180  35 
35o  o5 
330  42 
391  4' 

462  86 
53401 
607  43 
680  43 
753  94 


586  63 
663  80 
741  iq 
818  48 
89S87 


973  29 

2o5o  63 

3137  88 

3305  04 

^a8i  97 


3358  70 
3435  liS 

3011  3i 

2587  06 
3662  41 


3737  3o 
3811  64 
388541 
3958  53 


IV. 


661 3 


7705 
7717 

7739 
,738 

7739 
7743 


17615 

7535 

7489 

7377 

7313 

7343 


V. 


=JS, 


3i 


\ 


Table  ii. 


^• 


52.5 
53.6 
53.5 
54.0 
54.$ 

£5.5 
56.0 
56.5 
67.0 


62. S 
63.  o 
63.5 
64.0 
64.S 

65  .<o 
65.5 
66.0 
66.5 
67.0 


F. 


0.82601  78262  4q 

o  836io  92J77  00 
0.84623  oi636  89 
o. 85638  0Q018  73 
0.86656  1694^  47 


0.82677  iLi'jGS  49 
0.80701  40795  II 
0.89728  07255  95 
0.90759  oo3i7  17 

0'9'79^  45074  69 
o . 9282Q  o355i  37 
0.93860  27694  o5! 

0.949"  ^h^  6i 

0.95957  8o366  ^ 
0.97007  12383 


.00 


(37  14 

0124  Ô0221  17 
.oi23é  8i5i3  73 
.o23o2  4^94^  7^ 


.03371 

.0444^ 
.o55i8 

.06597 
07679 


.08765 
.09854 

-IO| 
.  1 20il  I 

.i3i4o 


48583  59 
08713  82 
80604  10 
95522  73 


.19803 
.20926 

.  22o5.l 

.33^79 

.24*11 


43415  52 
24902  34 
40273  61 

8968666 

7^162  14 

9o58o  44 
41678  12 
26044  36 

43117  4^ 

92181  18 


Diff.  L 


7*36 I  69 
82623  78 

2if2  77 
•0042D  20 

81060  68 


i36i4  59 
09259  81 
07381  8i 
07923  74 
26  02 


10 


1024 
1027 
io3o 
io33 
io36 


16026  62 
23460  84 
33o6i  22 
44757  52 
5842?  68 


1039  74i4^  68 
1042  91676  56 
io46  10996  28 
1049  '2Ô16  77 
io52  54649  74 


io55  78803  74 
1059  04384  o3 
1062  31292  56 
io65  5q427  07 
1066  88685  41 


1072 
1075 
1078 
10Ô2 
io85 


1088 
1092 
1090 
1098 
1102 


18966  &r 

5oi3o  08 
82090  28 
14718  «3 

87Z86  82 

•■%  s 

175  48 
1^418  3o 


io5  51097  ^ 

[08  84366  24 

12  17023  06 

i5  49063  76 

18  80180  5i 


.25446 
.26585 
.22726 
.20871 
.30019 


.  3i  28 
96808  93 

2444?  "^ 
67688  09 


.31170 

.32324 
. 33482 
.34642 


73028  57 

90347  49 
i3q38  89 
4i5o3  00 


22  10262  09 
[25  39143 
[28  66658 

3iV6M  48 
f35  16898  14 


3839272  46 

4  7763 I  IQ 


17  952A7 

I  o62io 


54  16418  92 
57  235qi  40 
1160  27564  II 
ii63  28141  55 


II. 


2  9S645 
a  98122 

3  oo54i 
3  02902 
3  d5soo 


60 


3  07434 
3  09D00 
3  11696 

3  13719 
3  i5666 


3  17S33 
3  19319 
3  21020 
3  22632 

8  941^4 
TT5S8Ô' 
3  26908 
3  28135 
3  29257 
3  30271 


9  3ii 

^  32628 
3  33i 

3  m 

8  3404 î 
3  3/062 
3  33q42 
3  33679 


3  33068 
8  32*706 
3  81990 
3  3iii6 
3  3oo8i 


TSSêsT 

3  2^ 

3  2^63 
3  2*374 


3  2^o5 
3  i8o53 
3  i56i6 
3  12992 
3  10170 


3  07 17a 
3  08072 

a  96985 


12 


III. 


«476  81 

a3oo  38 
2298  32 
2233  62 


2166  16 

2098 

2022 

104684 
1867  88 


1785  84 
1700  22 
1612  48 
i52i  o3 
i4a6  2^ 


1828  24 
1226  88 
II 22  o3 
ioi3  63 

• 

'90a  08 


2W90 
6^  % 

545  81 
4ï9*7 

^  4<» 


«^  20  65 

-T^iin  64 

268  44 
4io  82 


I2261  «5 
-2436  76 

2814   07 
800S   90 


3199  77 
3395  27 

3592  82 

8790  61 


IV. 


64  70 
67  46 


n8  96 
8a  04 


661/74'  ; 
716  «s 

i«3o  t«i 

«•«52  w 


36  68 

[o  »6 
3  83 

h  88 
i5o  92 


54  38 
i57  83 
161  ^2 
.64(51 
167  78 


7093 
76  pS 


V. 


85  M  A 
87  61 
89  80 


195  5o 

197  o5 

198  29 

99  39 


SSi 


n 


168 

^7    ■ 
S55    I 

854 
8^ 


«al 


So' 


T.  H. 


^o 


TABLE  11 


«>• 


6q«o 
69.5 

fO.O 

10.5 
i.o 

TS 

12.5 

r3.o 
[3.5 


i 


.0 

•5 

5.5 
6.0 

7.0 

.5 


II 


.0 
8.5 


^ 


9'1 
9.5 

.0 

80.5 

81.0 

81.5 
82.0 
82.5 
83.0 
83L5 

(4. 
84.5 
85. 0 
85.5 
86.0 

86.5 
87.0 
83.5 
88.0 
88.5 

89.5 
90.0 


E. 


IQ  81 

»  6i 


1.08593  19^24 

1.09247  8448^  64 
1.09900  82020  83 
4.io552  17020  91 
1.11201  ^i6o5  04 


i.ii85o  0706026 

1.124 

i.i3i4i  8ô6i3 
i.i 3705 ^3450  n4 
I. 144^7  61782  o3 


I . i5o68  3qo57  06 
I . 15707  78787  65 

i.i6â4^  84552  29 

I. 16982  59994  09 
1.17618  08816  59 


I. 18252 
1.18885 
i.i95in 
1.20140 
1.20777 


34784  40 
41722  2/ 
335 12  Si 

87460  70 


1.21406 

I. 22034 ' 
I. 22661 
1.23286 
1.23911 

1.24536 
1.20159 
I . 25782 

1.26404 
1.27025 


1.27646 

I.282( 


>46 

166 

1.28885 
I • 29505 
i.3oi23  84^32  23 


10112  70 
25q3o  90 
9061 I  25 
08716  00 


1 .  307^ 
j.3i3oo 

1.32595 

1.33212 


I . 3383o 
1.34447 
1 .  35o64 


2356q  09 
29555  5i 
07433  72 
61876  90 
97546  67 


19130  62 
3i3i9  86 
388io  48 


Diff.  I. 


654  65i53  83 
652  08446  19 
65 1  ^469^ 

64^  ?6^ê3 


13 


6192I  43 
10722  97 

62837  <>8 
i833i  89 
77274  42 


639 
638 
636 
635 
634 


39730  5q 
08765  14 


60 
48Ô22  20 
2596781 


75441 
I8822 


633  06937  84 

63i 

63o 

629 

628 


81790  3o 
o58i  62 
73366  59 

70198  4^ 


622  71128  55 

620 

625 

62i 
62i 


76206  64 

65480  57 

98996  3o 
16797  86 


623  38927  27 
622  65424  5d 
621  06327  61 
621  01672  21 
620  71491  97 


^20  i58i8  2< 
619  64680 
610  18104  75 
610  76110  23 
618  38736  86 


617  12189  ^4 
617  07490  62 


II. 


66707  64 

63,40  II 
00710  i5 
57615  5i 

5444'  99 


;5  45 

i23  54 
26619  40 
22854  39 
29029^97 

i5i47  54 
11208  68 
09215  o3 
00168  17 

99069  87 


949^ï  9» 
484  27 

82190  44 
77870  59 

73502  72 

64655  40 
60180  22 
55673 


5ii38  o3 
46575  5i 
41088  52 
inôno  3*7 


327 


52 

'4? 


28104  21 
23443  o3 
18769  41 
i4o85  82 

9394  7' 
4698  62 


III 


2958  53 
3o3o  06 
3io2  64 
3173  52 
3243  53 


33i2  57 
338o  70 

3578  38 


364i  91 

3704  i4 

3765  01 

3824  4a 
388a  43 


3g38  86' 
^   65 

i|oQ8  3o 
4>47  96 


5o6  56 

535  65 


4562  5a 
L586  99 
1609  i5 
1620  93 
[646  a3 


|66i  18 
[673  62 
683  59 
1691  II 
t696  09 


IV. 


70  88 
69  04 


68  i3 
67  02 
6o  02 

63 


6a  a3 
60  87 

5o  01 
56  43 


54  79 
53  21 

88 


33  oa 
3i  4^ 

26  87 


a4  ij 
aa  16 
19  jS 
17  3o 

4  95 


la  44 

9  97 
■7  5a 

498 


V. 


i 


O 

87 
97 
21 


III 

IIO 

118 

lai 
i3o 


i36 
1Î6 

140 
i58 
164 


i58 
172 

170 
178 

19? 


'93 
201 

200 

211 

2l5 


214 
222 

23 1 
222 
240 


23 1 
238 
248 

235 

25l 


254 


TABLE  U. 


aî3 


tkvix,  m. 


TABLE  Ifl, 

ContebaDt  les  Sinus  naturels  à  quinze  dëdmales,  et  leurs  Logarithmes  à  quatorze  déci- 
males, pour  tous  les  arcs  de  quinze  en  quinze  minutes,  depuis  o"  jusqu'à  go". 


TABLE  III. 


fl53 


Arc. 


o.  i5 
o.3o 
0.4s 


i.oo 
i.i5 

1.45 


2*00 
T2.l5 
2.3o 
a.45 


Sinos. 


81776  66930 
35454  73642 


0.10223  55254  92147 
o.i8652  4o36o  08734 


0.17 

0.127 
m8 


0.19080  80953  76545 
0.1950Q  00220  16128 

fo»99*  79344  '7197 
o.2o364  17511  4^178 


3.00 
3.i5 
3.3o 
3.45 


4.00 
1.15 
i.3o 


.20791  16908  iniSQ 

.21217  7^7^'  56446 

9613938103 

7435o  2i5oi 


o 
o 

0.21 
0.22 


0.22495  10543  43865 

O.22Q20  o3aOQ  2^4 1 4 

o.23oi4  ^3o3o  5590b 
0.23708  S8923  26173 


liOg'Sinas. 


9.23962  O23oo  1167 
9.25020  112395  io85 
9.26063  30434  4538 
9.27073  4804»  SaoS 

9.28o5q  88449  ^4 


9.2902$  57255  7476 


53093 


747* 
141 


o 
o 


.24192  18955 

.246tr 


4.45  0.25460  i'948>  05528 


5.00 
hS.f5 


|i5. 3o  [0*26723  83760 

04498 


i6.oo  fo. 27563  73558  16999 
16.  f5  ^.27989  qbfio  30992 
t6  3o  0.28401  53447  03923 
16.45  [0.2881962^1  3408^ 


7.00 
7.15  fo 
7.30 


7.45   o. 30486  4^990  28011 


8  00 
8.i5 
8.3o 
8.45 


22.00 


S  32930  28993 
o.25o38  000^0 


QOo4< 
»948t 


54i 


.2588i  90451 
o.263o3  t2iii£ 


^•^^7  >7o47  22737 
.29604  i'5749  75571 

5799S 


0.3Ô07O 


04273 


o  ^0901  69943  74947 
o.ai3i6  38oë4  83750 
ù.^itSo  46564  05092 
0.32I 43  94653  o3ï 62 

o.  32556  et 544  57157 
0.32969  06452  62787 
o3d3«b68SQ2  33771 
0.33791  .67180  03327 

O.3ii202  01433  25660 

0.34611  70570  77495 
o.35o2o  73ar2  594^8 
o .  354291035997  716 

<o  35836  294g5  Môô 
0.36243  oo3d2  83702 
o.3665o  i'2267  24297 
0.37065^  743175  09836 


65934  15912 
86173  5^33 
343o3  6S090 


68229  3232 

9.31787  80102  2855 
9.32060  Qo8o3  6016 
9.3353$  07506  lOlO 
9.34379  72857  5582 

9.35208  8o33o  4 125 

9.36021  53540  2532 

9.36818  52534  1441 
9.37600  34o52  5927 

9.38367  51767 


9.39120  565oi 

96421^  2791 


17225  3708 


33  80750  8540 

2742»  5îlQ 
10046  2520 
83528  1657 


2364< 
77  i5632 
9.S0147  64453  6202 
9.50709  9196^  7982 

9«  51264  19176  5476 
9.5i8ro  66245  2îi 
9.52349  525oS  3i 
9.52880  96784  7] 

9  53405  16846  4555 
9  53iQ22  3oo23<  917 

9.5443SÎ  52q53  024 
g. 54936  01667  $5i 


9.55439  01618  2^57 
9.55923  $7710  9582 
9.5640^  54^26  1623 

55344  7^'9 
9,57357  54170  8339 
«9.57623  69^53  2332 

a- 


t83 


io5  83io- 


Arc. 


8o*oo' 

79-45 
79.30 

79' 'S 


79.00 
78.45 
78.30 
78.  iS 


78.00 
77.45 
77.30 
77.15 


77.00 

7e.  45 

76.30 
76.15 


71 .00 
70.45 
70.30 
70.15 


no.  00 

09.30 
69.  t5 


1.00 
.45 
68. 3o 
68.  i5 


68.00 
67.45 
67.30 


Sinus. 


o 
o 
o 


98404  06976 
98325  49^5 
98245  03977 


98162  71832 
98078  5280/ 
97992  47041 

47- 


17664 

o323o 

2o83o 

97904  54724  84584 


97814  76007  338o6 

62629 

o85i3 


97223  11064 
6: 


976?9  60071 

97534  232o5 


97437  ooHt^ 

97337  92584 

97236  99203 
97134  20698 


85235 
60448 

mi 


96145 


o453s 

£^364; 


90757  r3ooo 


65162 
1262 
6552 

oi2g4 


8675Ï 
90203 

f49io 
601 52 


26207 
13359 
2^1892 
52096 


0187 

06200 

q5fo6 

99^ 

92784 

92r78 
S6370 

859^ 
22484 

^398 

80012 


02718 
92554 
9g3fty 


04^264 

3S5p' 

o5p4!0 

gf53a5 


S  7202 
^*799 
82025 

71994 

17566 
i>!i87 


Log-Sinus. 


9  99^35 

9*99^' 
9  99^*^ 
±3S^ 


14589  6902 
3o6o2  1701 
61222  1221 
06320  00201 


9-99Ï94 

9  99*57 

9-99i>9 
9-99<*o 


65764 


28633  22,»^l 


72^ 

i5r3i  2607 

70688  4^g| 


9.98872 
9.98828 
9*98783 

9-987^ 


39328  2340 
20877  13291 
i&t 


214 


72557  5545 
15913  o865| 
71054  61.42 

37781  0210 I 
i5^  1466 1 
o5i6o  6931 
05397  25i8!{ 


9.98284 


9-98059 

9  98o<w 

9-9794ï 
9  97881 


163710  2333 
37860  8385 
69643  02fr 

ii4é6  4473] 


g.  97820" 

9-97758 

9-976§5 
9.97631 


637B&4586 

244^4  0288 
g5oi5  2227 
74713  655g 


997567 
9?975»ï 
9  97434 
997^67 


255  45oi 
6o384  1888 I 
65838  3>7»H| 
7235] 


997^ 

9-97^: 
9.971 

9.97087 


q  067 lë 


T.  11. 


57 


â54 


TABLE  111. 


%  ( 


■**■ 


Axô. 


a3.Q0 
23.  i5 


23. 3o 
23.45 

2i|»00 


2i.3o 

24.45 
25.00 

25.  i5 


25. 3o 

25.45 
26.00 

26.15 

26.30. 
26.45 
27.00 
27.15 


27.30 

2r.45 
28.00 
28.15 

2573o 
28.45 
29.00 
2.i5 


2g:3o 
29.45 
3o.oo 
3o.i5 


3o.3o 

30.45 
3i.oo 
3i.i5 


3i.3o 
31.45 
32.00 
32.  i5 


32fc3o 
32.45 
33.00 
33.  i5 


33. 3o 
33.45 
,00 
i5 


3i.o 
34.x 


o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

9 
o 

o 


Sinus. 


38268 
38671 

39474 


34323  65090 
09616  36821 

II 284  89274 
385Î63  84267 


3987. 

4027i 

0673 
I07I 


25246 
58237 
66430  75800 
88526  13477 


9.58283 
9.58738 
9.59187 
9-5963F 


32426  5623 


o  07375  37 
[226 1  82617  4<^ 

[.2656  87399  o  1 4 


43o5i  10068  08295 

2  3i44  525^4  044 '7 
43o3n  11467  89077 


44228  86902  19001 


78131 
8i4io 

04997 
39151 

86132 
45203 
15627 

.9662 


35o34 
aSiii 
858g  I 
84843 


^ 


50753 

5ll2Q 

5i5od 
51877 


356oi 
65o36 
00000 

39770 


03462 
75200 
00000 
45526 

60704 
77052 

10054 
6o52i 


52249 
52621 

520QI 

53361 


85642 
39236 

?2642 
5i59 


15944 
5187; 


51870 
332o5 
i56i2 


5375^9 

5M^ 
54829 


96083 

447-3 
Qo35o 

02295 


Z682Z 

Ô7994 
i5o27 

I99»4 


55193 
55557 
55919 
56280 

566|^ 


69853 
o233o 
29031 
42276 


62369 
67620 
64363 


i2o58 
19602 

70747 
95069 


Liog-Sinus« 


9.60060 
9.6o5od 
9.6oq3i 
9.61554 


96605  83io 
64826 
801 16 
53795  6909 


96810  9343 
1979D  7602 
32999  4026 
4638o  8i54 


9.62186 

9.62 

9.62 


9.63398 
9.63703 
9.6ii§4 
9 '64570 


^9586^ 

11968  4^x6 

82504  o3i5 

J0260  1791 


43502  6242 
5o6o6  35i4 
iq6i5  2863 
5S341  5079 


9.64g52 
9.6533o 
9.6570^ 
9-66074 


9.66440 
9.66802 
9.67160 
9.67515 


2   4  o3o9 
5087  *7*^ 
7640  5299 
59026  5972 


9.62866 
9.68213 
9.68557 
968897 


55998  0202 

65i54  5353 

2909  5951 

55o4  6912 


I 


29015  4^ 

49357  225i 

12291  oo5i 
23428  347^ 


9 
9 
9 
9 


o546 
0866 
ii83 


497 


88236 
12043 
00043 
57298 

88745 
90200 
93360 
75808 


6^ 
8578 
36o2 
2067 


5072 
5i23 


8o3o 


Arc. 


67*30' 
67.15 
67.00 
66.45 


66. 3o 
66.i5 
66.00 
65.45 


65. 3o 
65.i5 
65.00 
64.45 


64- 00 
63.45 


63. 3o 
63.  i5 
63. 00 
62.45 


62.30 
62.  i5 
62.00 
61.45 


61. 3o 
61.  i5 
61.00 
60.45 


60 .30 
60.  i5 
60.00 
59.45 

59.30 
59.15 
~  1.00 


58.45 


58. 3o 
58.  i5 
58. 00 
57.45 


53i2 
5587 
5859 


80268 
23890 
i3oi3 


9774 
2242 

5406 


57.30 
57.  i5 
57.00 
56.45 


56. 3o 
56.  i5 
56. 00 
55.45 


55. 3o 
55.  i5 
55. 00 


Sinuf. 


0.92387  95325 
o  92220  09716 
92o5o  48534 

91879  I2IOI 


o 

Ol 

o 
o 


91706  00743 

91354  54536 
91176  ao435 


90014 
90030 

90445 


9ÔQ96127Ô8 

Qo8i4  31^38 

77070 

51454 


85ia4 

42601 
77089 


765Z3 

25o8i 
3665o 
54368 


90258 
00069 


89493 

89^^97 
89100 

88901 


52843 

82303 
40402 
27415 

"35î^ 


22588 
116 


88701  o833i 
88498  76374 
88294  75928 
88089  07382 


02025 
III37 

88368 
85736 


i 


8222 


3o42 
5802 
o5o8 


87881 
87672 
87461 
87249 


71126 
67557 
97071 


070 


07608 
39396 

7^797 


87035 
86819 
86602 
86383 


88r 

54037 

55o52 


86162 
85940 
85716 
85491 


91604 
641 15 

73002 
18700 


o . 85264 
o . 85o35 
o  8iî8o4 
0.84572 


01643 
22249 
80961 
78217 


0.84330 
0.8410a 
0.83867 
0.83628 


90129 
05670 

6i558 


o. 83388 
o.83i46 
0.82903 
0.82658 


0.82412 

0.82164 
0.81915 


58220 
96123 
75725 

9749" 
6i88§^ 


54 


3 

4a6 
03973 

laSSB 
64393 
454^4 

47760 


20 


ÏTÏBg 
02515 
55042 
27189 

22016 
42164 
8699» 


Log-Sinut. 


9.96561 
9.96482 
9.96402 
9-96321 

9962 
9961 


53459  2 
55754 
60827 
68317  5 


9.96023 
995988 


7861  8i8c 

01626  3922 
i5o86  7298 


29085  8202 

43228  6078 

7IIÎ8638 

7o33o  1087 


9.95548 '82?^^^ 

01869 
08247  93S3 


9.95366 
9-95^73 


9-95»2 
9.9508 

9 

a. 


9-9479^ 
9-9^593 

â:S4492 


11834  282 
12182  24? 
08840  0900 

01348  5ig6 


89239  5886 
•72040 
5^8 
20437 


9-943 

9-94^^ 
9.94181 

994o' 


85o5o 

42604 
92587  45 
34481  12 


î; 


9.93253 
jl^.  93643 


j58  53ô5 
9Î884  8126 
o63i6  q585 
io5o3  0840 


9.93532 

9-934»9 
9.93306 

9-9319^ 


o3S5nio2 

85803  6336 
55951  7951 

i34'74  '458 


57866  II 
88524  04 
01835  10 
00177  0700 


9.92602 
9.92481 
9-9^35o 
9.92235 


giQid  2338 
141 7  2200 
14022  8 
49073 


9.92110 

9-9»984 
9.91857 

9-9^7^9 


638i< 

42135  219^ 
ooi5i  jT 


9-9'59g 
9.91468 
9.91336. 


3715Ï 
52410 

45194 


û5ù 


TABLE  m. 


TABLE  m, 

Conteiiant  les  Sinus  naturels  à  quinze  décimales,  et  leurs  Logarithmes  à  quatorze  déci- 
male^, pour  tous  les  arcs  àt  quinze  en  qubze  minutes,  depuis  o^  jusqu'à  90^. 


•    ,  t . 


Arc 


o«oo 


2.00 


Z.45 
3.00 


3.i5 
3.3t> 
3.45 
4.00 


5.i5 
5.3o 
5.45 
6.od 

■577? 


9.15 

9.30 

9.45 

10.00 


Sinus. 


0.06&0Ô  60000 
0.00436  33oQ2 
0.00872  65354 
o.oi3o8  95955 
0.01745  ^4064 


obood 
8i74 


o.o2i8t  1885o 
0.0261J  09483 
o.o3o5â  8Si32 
0.03489  94967 


I4SSÎ 
07873 
09823 

025oi 


o.o3â2S  tôi57        _ 
o.o^36i  038^3  ^33 

0.06233  09552  42944 


0.0S660  ^7875  633l8 
6.0Ô104  85395  34857 
o.o6S4^  81202  3oi43 

0.0697S  64707  44"^s 


o.o<y4io  84901  953 
0.07845  §0957  278 

0.08200  02075  I22Ô'4 

o. 08^71 5  57427  ^']6So 
0.09150  16186  0S402 

0.09584  57525  !^0224 

o.iooië  80616  12070 
o4ffA  84632  67654 

08^6  68748  5i^5 

11^20  32137  67Q07 

1753  73974  SnoiS 

2t86  93434  <>5i4« 


o. 


2619 

^o52 

3485 
^917 


8969' 
61922 

09S02 

31009 


35530 
aoo52 

73723 

6oo65 


2*52 19 

q4iii 
3386i 
4465o 


9"79 
29611 

4023  I 


16074 

i65o/ 


25656 
76058 
q5o38 
01776 


03826 
60678 

00930 


Log*«Siilu«. 


7.63981  Sémà  o3o4 
7.94084  |o5q6  7687 
8.1 1692»  62283  8061 
8.24185  53104  228$ 


33875 

4179» 
48484 

54281 


29285 
90153 

QièSs 


859$ 


).6!i9D7 
i.66io4 
}ji88o 


557 


or 


75352 


"781 16 
02787 
85277 
451Ô4 


86986 

89464 

91807 


79655 
32984 

33838 
6èo83 


00081 
019^3 


82^68 
38715 


o368b 
o5385 
07017 
08589 


oi'oS 


87563 
60703 

447" 


7987 

2885 


261 1 

945o 

4355  53Ô39  9954 


568a 
16970 

943- 


957«3 

20807 
59840 
24413 


2061 3 
21760 
22858 
23967 


08957 

Q22r 
392I 

o23oo 


Arc* 


bo^oo' 

89.45 

89.30 

89.16 

89.00 


88. 3o 
66. i5 
88.00 


87.45 
87.30 
87.15 
87.00 


86.45 
66. 3o 
66.15 
66.00 


85. 3o 
65.15 
65. 06 


114:45 


«3:4? 
83.30 
«3.i5 
63.60 


82  .'Sb 

«2.t6 
62.00 


^.45 

80. 3o 
80.  i5 
80.00 


Sinus. 


1  .196000 

o 


OOOÔO 

04807 

IQ23p 
76951 


ôoiMo 
20734 
64171 
007 


99965 
99953 
999^9 


082' 


999^2 

.99862 

99§^9 
9981a 

99785 

99756 


82215 
63864 

16765 

47964 
892S2 

4o5o2 


997^ 


99819 


oiSSô 

55024 

46980 


58604 

598^4 


d8 
97761 
91740 


•99496 
99452 


994^5 

99^7 
•99306 

.99254 


'63582 
i85S6 

84Î 
61S11 


■74652 
67179 
50912 
•68273 


&23*ZO 

76i588 
4= 


99*00 
99026  8< 


8i.îro.^^5  i3l58Îô^ 
81. 3o  0.98001  58633  61917 
81. i5  0.98836  i5io4  67761 
81.00  0.98768  8340S  951 38 


98628 
98555 
0.98480 


63665 
56oi5 
60590 
775^0 


60232 
37231 
58078 
12208 


LognSiUQS. 


o. 00000 
9 


00000  0< 

58658 

34680  8ÎM 

9-99W6  2TOi3  442 

'  38498  09» 

66373  747 
115x6  aSiil 
73938  11 
53589  ai 

50455  58ii 
64010  5o2 

1724  002 
[4062  927 


9 
9 

9-99979 
9-9997^ 


9-99966 
9-99958 


9-99932 
9-999>8 

9 

S: 


9-99880 
9-99865 
9-99850 
9-99834 


91000  ooo2 
91453  o55^ 
07898  5391 

4ia55  0123II 


9-998«7 

9-99799 
9-99780 

999761 


42709  r 

^3489  Ml 


9-9974» 
9-997'9 

9-99675 
9.99651 

)^.<g(9026 

!9- 99601 
9'S§575 


09987 
92810 

91875 

OTogS 

3{^i 
85661 
4881S 
27754 


9-S&548 
9-995ao 

9-9949' 
9-99461 


9-9943» 
9-99400 
9-99368 
9  99335 


2237S 
82576 

58a44 
99232. 
55538 
26930 
i33a2 
14589 


;8i 


TABLE  III, 


356 


TABLE  IV.' 


^ 


^ 


TABLE  IV. 

Valeurs  de  log-tang  (45^  +  i  P)  pour  tons  les  apgle»  f^  de  5o  en  5o  minute^,  deptlk-o'' 
jusqu'à  g&'y  calculées  à  douze  dëcimalea,  avec  leurs  différences  premières,  secondes* 
troisièmea,  quatrièmes  et  einquièmes. 


r 


(P- 


o.3o 
1 .00 
1 .3o 
2.0a 
2.3o 


3.00 

4.30 

5.0e 


■^^ 


5.3o 
6.00 
6.3o 
7.00 
y.3o 


8.0a 
8.3a 
9.0» 
9.30 
0.0a 


o.3o 
i.oo 
1.3^ 
a.oo 
2.3o 


oa 


Y. 

3.3o 
4-oe> 
4-3o- 
5.00 


5.3o 
6. 00 
6.3o 
7.00 
7.30 


oToo 
8.3o 
9.00 
9.30 
20.00 


/t»g(45»  +  i»). 


0.00000  00000 
0.00872  67520 
0.01745  417^ 
0.02018  20298 
o .03491  30709 

0.04354  70831 


00 

I 


"oToSÏSTsSÎto 

0.06112  4^5o6 

o. 

o. 

0. 06^37  743«9 


I 


0.09614  08736 

^•11369  oSâii 
0.12247  8117 

0,13.127  51200 


36 
4a 


0. iioo8 
0.(4890 

0. 10657 
<».  17542 


W18429 
0.19317 

0.20^0^ 
0.21098 

O  ^'oy 
0.22886 

0.2^83 
0*24081 
0.25581 
0.26484 


0.22388 
0.28295 
0.29204 
o.3<>ii5 
0.31029 


o.3iq45 
o . 32804 
0.33786 

0.34710 
o . 35637 


71480 
20081 
64015 

85o47 


81 
o5 
01 
81 

25 


872  67570  24 

872   ~  ' 
872 
873 
873 

873 


874 


[  1;; 


Diff.  I. 


24216  60 
75ii  83 
07461  0% 


67354 


875 
875 
876 


07^21  oS 

07371  04 

0804O5 

88531  4» 
7586a  5q 
70073  64 
21201  i5 


888 
889 

894 


256i3 
76418 
34535 
00028 
72963 


B5" 


35 
55 

t 
J 

98 


71005 
08182 
33458 
76932 
28707 


00 


IL 


«■•■M^Hi** 


■«« 


i*-- 


6648  36 
i32q5  23 


»ia  7; 
33282 


46666'52 
53384  06 
60122  03 
66863  07 
7366981 

87331  10 
94211  oS 
01127  .5i 
08083  3o 


2  03435 
2  11260. 

2_IQI73 


3 

20 

54  |. 

27.: 


2  27172  17 
2  35276  12 

2  43474  II 
2  01725  21 

2  60183  63 


03991 


m. 


6648 

6653 
666t 
6671  60 

66844? 
6699  67 

6737  ^ 
6761  0 
6786  7. 

68i5  là 


7090  §3^ 

7i9ff54 
7252  50 


73Ù2  50 
7375»  70* 
744^  17 

7005.  ox 


766»  55 

791a  7,3 
8003  9P 


809895 

8197  99 
8301  10 

8408  42 

8020  09 


8S3i?i2 
8756  80 
8882  12 
9012  36 
9147  5i 


^mt 


m^^fimm 


IV. 


5o9 

7  00 

10  i3 

12  72 

i5  26 


17  87 


3933 


t 


53  8S 
5696 
60  oo> 


63  a» 

7653 

éb  13 

8367 

9^  oa 


T 


9904 

io3  11 
107  32 
m  6 
116  o 


120  ^ 

125  32 

i3o  24 
i35  i5 
140  35 


n«a. 


V, 


TABLE  IV. 


a57 


9- 


ao^oo' 

20  .So 

2t.  CD 

21. 3o 
22.  OO 
22. 3o 


25. 8o 

26.00 

a6.3o 

27.0P1 

27.30 


98.00. 
28.30 
29.00 
29.30  { 

3o.OO: 


30.3o, 
i\  00. 
34. So 

32. 3o* 


âS .  00 
33 .3o 


/tong(45«4-irt. 


6.35637  85o47  25 
0.36568  QioS^  45 
0.3*1501  2io5o  77 

0.38437  $4 '98  72 

0.39377  09765  16 
o.4o3j9  97191  6i 

i2j56  26062  72 

i2i6  061 19  ai 

J7267  40 


6.A0092  .^OOOI    17 

O.A702I  26880  i% 
0.47994  28169  83 

o>499S3  *4828  4oi 
0.60939  22^64.39 
0.51920  8q52o  01 
O.&192D  2! 

o. $3925  4^!  . 

o.^c^ao  6144^  34 

o.S^594o. 84065^1 
0.S69S6  27333  48 
4.57972  0^455  01 
0.59W  20931  70 
0.60035  i4563  '94 

0.61072  7346^  36 
O.62M6  26086  8t 
o.63i65  81109  3o 
0.64221  559?7  4o 
0.65263-65797  20 

0. 624^7  54776  27 

0.^0695  11660  3o 


^•7«79B^9975  7? 
0*729^0  o3370  95 

ô.^iû^  ^o8â5  43 

0.55166  ^871  27 

0.^76200^  06620  6^ 

Sir4Q 


0.70000  2g%5.44 
b.j9747  011 53  78 
P.QP910  ^2292.47 
6.8200S  661^  Il 

0.83284  06^2^ 
0.84482  18143 
o;85o90  ;26oo7 
0.86908.^285  87 
04881371^35870  19 


Diff.  L 


^^np. 


930 

q33 
936 

\^ 
6 


16010  ao 
300OI  3a 
33i3Q.g5 
55566  44 
6143645 


960 


I  II 


8oq57  36 
4n47  49 
i^3io  58 
I  48 

I  65 


g68  88019  a5 
973 

986 


t8û4i 

K,Î45 


0f2( 

255^^ 

61064  12 
o8o35  99 


990 

1000 
ioo5 
1010 

,ioi5 
1020 
1026 
,io3i 
1037 

ToZy 

.fo55 
1062 
1068 
I4>25 
1082 
io8o 
J09B 

i;to3 


è6655  62 
371^6 
19842 
Moo3  92 
1^2622  17 


43267  92 
77122  i3 
24476  00 
(32  24 

4  fy^ 


6090/ 
"55675 


?o6i8  46" 
66112  58 


28122  4? 

;i  2066  64 
i3ii4  69 
3r7o8  80 

42 


III8 

Al  36 
.1143 


2;»90^3 
07464  48 
9ro35  ^4 

"i9  4« 
'7  ■!?3 


^*» 


«208 
1218 

t228 
«39 


07863. 6i( 
30278  04 

4  32 

73 


II. 


3  G099i  12 
3  i3i38  63 

3  22i26  49 

3  3i86o  01 
3  41444  66 
3  5n86  14 

3  610Q0  24 
3  71103  09 
3  8i4ko  90 
3  918 

4  024 


io  17' 

67  60 


l3270  î^ 


4  70621  3o 

28266662 

L .  96061  43  > 

5  07718  26  < 
5  20646  80 

5  33854^5" 
5  47353  96 
5  01166  i5  ' 
5  '^72  18  : 
5  80^14  o3  <^ 


9Î"i3 
26  49 


6it 

6  3i&i2i  .07 

660996^ 

6  67266  87 


683944  17 
7  01047  96 
7  18694  21 
7  366oo  62 
7  S5o85  81 

7  74069  26 

7  93671  36 

8  r36i3  66 
8  34218  33 
8  55409  3ï 

8  77211080 

8  99660  35 

9  »753  96 
9  46660  94 


.10  224^4  69 
;no  49306  08 

^o  77060  4' 

m  «571;?  09  i 


T.  n. 


558 


TABLE  IV. 


I 


53.00 

53. 3o 
54.00 
54  «30 
55.00 


55. 3o 
56. 00 
56. 3o 
57.00 
57.30 

58. 00 
58. 3o 
59.00 
59.30 
60.00 


60. 3o 
61.00 
61. 3o 
62.00 
62.30 


63  00 
63 .  3o 
64*00 
64 '3o 
65. 00 


65. 3o 
66.00 
66. 3o 
67.00 
67.30 


68.00 
68.3o 
69.00 
69.30 
70.00 


logtai/g(45«+i^). 


o.88i32  35870  19 
0.89370  925 li  92 

o-9^2'7  54876 
0.91880  52557 

0.93160  161 47  5/ 
0.94448  77272  7i 


0.95746  68645  22 
o.qnoSn  24ii5  26 
0.90380  70727  39 


.O] 


. 02433 
.o38i2 
.o52o6 
.06616 
.08041 


07046  q3 
34712  00 
56867  70 
17106  06 
60719  49 


.09483 
.10041 

.12417 
. iSqii 
. 15423 


•16954 
.i85o5 

. 20075 

.21667 

. 23280 


42967T1 
06905  20 
85iiQ  27 
^8170  82 
04623  o3 


.26571 
.28250 
.2 
.3 


.33454 
. 35240 

.37054 
.38898 
.40772 


82466 
70983 
83325 
58i6i 
42373 


4» 

53 

32 


.52729 
.54854 
.57021 
.59232 
.61489 

.63793 
.66148 
.68556 
.71020 
.73541 


l 


91712 
i534 
7611 

37024 
09161 

868^ 
97465 
§4558 
09158 
51626 


23 

73 

3o 
10 

i 

69 


Di£F.  I. 


239  56644  73 

25o  62362  02 
261  97680  75 

2-73  63589  85 

205  61125  20 
297  91372  48 


3io  55470  04 
323  54612  i3 
336  00052  3i 
35o  o3i07  i3 
364  75160  10 


379  27665  87 

3q4  22i5~ 

fi 


o 

60238  36 

S  4361 3  43 

I  74069  16 

5r53Z92r63 

75  83875  70 


§3  67322  38 
5il  ooo56  ^3 
53 1  02431 


55o  58937  59 
570  78214  o 
591  o3o59  5 

61 3  16444  2* 
635  4i523  12 


658  4i65o  82 
682  2o3q7  26 
706  81 565  25 

700  07659  14 


786 
814 
843 
874 
905 


01 538  35 
3579486 
757«  i5 
010  35 
761  3o 


p 


938 

97^ 
2008 

2045 

2084 


12341  06 

7^836  5o 
04211  79 
49^38  9^ 


212 

21 

2210 

2256 

23o4 

2355 

240 

246 

2521 

2582 


80076  80 

79412  02 

72137  3i 
77663  57 


10639  80 
87093  88 

459Q  69 
42468  02 
61966  58 


II. 


Il  353i8  73 
11  65000  10 

11  Q7535  35 

12  00247  28 
12  64097  56 


12  99142  09 
i3  35440  18 
i3  73o54  82 
14  i2o52  97 
14  525o5  77 


i5  38o8' 
i5  83375 
16  30455 
16  79423 


i 


l 


17  3o383 

17  83446 

18  3873 


20  19276 

20  8484£i 

21  5338i 

22  25070 

23  00127 


23  78746  44 

24  61167  99 

25  47644  52 

26  38449  37 

27  33879  21 


28^256 

29  39932 

30  5i2 
3i  687 
32  927 


5i 


34  23823 

35  62495 

37  09375 

38  65i2 
40  3o48 


11 

12 


5a  76454 
55  inooS 
58  17868 
61  19498 
64  44^7 


08 

81 

33. 

56 

5a 


III. 


00590  07 

31626  25 
32711  93 
3385o  28 
35o44  53 


36298  09 
37614  64 
38098  i5 
40402  80 
41983  26 


[359443 

l52Q1  61 

L7000  66 

{8967  74 

50959  60 


53o63  61 
55287  6' 
57640 
6oi3t  2I 
62770  41 


6556q  00 
68530  18 
7169^  25 
75048 
78618 


82421  55 
86I76  53 
90004  85 
95429  84 
00377  3o 


05675  78 
ii356  91 
17455  25 
24011  02 
31067  22 


38671 
46879 
55751  83 
65356  44 

75770  77 


87081  79 

99388  27 

2  12801  87 

2  22449 

a  4^477 


2  6io5i  7,3 

2  8o362  52 

3  oi63o  23 
3  25io8  96 
3  51093 '71 


IV. 


io35 
io85  68 
ii38  35 
1194  25 
1253  56 


i3i6  55 
i383  5i 
1454  65 
i53o  44 
161 I  17 


1607  18 
1709  o5 
1887  08 
1991  86 
2104  01 


2224  06 
2352  27 
2400  84 
260Û  i3 
279S  59 


5298  48 


568i  i3 
6098  84 
6555  57 
705590 
7604  73 


8207  90 

fer 

9604  61 

0414  ^^ 
i3ii  02 


2006 
34i3 
4648  10 
6027  88 
7573  88 


9310  79 
21267  71 
234'ï8  73 
25q84  75 
28834  04 


V. 


46 

49  ^o 
Sa  67 

55  00 

59  01 

62  99 


6696 
71  i4 
^5  81 
00  71 
86  01 


91  8 

98  o 

104  78 

112  i4 

120  o5 

128  71 
i38  07 
148  20 
iSg  46 
'7'  59 


184  89 

«99  47 
2t5  41 
23a  86 

252  17 


278  34 
296  67 

322  4? 

35i  02 
382  65 


5^  73 
5oo  o3 
548  83 

6o3  17 


6d4«  08 
rSa  63 


995  ¥ 


1107  12 
1234  5o 
iS'jq  78 
1546  00 
1736  91 


1956  9a 
2211  02 
25o6  02 

2849  ^^ 
325o 


TABLE  IV. 


aSg 


70**  00' 
70,80 
71.00 
71.30 
73.00 
72.30 

73.00 
7S.30 

7^.00 
74.30 
75.00 

75,30 
76.00 
76.30 
77.00 
77 '3o 

78.00 
78.30 
79.00 
9.30 
.00 

3o.3o 
81.00 
81. 3o 
82.00 
82.30 

83. 00 
83 .30 
Si.  00 
84.30 
85. 00 

85. 3o 
86.00 
86. 3o 
87.00 
87.30 

B8.0Q 
88. 3o 
89.00 
89.30 
90.00 


IogUng(45«+irt^ 


. 73541 
.76124 

.84273 
.87135 


51626  69 

i35q3  27 
aoi07  37 
22442  70 
00347  01 
65800  02 

^6900  46 

91274  07 
7193984 
92565  32 


ë 


•95078 
.93100 

.96225 
a. 02758  §4^18  00 


a. 06186  83i52  91 
2.0Q73a  39967  20 
a. 104^4  30420  19 
a. 17212  18296  29 
a. 21 166  80791  80 


a.aSaSo  37044  ^^ 
3.30566  30607  4^ 
a. 34040  06935  38 

a. 43034  00537  10 


3.48778  76800  32 
3.54309  04360  61 

3.59947  15731  31 

3.66o3o  61275  59 
3.73504  18019  65 


•794^ï  90570  32 
.86849  86556  1 
fo  02390  7 
od5  725o5  û, 
i3o  i33i5  01 


i 


3.33678  35218  81 
3.35467  35124  07 

3.48830  01457  83 
3.64253  33573  2 

3.82493  474" 


.04813  54186  83 
.33585  19194  43 
.74134  87603  65 
.43451  40799  36 
Inf.  logaritmniqae. 


Diff.  I. 


3583 

3647 
2715 
3786 
3863 

2943 


61066  58 
06574.  to 
03370  33 

01007  44 


34373  El 
8066J 


303g 

3ii8 
33i5 
33i8 
3437  88934  91 


57 
01653  68 


30635  ib 


3545 
3671 
3807 
3954 

4Ti3 


568Ï4  39 
goi53  99 
07870  10 
63495  5i 
46353  46 


4679 
4905 

5i54 


è&  q35(>3 


90000  19 
86317  83 
40370  90 
13335  98 
16353  16 


5430 
5738 
6o83 
6473 

6917 


37470  39 
11870  60 


455^4  38 
56744  06 
73559  57 


11789 
i3o63 
15433 
18339 

33330 


09905  36 

66333  76 
33ii5  41 
13838  74 
06774  85 


a  7^ 
49 
16 


65oo7  60 
68409  33 
63190  71 


n. 


64  44^07  53 
67  95701  33 
71  75628  98 

85  87641  70 
o  35461  43 
85  33366  17 


90  56292  16 
96  39959  71 

03  81037  30 

09  87383  33 
17  67879  38 


36  33638  70 
35  97^23  11 
46  74^9  4^ 
58  Ô3756  95 
73  47310  73 

64 

07 


5lO 


83900  3i 
34173  78 
11190  68 
i58i5  5i 
33ii7  35 


095 

828 

ioo3 

1340 


33417 
19857 


68 
5928Ô  5 
60694  5 
76093  5o 
98003  06 


i573 
3000 
a8i5 
4080 
6453 


56438  5o 
65781  65 
81733  33 
1936  11 
(383  75 


38766 


03401  63 

9378649 


m. 


3 
3 


51093  71 

79927  75 
1201a  7a 

7819  73 

„79o|  74 
329^5  99 


6 

7 

l 


's^^  55 

0O255  o3 
80597  i5 
65759  3a 


6355J  78 

45443  a 


>7 
ao 

23 

3i 


6i3o3  43 
19103  01 
30957  10 

OOOQQ  95 

72700  18 


5027347 
77025  00 
04615  83 
07601  84 
90440  33 


io3 
i33 

175 

307 
333 


0141 


^33 
01413 
15398 
31908 
58236  44 


1365 
3371 
5334 


09353  i5 
15941  68 

11213  78 

65306  64 
45108  87 


16989  90384  87 


IV. 


38834  04 
33084  97 
35807  01 
[0080  01 

^5o3I  35 

?074i  56 

O0I03  17 
98025  09 


1  13411 

1  3io4i  2 

1  54416  3 

1  81890  i3 
3  i575q  52 


3  578q8~58 
3  io855  09 

3  78143  85 

4  64683  33 

5  77490  39 


7  36753  43 

9  ^758993 
13  o2q86  01 

i5 

31  43^3 


>09 

§5  365i7  w 
4  50920  71 


sSTôSSsTSs 

5oQ  95271  10 
1106  54083  86 

3q53  79873  33 
11065  40316  00 


V. 


335o  93 
3733  04 
4378  00 
4936  34 
5730  3i 
6658  36 


7787  60 
9154  58 

10830  o5 

13863 

15386 


I  35 

i  00 

43189  0' 

"53956  5 
67287  76 
86540  38 
12807  06 
49262  14 


2 
2 
3 
5 
8 


oo83 


a6o 


TABLE  y: 


TABLE  V. 

Lc^arithmes  à  19  dédmâlé»  pour  toos  les  iiooibred  impeirs  tle  ^        à  i5ôi,  et  pour 

tous  les  nombres  pttemiers  de  iSoià  I0000. 


IXota.  Celte 
.    EUe.est  extraite 
se  trôinre  dans 


v^  Table  fait  vtAXe  aux  logarithmes  àso^âéclmalés  Bei^Ty^les  de  Gàrdiner,  £lit.  d'ÀTigna 
ite  des  grandes  Tables  an  Cadkistre^  .déposées  an  Borean  des  Lon^tudesi  et  dont  la  noti 
s  le  tome  V  d^  Mémoires  de  l'Institut. 


Noiub* 


ir63 
ii€5 
Î167 
1^69 
1171 


1173 
ki75 

ii8ï 


I 


ii83 

irB7 
irSg 


"9t 
1195 

*»97 

"99 
1201 


I203 
I2o5 

1207 
i2og 
1211 


I2l3 
I2l5 

1217 
1219 
1221 


1223 
1225 

1227 

1229 

I23l 


1233 
1235 
1237 

1239 

1241 


Logarithmes. 


06557 
o663!2 
06707  o 
06281  '^in 
o66iS^fe95o 


28448  41 14 
62037  776Q 
45370  1735 
6i8|o  1107 
•72303  1^99 


06929  8ot2i  i552Q  2447 
07000 

07077  64628 
o^rSi  SéôSo 


:o737i  8î5o3 

'0744s  tijtSû 

crjSifi  t6546 

07591,  r76i4 


"onnSS  0740 

434346816 

95080  1354 

35 14  799] 


27930  3691 
461 2a ''6701 

04^  ■  ^^<^4 

16691  5Ôr8 
B2777  5o32 


07664  04436 
07236  7go52 

07809  4<^<>.4 

07881  Qr83b 
07^/^0074 


08026  5627S 
080^  70469 
08170  72700 
08^42  'o3oo8 
o83t4^4r43i 


3o34i 
ii56 
ooiio 
988486760 
02906  0489 


olsSB" 
08457 
08529 
08600 
08671 


08742 

o88i3 
08884 
08955 
09025 


08008 

62779 
05782 

37056 
56632 

"Sis 

608 
45627 
18828 
80529 


74Î8 

7  ^« 

37349^ 
TO771  8802 

4365:^  2453 


66572 
34330 

3oo64 
i838i 
44882 


9W 
i3 


9245 
47i9 


36285  4633 


2QI20 
70063 


6432 

5355 
6536 
4583 
8296 


Romb* 


253 
2SS 
257 
259 
261 


565" 
a65 
267 
269 
271 


273 
275 

277" 

279 

201 


a83 
285 
287 

2«9 
2QI 


293' 
295 

297 
299 

3oi 


i3o3 
3o5 
307 

30Q 

3iï 


3i3 
3i5 
317 
3iq 
32? 


I  _•  .  .  t 


iLogacithmes. 


**l 


09447*11286      41644       7695 

câ5f6^5i4'3i45é  r45Q 
0^86  64534  ^7854^  6i37 
09656  ^4383  74^35  5rao 
o97!i5  73096  \^34r9^<^r. 


09864  37258  170611  Qi 
09933^776  85q57  7472 
10002  57301  07862  5975 
10071  5o865  70081  6210 


10140  33565  55336  7447 
-  ^^         6  7244 ' 
Ï0277  66148  83441  34 


10209  o5255  ii836 


10277  00140  00441  o4ro 
10340  16220  947<'4  7763 
10414  555ô5  Î»4oq8  ^4^ 


10482  84o36  53655  3^ 
io55i'  01847  60973  92^4 
10619  08972  6odi5  fi86b 
10687  65444  786S3  92^ 
10754  91297  ^686  8019 


10822  665^3  74928  So36 


10800   3rl2' 


i^S 


3  3420 


10957  85469  04386  6846 
r  1  o^  ^291 73  ^3Î6 
1 1092  62422 .6642 


^29173^3403  6241 
0  3ôJ 


11159  852£SI8d3sf4  638Î 

97084 '17^7^  6828 
99760  84Ô00  0814 
91010  73027  8800 
11427  72965  oi58o  2544 


112 


ii4a4  441^7  12584  6916. 
iiSoi  o5iio  74299  7067 
11627  55875  ooSm  2970 
11600  96405  50755  8000 
11700  26916  90084  2777 


11826  47260  80479  3435 
7628  20770 


11 

I 19S8  5774 

12024  4 
12090  2 


3770  6788 
61783  80' 


JHdmb; 


t2t55  d844<  87500 
l'222i  08782  ^«826 
12267  ^228  64435  êMj 
t2SSa  ^9809.42781  ^ 
n^V]  éo5Sh{  74675-4! 


.1353 
i355 
1357 

'^ 

l36t: 


7363 
i365 
(367 
1360 

1373 


TâBs" 

i385 

1387 
1391 


iJIWb 


M1*M«M 


1393 
1395 
1397 

>399 
1401 


^ ^ 


Logarithmes. 


IM*iirti 


12463  6i|q4  i3 
12548  12007  00 
12618  14072  6r 
12676  00770  T2  _ 
12742  07778  51S98 

12807  601116  687 1 5 


i3t2Q  77 
1^8100  92 
18257  98 
r3S2i  945 
13385  «7* 


3  88426^1 
22^^61 
71904 

2203o 

9762a 


:«£ 


13449  58558  34673 
Î35t3-265i3  76774  «^< 
£3576  85i45  67822 

18640  34481 ;33o& 

13768  74^47  80012 

65372  86755  1  Mi 
I  662Ç1 


09810 

9]2?4  «0467 

64610  73284 
22457  07615  57; 

71299  92046  4'* 


Z^  IS,,J 


TABLE  V. 


^6i 


ék 


Nomb. 


i 


o3 
o5 
07 

»9 
II 


13 
iS 

'7 
'9 

l2l 


483 
485 
87 


Logarithmes. 


i&'joS  76710 
14767  63242 
14829  40974 
I  09931 


::| 


70187 


2835q 
41090 

34745 

09356 

54347 


i5oi4 
i5o75 
i5i36 
i5i 


2I6I8 
64398 

98602 
23954 

40779 


i532o 
i538i 

15442 
i55o3 

15563 

16624 
i5685 
16745 
'16806 
16866 


I 


9000 
8643 
39731 
22287 
96337 


16926 
16986 
16046 
16106 
16166 


61903 
19010 
67681 

39808 


84284 
44529 
14646 
00970 
62776 


Q128 

0977 
7022 

8324 

61  li 

0404 

4044 

0046 
7488 

"3326 
0084 
9630 
23o3 
3676 


97344 
7001 1 

366o5 
18989 


4760 
i3oo 
6671 


633 10 
78470 
853 II 
83854 

74»  24 


fM 

19087 
07735 


2o33 
6618 

4211 
6842 
8786 


16226 
16286 
16346 
16406 
16466 


I 


16624 
16683 
16643 
16702 
16761 


48261 
76246 
oii38 

Ï7957 
267 1 7 


98021  6291 
219:26  0088 

60990  lUi 

08401  A)l4l 

342^  7697 

26810  883o 

?oi28  2610 
8282  6822 
90266  4920 
27680  1111 


16820 
16879 
16988 


17a 

201 

289 

347 


ii5io 
64536 
09685 

40977 
76434 


4o5 
f4 

622 
17680 
17688 


98072 
11926 
18008 
16828 

06922 


26026 
60448 
48062 
48279 
48270 


4o5o 
4629 
85i5 
4666 
8896 


Nomb. 


611 
628 
53 1 
543 

549 


563 
667 

579 


?83 

597 
601 

607 

609 


6i3 
619 
621 
627 
637 


66 


667 


697 

699 

709 
721 

723 


733 

74» 

1,11 

759 


787 

289 
801 


811 
823 
83 1 


8Sf 
871 
873 
877 

879 


Logaritlimes. 


44643 
|o33 
906 

69260 

14667 
61161 

2l8bo 


89026  3697 
86042  578» 
1201  0274 
Il 48  !«676 
69206  0026 

28668  6241" 
88841  6808 
68690  180Q 
80978  38o5 
08294  2826 


9948 

20880 
20489 
20001 
20666 


o9ii8 
49161 
18819 
68767 
60440 


20763 
20924 

2i4o4 


43678 
68487 
80148 
76629 

86794 


62866  9116 
88482  9828 

i929q  7880 
6334$  5362 
99029  5498 


889611205" 
68878  7868 
4861^  9447 
86868  ^2876 
n 


94'  4%4 


18428 
88388 

20027 
08700 

62774 


19886  74^* 
iQ6iq  2802 
2800a  824^ 

08906  2420 
Ï7695  2974 

09045  OO7Q 
20786  834Ô 
27660  2693 

48028  49» 6 


28879 
24079 
24220 
24878 
24626 


24968 
26116 
26212 
26261 
26661 


74278 
i343f 
45526 
08406 
87128 


26078 
26268 
26646 
^6974 

27114 
27207 
27260 
27346 
27892 


84608 
66686 
83443 
68954 
68731 


18017  oood 
17081  2026 
82980  9896 
08704  932r 
67461  261 

06801  6264 
76864  601 5 
06644  2868 
67872  0990 

19688  OlDO 

i4o58  407$ 
64976  8014 
01696  4710 
40241  4076 
80767  oui 


Nomb. 


48179  49078  3o6à 
37876  00009  Q194 

42^26  2i3l46  3l6 
67801  00626  6 


1889 
1901 
1907 
191a 

193» 


1988 

'949 
1961 

«973 

J279_ 
1987 
»993 
»997 


2011 
2017 
2o!i7 
2029 
2089 


2068 
2068 
2069 
2081 
2088 


2087 
2089 

^099 
2111 

2118 


2129 
2181 
2187 

2143 


2i58 
2161 
2170 
2208 
2207 


2218 
2221 
2287 
2280 
224^ 


2261 
2267 
2269 
2278 
2201 


Logarithmes. 


27628 
2;8q8 
28086 
28171 
28678 


21168 
06980 
49700 
22787 


28628 
28981 
29026 
29612 
29644 

29819 
29960 
80087 
80081 
80168 


80841 
80470 
80686 
80728 
80941 


18640 
.18891 
72698 
708^2 
6794^ 

786^1 

8064^ 

27^1 
09492 

20706 
68982 
87466 
20470 


722 


■?; 


21888  685 I 
66443  1882 
46006  6229 
27296  866à 

79394  7088 
28668  0108I 
17621  434^ 

?46i8  069] 
2191  1870 
06896  260^ 

09816  i6o5 
00487  6082 
70702  6693 
181 16  9890 
98676  2274 

12766  4856 

?3oo8  709$ 
3345^78 
78140  '0007 


31962 
81998 
82201 
82448 
82. 


^498  7o69i"8736| 
28161  6648 
66781  6011 

11020  0847 

9^699  '47745  6660 

0810 


82817 
82868 
82980 
33o6i 
33 102 


24490 
84300 

24386 

82333 

94970 


66452 
8o3oî 

82^00  4^76 
07656  8796 
62818  8676 


ii?^ 


88804 

83465 
88826 
34801 
34880 


6661.4 

34497 
I6221 

06672 

21710 

4021 

4,1- 

72802 
44971 

2333 1 


34498 

\Û 
34906 

35oo6 

86082 

36287 
35545 
35683 
86fô^ 
86812 


14189 
86585 
69840 
40986 
92786 


88822 
14201  9742 
64069  4114 
94438  8296 
41828  6761 

23487  1907 
88241  38i8 
46206  6218 
60767  6114 
61655  0876 


54960 
16201 

52862 


27269  9464 

'2 

6 

79080  2666 

82967  7882 


17207 

96629 


OO^lQ  q84c 
20617  387I 
84935  077/ 
24070   820111 

76848  566d 


T.  II. 


59 


a6o 


TABLE  y: 


TABLE  V. 

Lc^arithmes  à  19  dédmâlés  pour  toos  les  lioiiibred  impeirs  "de  1 163  à  i5ôi,  et  pmnr 

tous  les  nombres  premiers  de  iSoià  I0000. 

IXota.  Celte  TaUe  fait  sttite  aux 

.    Elle  lest  extraite  des  grandes  Table 

se  trôinre  dans  le  tome  V  d^  Méa 


* 


ir63 
ii€5 

1^69 
1171 


1173 
ki75 

'«77 
ii8ï 


ii83 
irSS 
1187 


1195 

"97 

"99 
1201 


I2o3 
I205 

1207 
i2og 
1211 


I2l3 
I2l5 

1217 
i2ig 
1221 


laaZ 

1225 

1227 

1201 


1233 
1235 
1237 
1239 
1241 


Logarithmes. 


wim,^ 


06557 

o663!2 
06707  t( 
0678k  ibiii 


06929  801 21 
07603 
'070^77  64628 

o   ^ 
o 


a8448  41 14 
6|o37  7769 

45370  1735 

6i8io  II 07 
•72303  1^99 


t552Q  2447 
x>nn5S  0740 
434346816 
95089  1354 
i35i4  7991 


27930  3691 
4012a '6701 
54591  2264 
16691  5iBr8 
07591.  r76i4  82777  5o32 


07664  044^ 
07736  "79052 
07809  4<5o4 
07881  Qr83b 
079S4  ^Sooy4 


08026  56273 
080^  70469 
08170  ^72700 
08242  63o6B 
o83f4'4r43i 


988486760 
02906  0489 


oSsBë" 

08457 
08029 
08600 

08671 


7458 
^10007  ti  ^ 

S7%^ 
TO771  8802 

43ùS:^  2453 


62779 
05782 
37056 
566 


0874a 
o88i3 
08884 
08955 
09025 


08008  66572  974^ 
34300  9913 
3oo64  9888 
i838i  9245 
44882  4749 


639 


09006 
09166 
09236 
09307 
09377 


^570  36285  4633 

45627 
18828 
80529 


2710 
2409 
o856 
3078 


30765  q573i  6432 

5355 
6536 
i583 

17814  98729  8296 


Romb. 


253 
255 
257 
259 
261 


565" 
265 
267 
269 
271 


273 
276 

277' 

201 


a83 
285 
287 
289 
20 1 


293 
295 

297 
299 

3oi 


l3o3 
3o5 
307 


3i3 
3i5 
3i7 

319 

321 


^Logarithmes. 


09656  24383  74Ï35  Sno 
097IS  7feg6  \a34r9  ^t 


.ro7dQ  94»! 
37258  i7diNy  9/ 
09933 ^52776  eSQ57  2472 

10002  57301  07862  5975 

X007 1  5o865  '70081  6210 


10482  84o36  53655  SgS 
-o55i  0x847  60073  q" 
0619*08972  63ii5  ii\ 
0687  05444  780S3  g2îs6 
0^54  9i!t97  44^86  3or9' 


01 40  33565  553Sd  7447 
0209  o5255  ii836  7244 
0277  66148  83441  34ro 
fo346  16220  94704  7763 
^414  59565  54008  t74a 


9129      

0822  66563  ^4928  So36 
o8go  3riif6 '67313  3420 
0957  85469  04386  6646 
10^^29173^403  0241 
1092  62422  Î66420  3o8B. 

nSo  85248  i8d3d4  638i 
I2OT  97604  *ï7?7ô  6823 
2q3  99760  84080  0814 

300  91010  73027  8800 

427  72965  éiS8o  2544 


4^4  441^7  1^584  6ûi6. 
Soi  ooiio  74^99  7067 
627  55875  60644  2978 
600  96465  50755  8000 
760  26916  90084  2777 


826  47260 
892  07528 
958  5774 

2024  4 

2090  2 


JSdmb; 


(2t5S  cf844i  87500 
i'222i  S8782  ^«826 
12167  t>9228  04435  êu\ 
12SS2  49809  ;4273i 
ra4r7^6o554  74^75-^; 


.r353 
i355 
1357 

i36t 


f363 
i365 
'f367 
1369 
-f37i 


«73 


MiMMi^«adiaM*««l 


sm 


TsST 

i385 
1387 

1391 


iSqS 
1395 
ï397 

»399 
1401 


LogarîtlùiMs. 


■**•«■ 


12463  oi4q4  (3 
12548  12057  00 
12613  14072  6r 
12676  65770  wôè8  ^ 
12742  07778  51S98 

12807  60  «6  68715 

^  '3  38426  J 
«985^61 

7'9o4  J.. 
2203o^Mr 

■  I  I        1  êWimf 

9762a 

it)4a4 
6  £9^37 

r3385  81  ^gS2  ^3334 

13449  58558  54^7^  ' 
f35i3  ^»65r3  70774  «afe 
£3576  85t45  €7822 
t364o  34481.3 
t3763  74947  895 12/ 

13567  05372"  36755  «t  M 
i38ao*^!i6ô8i  662^1  496 
13863 :39|o2.^f6o^3^ 
i3§S6- 4^061  -75649 
r4oi9  36785  7863  r 


î3i2Q  77 
r3iQS  92 

y332I 


:*.-rci' 


TJ»», 


X4082  ai8oi  ogSto 

^^44   -   - 

14207 

14270  22457  3761$  57 

1433 


^:W 


,       972?4  00467 

14207  64610  73284 
22457  07610 

2  71299  92046  4i< 


^ 


57  42076  09616 
519  04001  14181 
14581  77144  91827 

14643  8i352  85774 


TABLE  V. 


Ti6i 


ÉÊéi 


Nomb. 


[o3 
o5 

(«7 

[•9 
II 


[63 

65 

t 
7' 


Logarithmes. 


i47o5  7671 
14767  0324 
14829  40974 


o 
3242 


14801  09931 
' 1495a  70187 


i5oi4 
15075 

i5i36 
i5i< 


2 161 8 
64398 
9o5o2 

28954 
40779 


2831 
41  o< 

34745 

09356 

54347 

48558 
00809 
47460 

57474 
27469 


i532o 
i538i 

1544^ 
i55o3 

15563 


49000 
48643 
39781 
22287 
96887 


15624 
i5685 
15745 
'i58o6 
i5866 


61908 
19010 
67681 

07939 


97344 
70011 

34225 

366o5 

13989 


4760 
i3oo 
6571 
1948 
3oi5 


15926  638 10 

15986 

16046 

16106 

16166 


16226 
16286 
16845 
i64o5 
16465 


53ii 
8385| 
74124 


19037 
II74 

7735 


2o33 
6618 

5842 
8786 


16524 
i6583 
16643 
16702 
16761 


43261 
76246 
oii38 

^7957 
267^7 


98021    52QI 
219:26   109^8 

60^1^, 

08401  yOl4l 
342^  7697 

253 10  833o 

?oi28  2610 
8282  6822 
90256  49^0 
27530  II II 


16820 
16879 
16938 

71T 


^ 


27468 
20208 

o4q53 

81739 

5o585 


17a 
a3i 
289 
347 


ii5io 
64536 
oq685 

m 


28882 
58281 

52176 
S2994 


4o5 
464 

022 
17,580 
17688 


T.  II 


^^17 
11926 

18008 

16828 

06922 


25o25 

60448 

43o52 

49279 
43270 


4o5o 
4529 
35i5 
4666 
8895 


Nomb. 


5ii 
523 
53 1 
543 

549 


^3 

567 

579 


583 

597 
601 

607 

609 


6i3 
619 
621 
627 
637 


66 
667 


697 

699 

7®9 
721 

723 


733 
741 

lU 

759 


787 

789 
801 


811 
823 

83 1 


867 
871 
873 
877 

879 


Logarithmes. 


9948 

20880 
20^89 
20001 

2o655 


09148 
49161 
i33i9 
58767 
60440 


20763 
20924 

2i4o4 


^025  3697 

36042  5788 

I2OI  0274 

148  !«676 

59206  Q0*l6 

"28658  624!" 
88841  6808 

68590  l30Q 

80978  38o5 
08294  2.825 

62855  911 5 
88482  9828 
i929q  7880 
6334Î  5362 
99029  5498 


88961 'SioST 
53378  7368 

aoooo  707Q 
n  ' 


94'  4394 


22968 
28010 

28274 
23578 
28628 


19886  74^î 
iQ5iq  2392 
2800Ô  824^ 
^0246  7111 
0D935  24^3 


18428 
88288 
20027 
08700 
52774 


,76n5  2974 

09045  007a 
20786  8346 
27560  2593 

48028  49» 5 


24968 
25ii5 
26212 
26261 
2555 1 


26078 
26268 
26646 
^74 

27114 
27202 
27268 
27348 
27892 


74278 
i343t 
45626 
o34o5 
87128 


845o3 
66686 
83443 
68964 
68781 


18017  oood 
17331  2028 
82980  9896 
08704  932r 
67461  261 

06801  6264 
76354  6010 
06644  2868 
67 82 2  0990 
196330100 

14068407^ 
54976  3oi4 
01696  47^0 
40241  4075 
80767  011 


43179 
37876 

77773 

D7801 


49078  3o6i 
00009  0194 

ài3l46  3i6i 
00626 


Nomb. 


1889 
1901 
1907 
191a 

'93' 


1988 

'949 
1961 

'973 

'979 

1987 

'993 

'997 


20tl 
2017 

2o!i7 
2029 
2089 


2o53 
2068 
2069 
2081 
2o83 


2087 
2089 

^099 
2111 

2ll3 


2.29 

2l3l 

2187 

2141 
2143 


2i58 
2161 
2170 

2203 
2207 


22l3 

2221 

2237 

2289 

2240 


2261 
2267 
2269 
2273 
2281 


Logarithmes. 


27628 
2^808 
28086 
28171 
^85j78^ 

28628 
28981 
29026 
29612 
29644 

29819 
29960 
80087 
80081 
3oi68 


21888  585 t 
65443  i382 
46006  6229 
27296  856à 
79894  7088 
28668  0108 


80841 
80470 
3o685 
80728 
3094 


81288 

31676 
31827 

3i86é 


2o64 

2794' 
09492 

20706 
58982 
87466 
204-70 
72257 


17621  4349 

?45i8  0691 
2191  1820 
06896  2606 

09816  i6o5 
00487  6082 
70702  569$ 
i8ii6  9890 
98676  2274 

12765  4856 
O3oo8  7091 
33345  -9873 
78140  -0007 


31962 

81998 

82201 

82^ 

3ii 


82817 
82868 
82980 
38o6i 
88102 


24490 
848< 

24 
82333 

5422?. 


66454  b3io 
80800  3790 
82400  4376 
07KI6  3796 
5281 3  3676 


88804 
33466 
88826 
34801 
34880 


6661.4 

34497 
46221 

06672 

217^0 

40208 
47668 
7^302 

4497' 
28881 


88822 
14201 


)1^ 


34498 

\û 

34906 
35oo5 
86082^ 

86287 
35545 
36583 
36fô^ 
358i2 


14189 
85585 
69840 
40986 
92786 


64069  4ii4 

94438  8295 

41828  6761 

28487  1907 
88241  33i8 
46266  6218 
60767  61  li 
61655  087! 


54960 
16201 

44Q58 
94357 
62862 


«w 


TABLE  T: 


363 


Logatitliines. 


53536  83go3  loo! 
6895,  9|„4  =„3 
94321  48761  9t3i 
9^501  39211  9103 
9^076  65335  9626 
>5599  35753  9076 
Sïnq  86Ô20  i2q3 
q4„3-4j856  99 
34371  04383  ,9, 
b4o56  19706  25 


-3988  26322  5j' 
o5i49  ©5874  ooi 
6g3q3  6960 3  70 
077^(1  73675  q4 
294  48934  b33j 


'65877  459'8  634 
49542  0S108  20l5 
^368  399S5  1801 
00723  4^*9^  ^99^ 
loi  16  07000  6o33 


2927 

'  ^o9  b: 
939=4  ^'  . 

15  18704  9793 

70958  95804  43o4 
'"  25  18759  6021 
136  66174  0623 
,5461  83087  «783 
13395  ii5i6  4775 


Siil\  54^92  '0^ 
57810  243i3  3i  ^ 
3o45t  92180  231 
54329  471 58  3624 


a64 

TABLE  V. 

Nomb. 

Logariduues. 

Nomb. 

Loganlhmes. 

SOBlb, 

Uprilhma. 

,78, 

'l8q 

67678  5o3o4  iOao5  4734 
67781  57047  98757  4844 
67970  o38o8  71964  1482 
68006  34274  81948  5629 
68024  48370  42607  7033 

1:3? 

5.07 
5209 
5227 

71424  Sqiio  17894  o3i9 
7i5o8  36706  94027  240S 
71575  27.68  22859  5o6o 
71675  4^74  326g,  1,6. 
71825  25ooo  9,,5o  5634 

5639 

565! 
5653 

,5i2o  20945  88353  161! 
' ^  f^fl 

35326  o3il 

■         Sô  3ijf 

ê,77.  5346 

1  54,  5,S 

o4i3i  q5i( 

j56^i  21601  64771  6249 

,571681922  14272556 

,5668  48I98  82441  003. 

4793 

m 

28i3 
48.7 

68060  74289  91,8,  8750 
68u5  07499  32421  3927 
68133  170SI  69165  ,458 
68241  56616  77358  4900 
68277  66463  14434  0372 

523. 
5233 
5237 
526! 
5273 

^i858  47200  2,436  oo5o 
718,5  0,34,  39à;5  2449 
,1908  25,39  oi485  8954 
72106  83oi,  9,i5q  oq5o 
72205  ,7713  3i464  1389 

4657 
«59 

831 
1861 
,8,1 

684o3  70374  86519  7603 
68672  562IO  74542  i6o3 
68761  81295  71769  0250 
68éi5  27555  9i566  3287 
68922  00372  63835  5893 

53? 

72255  16620  00958  4506 
,2271  6.674  88?94  8o5. 
72402  99729  355q7  7071 
72452  16271  18562  679, 
,2501  272S3  4ii56  9734 

i?; 
5711 

5,17 
5737 

'9°9 
49"9 
4931 
iq33 

69046  18932  46178  2536 

eg^  68225  S33?  3221 
69293  5oo25  31.37  7324 
69311  11154  62141  2286 

5333 

5381 

72615  64661  72754  8590 
72697  15836  62876  6352 
72811  01841  oo34o  6.20 

75898  ^5468  6,6io  2841 

: ifil 

4  621; 

,3  961I 
17  o36S 

:            iTsU 

te  5853 
ioo52( 
I7  3o4( 

', 17  522i 

,6,n«  ,6,  ,3  63322  2621 
!i  10718  2821 

4937 

4951 
957 

i 

69346  31272  19531  1363 
69399  06104  60776  7830 
69469  29263  3i484  080J 
69521  89.89  b5i5o  9206 
ë|609  T.!^  95223  5420 

1^ 

53» 

,il42  4935 

75624  ëï82 
91061  326a 

58», 
5821 
"5827 

1? 

69626  89967  45531  7954 
69661  84592  32224  9426 

•69&6  ?5662  55109  7364 
69888  31367  52590  2237 

5f4Î 

:  8,202  ,034 
12390  Ô985 
92627  5336 

^3567  87259  °,Sm  ??§ 

oo3 

5o2i 
5o23. 

If 

5o59 

69923  o5o28  83409  .5.4 
69975  io3i6  895.4  3236 
6999'  44027  42476  6996 

70079  022l3  74346  91.1 
JOO96  31781  59549  3096 

70234^583  55768  7083 
70337  73685  12349  5472 

5Ô560  71JI4  Ô460?  o364 
70594  9.949  .0295  67.5 

5443 

55o3 
5507 
5519 

73583  83343  170,3  ,650 
,363i  68079  04108  824g 

',38,2  ,m  34?o9  762i 

5857 

5867 
5869 
58^ 
588i 

I53 

!3  SS^  aie! 

l2  i633i  654I 

,  j5  i3ï,3  455; 

,6g3o  34601  89081  ^3. 

73901  82458  83480  9097 

7^044  16449  49^65  oGéi 
74o59  q5i28  iii56  5i25 
74ogi  50764  8128a  5450 
74186  03940  65263  5418 

,694^  11794  02037  6iqi 
77063  11277  77806  586 

??i5?  lîsae  ii^  lll 
7,283  49272  39018  137! 

5087 
5099 

706/6  173,6  3i354  7002 
70748  Sono  674,3  5829 
70,65  53235  3ii86  9120 
,0816  58578  55540  0645 
70867  57927  26536  976. 

5521 

7420.  7747.  4o.38  2300 
74248  94645  81775  1396 
^4280  36584  6qi65  5752 

74530  90599  4''8-',7  9784 

5981 
boo, 

77371  33252  77021  622a 
77473  58825  S1753  354» 
77677  38024  i2to,  o43< 
7,720  92581  45684  8  3 
77665  ,6319  1,355  2.  5f 

tu 

5i6, 
5171 

■70918  51295  50245  4248 
71155  41682  5o.6q  5456 
71206  01424  61074  7488 
,1323  84^15  456617155 
7135,  4537,  ,2.69  ,653 

7457, 72,78  89759  06,4 

74608  90430  56200  2o4q 
74671  I0225  16660  4418 

74748  94922  58672  8673 

,4996  80835  09402  8802 

601. 
6029 
6037 
6043 
6047 

78082  11758  534,i946! 
,8125  25942  48456  ïaii 
78.53  99686  05941  7121 

TABLE  V. 


^$S 


Noinb. 


6091 
6101 
6ii3 
6iai 
6i3i 


Logarithmes. 


06739  ia552  02?3 

t^9  44o48  M^ 

320II  22563  4564 
21433  8^44'  <^^ 
S9740  54522  S789 


6197 
6199 
620a 
621 1 
6217 


«S» 

634a 

6353 

635q 

636i 


[8468  85905  01421  2721 
j854o  10249  9^^^7  ^^^ 
r8625  4^^7  89780  2451 
|868a  23794  99,  8t  4273 
[0753  i3iDi  27234.  2555 


Nomb. 


07492 
iq563 

30675 
67109 


fâi 


49S' 

i6363 
17811 
10292 
08673 


49678 
5i573 

i5aoo 
Ii55 


8122 
5128 
43i5 

1^ 


0201 3 
833o8 
i5o59 
61549 
241 17 


9733 
977^ 
9644 


6269 
6271 
6277 
6287 

|fe^_  799^7 
63oi 
63ii 
63i7 
6323 


■82698 
6800^ 
21280 
34603 
i6o83 


42669 

74"4o 
46021 

77521 

01 307 


6o55 
9842 
7452 
2805 

941 


08768 
3i8i8 
50956 


80188 
80229 
80297 
8o33d 
8o352 


37071 

82553 
88249 
53955 


6Z2] 
6i  27 

6469 


3QIÔ4 
26021 
28881 
63507 


6384i 


6547 
655i 
6553 
6563 
6569 


a 

6599 
6607 


6619 
6637 
6653 
6659 
6661 


6691 
6701 


6703 
6709 
6719 
6733 

6737 


6761 
6763 

6781 
6791 


6^03 
6823 
6827 
6829 


6833 
684i 
6857 
6863 
6869 


Logarithmes. 


81U0 
81 164 
8i23i 
8t43i 
81484 


i293o  3950 
53i5i  ooq3 
3ii23  7700 
0745q  568o 


81604 
8i63o 
81644 
81710 

81749 


56070 

20214 
16091 
42002 
66686  0^463  2882 


81802 
81829 
81947 
82000 


23409 

7599Î 
016^9 

24042 

92618 


14671 
78418 
18907 
81283 
43068 


21906  6i83 
319^0  8000 
56i3o  66o3 
56923  1482 
67758  2742 


82079 
82197 
82301 
82340 
82353 


238 10 
18176 


qo5i5  356o 
59256  21 3 1 

99995  9«43 
62122  5991 

08317^^09 


"82^32 
82471 
82536 
82549 
82613 


7523i 
9014a 
94336 


82626 
82665 
82730 
82820 
82846 


11248 

14434 

1*959 
10298 

96122. 


71  2049 
34  3175 
52633  3346 


;3o  8 
|i4 


ono9 
763 1 


92193 
779' 8 
40410 
86144 
65473 


03726  2243 
3o54 

'5  2. 
52678  3337 


83ooi 
83oi3 
83ii6 


36117  8611 

25342  725o 

4869 


832o6 
83270 
83397 
83422 
83435 


6883 

6967 
691  r 


15345? 

835ii 

836t3 

8365i 

83689 


04709 
53712 
99028 
71127 


83701 

83928 
83954 


7207 
7211 
7213 
7219 


Nomb. 


6949 
6959 

6y» 


699' 


6997 
7001 

7013 

7019 

7027 


7o3q 
7043 
7057 
7069 

7079 


7103 

7>o9 
7121 

7127 
7*^9 


7f5i 

7>59 

7117 
7i8t 

V9^ 


7297 
7307 

7309 

7321 

733 1 


7333 

7 
7 


•WiPi 


Logarithmes. 


83991  77756  78680 
8ii79  72988  74355 
84192  23 116  79450 
84254  68364  9^^014 
84267  16337  60788 


84304 
84329 
84366 
84404 
84453 


58io5  34560 


20420  4' 016 
93021  29007 


2922 

•m 

201 

3i 


î 


84491 
84516 

84590 

8462^ 


18730 

00776 
38388 

52424 
99535 


03248 
92331 
^4i33 
61298 
28850 


85i44 
851 80 
85254 
85290 
85302 


72055 
2823' 


266g 
9062 
9523 
1175 


85p6 
85485 
85594 
85654 
85691 


85775 

te 

85847 
8^22 


45220 
i4Q55 
59321^ 
70418 

82247 


■3944! 

60923 
96066 
13340 

46969 


2260 

98^7 

iir4 
53So 

3440 


85955 
85991 
86oi5 
86o5i 
86231 


86375" 
86373 
86385 


857^ 

84852 

82613 

76774 

o3^ 


86622 
86634 

8674» 
868^ 


■p462 

04000 
32195 


26053 
00715 
18278 
61746 
54270 


45217 
83972 

53430 
06086 


5296 
7622 

2466 

3069 

4127 


4523 
1178 
96^1 

2568 
2333 


16849 
82473 
642^-^ 
85565 
07061 


■»i«ppi 


T.  II. 


95610 

49601 
22^791 

975^17 

40 


TABLE  V. 


Komb. 

log.rilhli»a. 

Nonb. 

Loguithmes. 

Nomb. 

i 
,457 

86987  68.32  66766  5706 
87022  82790  II 794  4326 
871 16  41328  02g4g  4104 
87221  45633  97585  538i 
87256  4i43o  9o65i  5862 

1 

89370  62030  64,13  4813 
894^,  lîSs  58237  §867 

89503  55074  52322  6469 

89580  9i5oi  69p3o  9601 
89614  025i4  42019  5842 

829. 
8293 

ll?î 
83,1 

9.860  60.5.  4498.  93m 
91871  16653  82321  22.0 
91892  loooo  91335  ,852 

91%  32S23  ;o364 10,1 

91996  6,014  8338,  444 

7477 
7487 
7489 

87268  06071  51929  6546 
87372  73806  46679  5095 
87395  96547  433ê3  i458 
87430  76331  28038  o58o 
87442  383o5  86501  85<)6 

S 

7901 

79»7 

8^36  08454  69316  3791 
»647  iiooi  79277  2S28 
89660  15265  62884  0607 

89J6J  206.7  964.9  9;9' 

89801  17387  9,5oi  6439 
8986,  03429  65520  S291 
8|9ii  8858?  0339!  4o§2 
89943  74542  86177  5637 

L 

ï 

90270  98120  60877  0750 

90357  82936  65o54  38oi 
9o36é62§.7  36502  4^0 

8320 
8353 
8363 
8369 

83,7 

92059  28620  84808  493. 
9^.8|  248.4  o5857  ^ 

92267  35SJ  58?i4  lit; 
9230e  85.54  42399  >4,ç 

7499 
7507 

,5,, 
j523 
7529 

67500  33536  00041  0378 
87546  64i58  66385  5797 
8  634  45502  46095  ,ifi 
87639  10618  19187  5965 
87673  72971  40664  5oi9 

79'9 

793, 
7949 

838,- 

838^ 

» 

1 

!_ 

1 
1 

î_ 

85i3 
8521 

92360  66430  .7459  1.95 
9237.  0,943  9é562  78,. 
02526  02095  .9435  atnJ 

92546  680%  0.53,  8604 

92577  6o538  36746  2g4i 

,5, 

759 
,55^ 

87719  85i52  ,1789  7640 

i            13  0006 

J          !Li?L 
i                             9  2161 
i            2  8067 
1            18  542^ 

t        «  sis 

i                             13  4:  08 

7951 
7963 

j?4 

8011 
-8017 
8039 
So53 
8059 

806, 

92587  90893  o.Soo  821 1 
92649  6;8Ô2  73220  369J 

92742  IDoSo  504.8  ,062 

92772  9569,  7,é54  So5, 

756, 
75,3 

''Pi 

7603 

Si 

90401  18835  07388  2254 

90520  20286  63318  6417 

90681  97154  66545  4602 

9;947  ~.6.  77489  4981 

93008  26333  92371  2241 
93049  05653  06269  5942 
O3o,o  62629  833oo  21,2 
|3i3o  52814  216,3  232, 

88020  89914  25752  5gi5 
88098  49!^  86753  4266 
88121  34169  55oi9  2197 
88201  19616  26658  62X4 
883o3  6iioo  27679  8002 

8081 
808, 
8080 
80^ 

8101 

90746  51067  aWiW  1959 

90778  7443'  10616  1702 
90789  48354  16282  8982 
goéio  95403  92552  1732 
90853  863ai  71959  3955 

M 

93140  ,oi35  565j3  47.4 
q3i6i  o4o63  62962  02i5 
93262  5o44o  2,782  ,9.6 
933.3  28237  =6734  2,75 
93353  790.9  ,.,04  662, 

M" 

77" 
7717 

88326  38595  849,3  0862 
8836o  46609  22292  2558 
88j,3  873,7  696|i  7802 
88406  51082  00732  7035 
885|i  77651  10936  .0941 

8.11 

8117 
812a 

90907  44014  oogo4  3ii5 
90939  55459  67105  5346 
90971  64532  34344  6125 

8597 
8627 

93134  69267  38255  584! 

Stsi  l^^  7^25  la^ 

93565  8386.  00634  >53< 
93585  9,980  3,880  43i5 

885,5  68810  60267  3968 
fiRM  28113  54973  oo38 
88643  43196  38988  3^78 
88665  98978  61202  82  m 
88,44  85002  49953  6908 

8167 
817. 
8,79 
8191 
8209 

91206  25555  88502  3437 
91227  52104  98812  3276 
91270  02081  90860  3549 
91333  69253  32623  iQig 
91429  02556  65949  0849 

8629 
8669 

osele  4oo5.  3ilm  a52i 

93686  5458,  ,5622  663) 
93766  83.43  99«|5  jog 

,           I06  3.37 

9?°9"  »397"  "J*"  233: 
939.6  §6,96  25.7,  4366 
&  piSS  435io  .333 

7,23 
77i;7 
774' 
7753 
7757 

88778  60348  38371  5415 
88801  09122  45028  7325 
88879  7*74  5668o  ,607 

%  ^tl  '^'°à  i'S 

8219 
8221 
8231 
8233 
823, 

91481  «0804  47473  1221 
91492  46482  o5i48  4859 
91545  260.6  88478  7585 
91555  8m54  ii520  4260 
91576  90659  83684  '33i 

8680 

8^9 

7759 

88980  57518  68o85  4232 
89148  17038  39520  ooq3 
89170  46762  39182  6942 
89304  01119  55117  9356 
8^37  33302  46024  9201 

8243 
8263 
8260 
827^ 
8267 

91608  52998  43702  7256 
91713  77S27  56|44  2692 
91745  2991Q  29663  4871 

8,3, 

^986  85444  5o5oo„,i 
940.6  ,7.40  340,,  9291 
9  046  6é,,6  63528  I4Î2 
a,o6  30882  .9902  ..61 
94.36  2335,  .,761  12,5 

TABLE  V. 


267 


Nomb. 


87^1 

8753 
8761 


8783 

8éo3 
8807 
8819 
88a  I 


8g37 

8837 

8839 


^S3 
8867 
8887 
8893 
89a3 


893 

894» 
8951 

8^ 


«969 

897' 

8999 
9001 

go.i 
9013 

9029 

9043 
90/ 

9<*7 

9«9' 
91  o3 


9'«>9 

9>57 
9161. 


Logarithmesi 


9ii56  1120a 
94185  ûia65 
oiaiS  69284 
9^255  3o8o3 
94344  S0490 


36428827 
63  07010 
82  7Qû63 
41  9^426 

55 1  78220 


[600 

l63o' 4^)049 
[64o  3i338 

[748  27065 


52129 
56278 
43216 
o3o63 
77639 


tô  074q3 

77  67084 

75  5i8oi 

904  82923 

o5i  08929 


(22 


64738 


85996 


95080  28229  64658 

^^^  88804 

80292 

28364 

23o33 

T4898 

i5862 
01 126 


95pQQ  2333 
95i38  6094J 
95187  i552i 
95245  33964 


5ioo 
3523 

2332 


^274  402|0 

95284  o8566 
95^19  425i8 
95420  07617 
^  58  0162' 


i! 


g  027 
^989^ 

lOTIO 


9540b  9^710 
95563  q653o 
95621  64692 
9563 I  253o8 


43757 


95660  o5882 
95708  02596 
95446  36^ 

95861  16577 
95918  45427 


23231 
^3390 

1»«S4 


I0I2 


9^7 
96032 

96061 

96080 

96146 


07020 
8o5o5 
3A5n6 
36240 
85553 


r5io' 


1028 
14.4 
8154 


96*94 


32141 
2883 1 


86782 

4i387 


Ifomb. 


9551 


Log^thmas. 


Nomb* 


96^ 


94220 

a?7Î9 
80220 
o52o6 

4967» 
89702 


T4 

6470 
ioo3 

4660 


02637 

f565 

[26  7 
k 


29284^ 


96955 
97020 

97039 
97048 
9,076 
97178 
97200 

97^7' 
97298 
97326 

97400 
97409 


35o4  533 12 

59371  49970 
6326S^83i2 
93117  o3527 
56842  20843 
735%^  06854 
^3720  79600 


25 


539 
8o5 
^283 
6392 
1373 


W488  i765o 
51597  00767 
59378  70114 
3qi6o  08022 
i84o5  47066 

~2S65534ff 


2359 

2462 

533o 


97455 
97^64 
97403 

9749^ 
97593 


61  08528 
8Ô586  88027 

47968  974i4 
70037  g4'3i 


^^4 
0429 

i3oi 


77448  53579 

144  38722 

î5o  ^8540 
59860  80702 
70424  80110 


9180 
oq5o 

0024 
4482 
0222 


97602 

97643 
97676 

97731 


97758 

97868 

979?^ 
97950 


88400  91 125 

75373  05189 

25202  67460 
19733  969^5 


6p8o  o385ï 
61816  74525 
2565i  56944 
95930  221 55 
28487  87401 


8842 

9361 

6333 

S^ 
1387 

qooi 

i;443 

3537 
2681 


97986 
04 


979 
980 


1225 

)45o 


|9?? 
\9^ 


8239 
7533 


9767 

9769 
9781 

9787 
972] 


9803 
9811 

98»  7 


985? 
9857 

9859 

^21 

9887 

99®' 
9907 
9^3 


Logaritlimes. 


98168 
98231 
98285 
98312 
1331 

(358 

98421 

98448 

98502 


27273 
64696 
89423 

04857 
11867" 

i382Ô 
21667 
23064 
20821 


71285 
92065 
12075 
34700 
94ii5 


3752 
2628 

223 1 

5 


05790 
60196 

61433 

02262 
09535 


016 

46 

85  ip 
75i6 
1666 


10  50074  5728 

^  58392  i658 

05991  2176 

ioi53  871' 

2125483  7587 

09431  3o3o5  8702 
67233  75378  3745 


43658 

27025  49816  7652 

00703  90338  0362 


11877  18778  1870 
oioqo  o3ioo  4i5 
32589  06233  5744 
95883  i885i  ^092 
7o5o5  67470  o5i 

1026  37950  2638 
1757  10089  4582 
87009  q4583  0252 

§335o  67775  4994 
oSgi  62127  9123 


09605  70446  4446 
oàiQO  00906  5o75 
47565  54462  3207 
28666  13986  i43i 
n5i9  08001  02 


87953 
45341 
90605 
21620 

22g,l5 


55iôS^ 
29818 

94300 
44582 


00141 
II622 

Q255o 

53422 


95605" 

90705 


5338 
i8i5 
6282 
4740 


99882 
ooo3o 


58190 
38997 


3 
6og£i 

0286" 
14812 


i523 
7o58 
2019 
o562 
6468 


0476 
49' 8 


TABLES  VI,  VII  «  VIII. 


La  Table  YI  contient  l'échelle  logarithmique  des  modules,  calculée  à  14  décimales, 
pour  tous  les  angles  du  module ,  de  dixième  en  dixième  de  d^ré  y  déduis  o^  jusqu'à 
x5^,  et  de  demi-degré  eq  demi-degré,  depuis  i5*  jusqu'à  45**  On  y  a  joint  en  même 
temps  le  1<^.  du  coefficient  K.  qui  sert  à  trouver  la  fonction  complète  F'c  ss  ^  ^r.R. 

Cette  même  Table  donne  les  modules  croissans  c^  d  ^  .é\  etc.|  et  leurs  çomplémeus 
h  y  V  y  V'y  etc.,  de  45*  ^  90^9  il  suffit  pour  cela  de  prendre,  au  lieu  de  l'angle  du  mo- 
dule, son  complément  à  go*,  et  d'échanger  entr'elles  les  lettres  cet  b  ainsi  que  les 
âgnes  •  et  'r 

La  Table  YII  contient,  pour  tous  les  angles  du  module  de  dixième  en  dixième  de 
jegré,  depuis  0  s=s  o*  jusqu'à  0  =  45^,  la  valeur  de  l'amplitude  ^  qui  satb&it  à  l'équa- 
àon  F^  =  ^  V'c. 

La  Table  TIII  contient  :  i*  les  valeurs  des  Fonctions  F  et  E  dont  l'amplitude  est  de 
45*  •  a*  celles  des  Fonctions  complètes  F'  et  £',  calculées  avec  douze  décimales,  pour 
tous  les  angles  du  module  de  degré  en  d^ré ,  depuis  o^  jusqu'à  90^. 


6. 


o^i 


o,a 


0.3 


0.4 


0.5 


0.6 


0.7 


0.8 


0.9 


i.o 


i.i 


1.2 


/ 


1.3 


1.4 


Logc^  c*,  à^. 


24187 
88169 

7.16132 


i. 


71471  oiii 

49643  4336 
99373  5869 


6|8.a  9673 

56171  4014 


7.54290 
4.48375 

8.36545  12429  5433 


'.835 


i 

9.06981 


66379  ^^79 
92377  0104 

84840  8491 


l'à 


383 10  8204 
82543  5o8o 

9.56957  65i74  o586 


5.27964 
9.95722 


18596  7687 
02647  8638 

o5383  2348 


8.02002 
5.43800 
0.27395 


o68o3  2566 
51822  9180 
03734  i885 


8.08696 
5.57190 

0.54174 


46o35  6878 
16270  5900 
32648  9242 


.77371 


5 
o 


32431 
88293 
76678  3259 


S.  19610 
5.7901Q 
0.97833 


20172  3857 
76226  3414 
52547  6665 


8.2^i85 
5.88171 
1. 16137 


53i84 
67931 
35963  1^3 


8.28324 
5.Q&i5o 

I.02( 


33731  0884 
67939  6620 
35984  4836 


8.32I02 

6.04008 
1.47811 


68626  0478 

89872  AiO^ 

79857  651 


8  255^8 
6.10961 
1.61717 


34565  4^71 
87123  0194 
74368  7333 


TABLE  VI. 


369 


À)  I 


8.38796 
6.1^399 


21864  7^0 

4o3a6  4584 

1.74092  80788  0255 


T.  11. 


Log*,  *%K. 


9 
9 


9 
9 


9 
9 


9 
9 
o 


9 
9 
o 


9 
9 


9 
o 


9 
o 


9 
o 


9 
o 


9 

9 
o 


9 

9 
o 


9 
o 


9 

o 


99999 
99999 
00000 


93385  3i34 

99999  9987 
o33o7  3427 


99999  73541  ai33 
99999  99999  9799 

00000  13229  ^33 


99999 
99999 

00000 


40467  5789 

99999  8981 
29766,1596 


99998 
99999 
00000 


94164 

99999 
52917 


2087 
6778 

7345 


99998 

99999 
00000 


34630 
99999 

82684 


8204 
2l32 

1964 


99997 

99999 
0000 1 


o5i4 
65^1 


99996 

99999 
0000 1 


75872  4584 

999969262 
02062  2589 


99995 

99999 
00002 


76646  5i74 

99994  84'3 

II674  1620 


99994 

99999 
00002 


64188  6238 
07901  5565 


99993 

99999 
oooo3 


38490  0922 
__  I7  ^o53 
I0744  o566 


9999' 

99999 
00004 


99901  56o8 
oo2o3  7020 


99990  474i5  ûno8 

9559 


99999 
00004 


99988 

99999 
oooo5 


82022  6069 

"►4  02r 

170  70; 


fl. 


1*5 


99987 

99999 
00006 


3  0569 

1  6117 

279  2774 


1.6 


»-7 


1.8 


'•9 


2.0 


2.1 


2.2 


2.3 


2.4 


2.5 


2.6 


2.7 


2.8 


Log  c^e" ^d'''. 


8.41791 
6.â33Q2 


i53  8883 

740  7274 

1.86579  37631  9439 


8.44594 
6.28999 

ï-9779^ 


09034  8261 
11570  3o3o 

23309  8799 


25656  5069 
63ii3  3ii8 


8.47226 
6.34265 

2.o8325  26418  5562 


8.49707 
0.39231 

2.18256 


84317  64q3 
11967  5208 

24154  0121 


8.52o55 
6.43928 

2.27650 


13689  3761 
15475  5378 

3 1201  9747 


8.54281 
6.48384 
2.36562 


91638  9609 
29372  2734 
59002  8437 


8.5639Q 
6.52620 
2 .45040 


94221  2683 
o5n67  853o 
11867  4539 


8.58419 
;6.56664 
2.55i23 


33262  7850 
683 1 5  6632 

37013  2003 


8.60348 

6.60526 
2.60847 


85584  2838 
70657  6832 
41754  6919 


8.62196 
6.64224 
2.68242 


5584 

9540 
15348  6925 


8.63967 
2.75330 


95616  1593 
25824  o5o2 
52227  o638 


8.65670 

6.71179 
2.82152 


i65A4  6738 
o5o85  6404 
io833  8857 


8.67308 
6.nA458 
2.80710 


o383o  4776 
30297  QQ04 
61 352  463i 


8.68886 
6,77618 
2.90030  74748  3i58 


252 14  4827 
36^43  4582 


Log&y  h"" y  K. 


9.99985  11526  2321 

9-9999Ô  999^6  23i3 
0.00007  44204  9996 


9  99983  06420  0626 
9-99999  999»7  4465 
0.00008  46748  2420 


9.99980  88075  9Q7j 

9-99999  99894  787* 
0.00009  55909  394< 

9-99978  56iQO  o< 
9-99999  9Ô865  7« 
o. 00010  71688  87i 


9-99976.41661  5773 
9-99999  99836  82K 

O.OOOII  94087  I22( 


9-99973  53i 

9-99999  997.,,  . 
o.oooi3  23io4  00 


9-99970  82271  3490 
9-99999  99754  97^5 
o. 00014  58741  81 18 


9-99967 

9-99999 
0.00010 


9-99964  9989a 

9-99999  «9647  ^. .. 
o. 000^7  49877  5ooi 


9.99961  88827  755 

9-99999  9^1  935q 
0.00019  05377  0905 


9.99958  64510 

9-99999  99507 
0.00020  67498 


5027 
7569 
0271 


9-99955  26938 

9-9999999424 
0.00022  00242 


658* 
ii5i 

72& 


9.99951  761 10  161S 
9.99999  99330  238i 
0.00024^ 11610  o383 


9-99948  ijM>22 
9-99999  9K^5 

Q.  00025.^0001 


4» 


869E 

3210 
225» 


l 


370 


6. 


a»  9 


3.0 


3.1 


3. a 


3.3 


3.4 


3.5 


3.6 


3.7 


3.8 


3,9 


4.0 


TABLE  VI. 


liog  c,  c® ,  à^. 


8.70408 
6.80667 
3.01129 


180 


99100 
61989 
24957 


3281 
8^66 

37 


87» 
94 


8.71880 
6.836i3 
3.07021 


oi636 
57255 
i56i8 


7602 
0124 

3457 


8.73302 
6.86463 
3.12720 


7i5o3 
oo58o 
02412 


0256 
6552 

1957 


8-24680 
6.09222 
3.18238 


i54ia 
05227 
11864 


4285 
o65o 


8.76015 
6.91896 
3.23586 


"g9 
27830 

57243 


1134 
8536 
56ii 


8.77310 
6.94490 
3.28775 

5.97345 


13689 
5i6i 
2093 

04273 


i446 

0180 

638 1 
9967 


8.78567 
6.97010 
3.338i4 

6.07422 


52787 

099^ 
21797 

43681 


7168 
2856 

4454 
6ii3 


8.797 

6.99458 

3.38711 

6.17216 


40764 
55655 
i35i5 

27117 


2960 
2848 
2882 

2970 


8.80077 
7.01640 

à. 43474 

6.26742 


7'996 
oii54 
04759 

09606 


4293 
§258 
8670 

4545 


8.82i3i 
7.o4i58 
0.48110 

6.36014 


25307 
o4o5d 
10827 

21742 


5932 

6708 
0621 


8.83260 
2.o6ii5 

O .52025 

6.45045 


65583 
94i3o 
91264 
82616 


6853 
i53o 
9462 

6129 


8.84358 
7.08616 
3.67027 

5.53849 


45184 

III 16 


8i65 

102 

>a3 
445a 


Log  b,  b",   K. 


9 
o 


9 
9 


9 
o 


9 
9 


9 
9 


9 
9 


9 
9 
9 
o 


9 
9 


9 
9 


9 
9 


9 
9 


9 
9 


99944  34674  5598 
8  5a< 


99999 
00027 


?9ioo  0399 
32 16  985 I 


99940 

99999 
00039 


44062  927a 

77458  OJOI 


999^6 

99999 
ooo3i 


401 85  5864 
98835  835o 
79325  1343 


999^2 


33o4o  0690 
98678  1093 

87819  0301 


99937  92623  8263 

98504  8663 

02940  5300 


999^3 

99999 
99999 
ooo38 


48934  2278 
983i5  iidi 

99999  9999 
24690  44^1 


99918  91968  56o3 
99999  98107  8460 

99999  99999  9999 
00040  53069  6428 


999>4 
99999 
99999 
00042 


21734 
97883 

99999 
88078 


o3o6 
ooi5 

9999 
9854 


99909 
99999 
99999 
00045 


38lQ7 

97630 
99999 
29719 


7636 

999» 
3710 


99904 
99999 
99999 
00047 


4i386 
97370 

99999 

7799' 


3?44 

999» 
7231 


99899 
99999 
99999 
ooo5o 


31288 
97082 

99999 
32896 


0975 
0798 

9997 
99^0 


99894 
99999 
99999 
ooo52 


05898 
96770 

99999 
94436 


5391 

8379 

9997 
1493 


e. 


4», 


4.a 


4.3 


4.4 


4.5 


4.6 


4'7 


4.8 


4-9 


5.0 


5.1 


8.8542Q 
7.10760 
3.6i32o 

5.62435 


o5i82  7696 
32107  q5i6 
67867  0074 

35821  3356 


8.86473 
7.12858 
o.655io 


76449  ^571 

23899  ^4^^ 

5i8i2  i2i5 
6.70815  03710  g638 


8. 8^493  80616  257 
3.09D01 


93880  o 
6.78997  87846  8002 


8.88490  30925  7450 
1112  9296 
^7042  oio3 

618699^  94'7<>  74'6 


2.16902 
3.73599 


1; 


32984  0645 

64232  525o 
33726  4982 

67539  7175 


8.90416  85433  3i83 
71 383  7782 
485o5  0644 

97096  85oo 


7.20767 
3.81329 

7 . 02452 


8.91348  8o55o  5718 

7400 
2002 


n . 22637 
0.85069 

7.09933  2io65 


77121 
60489 


1219 


8.92261 
7.24468 
3.88731 

7.17256 


04783 
54343 
15474 

3io36 


7188 
1592 


8.93154 
. 26261 
.92317 

7 . 24428 


i 


39233 
6525o 
37865 

75816 


4785 
3686 
0528 

8275 


8 . 94020 
7.28018 
3.95831 

7.31456 


60083 
62211 
32400 

64887 


3oi8 
3i32 
261 1 

2444 


5.94887  38991  i553 
88S43  9054 
85714  788a 

7i5i6  2989 


3.29740 
3.99275 

7.38345 


Logi,  J",  i*»,  R- 


9 
9 
9 


9 
9 
9 
0 


9 
9 


9 
9 


9 
9 
9 


9 

9 


9 
9 


9 
9 


9 
9 


9 

9 


9.99888  71214  918g 
9-99999  96435  3i54 
9-99999  99999  999^ 
ooo55  62610  1981 


99883  21233  9510 
99999  96074  2785 
99999  999999996 
ooo58  37420  i635 


99877 
99999 


9999999999 
00061  18867 


2670 
46i3 

9994 

0969 


9987' 
99999 
99999 
00064 


8i366 
95270 

99999 
0695a 


4168 
568o 

9994 
0753 


99865 

99999 
99999 
00067 


9>472 


94' 

99999 
01676  aoaM 


8658 
2707 

9992 


99859 

99999 
99999 
00070 


88268 

94349 
99999 
o3o4o 


0000 
2106 

999' 
6048 


99853 

99999 
99999 
00073 


93?4< 


8 

QQQQQ 

Î7Ï7Î7Î757 
11046 


1200 


4385 


99847  4iy>9  4453 

99999  93299  2*26 
99999  99999  9987 
00076  25694  883o 


99840  98748  I123J 

99999  9272a  4o»8 
99999  99999  9985 
00079  46987  144^ 


99834 
99999 
99999 
00082 


42360 

9a'09 
99999 

749*4 


5o 


1700 
ooai 

998a 
4527 


99827  72441 

99999  9'457 
99999  99999 
00086  09608 


6o32 
7388 

9979 


TABLE  VI. 


371 


». 


5«a 


5.3 


5.4 


5.5 


5.6 


5.7 


5.8 


5.9 


6.0 


6.1 


€.2 


Ij(^  c,  c'  ,  c*",  C 


^00 


8 

l 

7 


8 

l 


8 

l 


8, 

l 


8 

l 


8. 

7 

4 

7 


9 

I 

7 


l 


l 


9 

J 

8 


95728 

02o53 
45ioi 


43439 

67743 
35574 


9723 
o3o2 
95i3 

6255 


?6553 
3o86 
05967 

51728 


37056 
61472 
32996 

66079 


§7362 
4712 
09219 

58232 


7 
o 

21707 
435o2 


0184 
2612 
4742 

^11 

6322 

8325 
3887 


98157 
363o8 
1241 1 
64617 


28715 
74621 
60888 

21864 


5S? 

990» 
7044 


i^5^6 
70887 


37 193  99^1 
26383  2262 

65277  7185 
30642  1618 


56i65 
12392 
38209 

765o5 


9042 
5920 
5077 

7409 


60456 
40929 

2l652 

83o99 


338 II 
29011 
72409 

44906 


Otobo 
9631 

6525 


01196 
42^16 
24027 

89049 

01923 

43879 

27062 
94898 


i584o 
67659 
50720 

01 527 

45656 
151A7 
46762 

93612 


.2 

5oi4 
7300 


3272 
6660 
9821 

6923 


02638 
45317 
30429 

oo652 


6451 1 

53979 
25549 

5ii85 


8408 

2968 
3227 


i 


8 


o334a 
46732 
33a59 

o63i2 


II 646 
62636 
44041 

88169 


i5i8 
6784 
4267 

5838 


I 


Logé, 


bf ,  b",  K. 


9 
9 


9 
9 
9 
o 


9 
9 


9 
9 


9 
9 
9 


9 
9 


9 
9 


9 
9 


9 
9 


9 
9 


9 
9 


99820 
99999 
99999 
00089 


89288 
90766 

99999 
50739 


2839 
8246 

9975 
2691 


99813 
99999 
99999 
00092 


9*796 
90034 

99999 
98619 


0217 
7629 

997' 
369a 


99806 

99999 
99999 
00096 


82960 
89259 

99999 
53 149 


5373 
9456 

9967 
7025 


99799 
99999 
99999 
00 100 


99999 
i433i 


6286 


99792  23242  3692 
99999  87575  4454 

99999  999999956 
opio3  82166  5359 


99784 
99999 
99999 
00107 


7335o 
86662 

99999  9949 
56655  8358 


99777  «0097  8766 
99999  85699  8187 

99999  99999  994' 
001  II  37800  9681 


99769 
99999 
99999 
ii5 


00 


33479  1730 
84685  9743 

999999933 

256o3  3973 


99761 

99999 
99999 
001 19 


43489  81 85 
83019  o549 

99999  99" 
20064  6143 


99753  40124  9452 
99999  82497  2268 

99999  99999  99»» 
OOI23  21 186  i364 


99745  23370  6o6| 
99999  01 3 10  o3o4 

99999999999900 

00127  28969  5070 


». 


6"  3 


6.4 


6.5 


6.6 


6.7 


6.8 


6.9 


7.0 


7» 


7.2 


7.3 


Log  c,  c"* ,  cP^f  c 


000 


9.04034 
.48125 

.36044 

8.11883 


i 


!iMi5  0061 
i5o3o  7042 
5i666  7363 

03420  2044 


9.04715 

7 • 49495 
4.38785 


38409 

84744 

90792 

8.17365  8167 I 


1373 

9633 


9. 05385 
7.50845 

4.4'484 

8.22763 


9.06046 
.7.52174 
4.44143 

8  28080 


04259 
38iio 
oo3o9 

00706 


9.06696 
7.53483 
4.46761 

8.333i6 


19416 
4qi66 
20912 

479" 


9.07336 

•54773 
.49340 

8.38475 


62580 
29509 
86159 

72406 


0122 
8336 
8124 

3663 


9.0' 
7 .  56Ô4' 
4.5i883 

8.43560 


62001 
35615 

OOOOI 

00210 


5396 
4988 

974^ 
6926 


9.08589 

n.Sn2i 

4.543I 

8.485.71 


44212 
2i638 
73761 

47589 


3ioo 
2625 

2720 


1202 


9  ^ 
7 . 58532 

4.66859 
8.535i2 


36505 
39202 
10768 

2i6o3 


588o 
6720 
4^13 

5928 


9.09806 
7 . 69760 
4.69296 

8.68384 


62444  9664 
38080  â3o8 
10270  1455 

20627  q448 


9. 10402 
7.60961 
4*6i697 

B.63189 


X6o3o  3642 
06662  2608 
67368  7966 

34824  3507 


Logi,  b%  A»%  K. 


9-99736  q3248 

9-99999  80081 

9.99999-99999 
o.ooi3i  43416 


9.99728  4072 

9.99999  7878 
9-99999  99999 
0.001 35  64628 


3iio 
5176 
9870 

0968 


9-997'9  92810  o333 
9.99999  774^3  1160 
9  99999  99999  9853 
0.00139  92306  5335 


9.99711  22491 

9-99999  75998 
9-99999  99999 
0.00144  26763 


6471 
ïnïù 
9834 

2636 


9.99702  38766 
9-99999  74506 
9-99999  99999 
0.00148  67869 


9-99693  41620 
9-99999  7294B 

9-99999.99999 
0.^00163  16668 


0022 
9813 
9312 

m\ 

9789 
2674 


9*99684 

9-99999 
9-99999 
0.00157 


31075 
7i3i5 

99999 
70119 


6936 
6964 

9763 
9896 


9-99675 
9-99999 
9-99999 
0.1)0162 


07098 
69612 

99999 
3i256 


3027 
o3o7 

9734 
85o7 


999665 

9-99999 
9-99999 
0.00166 


69692 
67833 

99999 
99070 


091 S 
3835 
9702 

63ii 


9.99656 

9-99999 
9-99999 
0.00171 


i885i 

65977 

99999 
73563 


2621 


1372 


9  99646 
9-99999 
9-99999 
0.00176 


64042 

99999 
54736 


q3oo 


962I 


mm 


2J2 


ê. 


7:5 


,.6 


7-7 


7.8 


7-9 


8.0 


8.1 


8.2 


8.3 


8.4 


TABLE  Vi. 


■Log  c,  c«,  c*",  c 


,000 


3'4 


loiSo 

8.6792g  46598 


7.02i3o 
4.64067 


83i7 
3334 
7666 

2952 


9.ii56q 
7.633o5 
4.66406 

8.72606  3 1006 


76687 

67649 
15459 


261 1 
0210 
8844 

5352 


6665i  e3ii 
67841  5902 
78031  9992 

56i5o  7702 


9. 12706 
7.65598 

4- 70991 

8.81776 


iSSSi   2436 
41726  8o5o 

83540  5075 


9.13262 
7.66722 
4.73239 

8.86273 


06828  4^26 
08591  1756 

84173  2522 
68433  2881 


9.13812 
7.67832 
4.75459 

8.90713 


'ï5ii2  oo56 
05391  2372 
80053  2778 

601 53  3461 


9.14355 
..6^28 

4»  77052 

é.  95098 


53o39 

74572 
oii5i 

62390 


6436 
o852 


9.14891 
7.70011 
4.79817 

8.99428 


47902 
3ioi 


33478 


8000 
5596 
6921 

1902 


9.15420 
7.71080 
4.81955 

9.03705 


76354 
07935 
93286 

86660 


3i83 
681Î 

7974 
4098 


9.15943 

UVrà 

4*  040^ 


54442 
17425 
95123 

9. 0793 I  90334 


%8 

7949 
4145 


97639  8479 
10430  6122 
84099  0765 

9.t2to^  68284  9881 


9.16459 

7.73181 
4.é6i56 


Log&,  6^,  b 


~,  K. 


9 
9 


9 
9 
9 


9 
9 
9 
o 


9 
9 
9 


9 
9 
9 


9 
9 
9 


9 
9 
9 


9 
9 
9 
o 

9 
9 
9 


9 
9 
9 


9 
9 


9-99636 

99999 
99999 
00181 


26842 
62025 

99999 
42591 


1255 
5376 
9585 

6853 


99626 

99999 
99999 
00186 


8566 1 

59924 
99999 
37131 


7928 
7856 
9538 

4733 


99616 

99999 
99999 
00191 


81022 

57737 

99999 
38357 


7900 
7988 
9486 

4787 


99606 

99999 
99999 
00196 


62918 
55462 

99999 
46271 


2284 
9429 
64" 


99596 
99999 
99999 
00201 


31343 
53o^ 

99999 
60875 


%7 
9367 

9270 


99585 

99999 
99999 
00206 


86291 
5o635 

99999 
82172 


0479 

7767 

9299 
3294 


99575 
99999 
99999 
00212 


2' 
48Ô80 

99999 
10162 


2188 

03l2 

9224 

8674 


99564 

99999 
99999 
00217 


55726 
45425 

99999 
44849 


7i3o 
9761 
9143 

5887 


99553 

99999 
99999 
00222 


70201 
42671 

99999 
86234 


8688 
0966 
9054 

5666 


99542 
99999 
99999 
00228 


71172 
39812 

99999 
34319 


9367 
§446 
8957 

9018 


99^31 

99999 
99999 
00233 


58633 
36848 

99999 
89107 


081 5 
6388 
8852 

7212 


I. 


8*5 


8.6 


8.7 


8.8 


8.9 


9-0 


9» 


9.2 


9.3 


9-4 


9.5 


Log  c,  c»,  c®*,  c 


,000 


9.16970 

7.74^^12 
4.88220 

9.16234 


20867  7564 
76798  584^ 
'9907  77*5 
39902  3896 


38525  1642 
45327  9808 
ooi5o  53ii 


9» 7474 
7 . 75232 

4.90259 

9.2o3i3  20387  92^3 


64511  3oo2 
38i8  9940 
0430  4211 
9.24345  20947  7148 


9- «7972 
7 . 76240 

4.92275 


i 


9.18465 
7.77236 
4.94268 

9.28331 


12248  8016 

99118  656i* 

74444  22'^ 

48975  33o3 


9.18951 
7 . 78222 
4.96239 

9.32273 


q47o5  2635 
07163  9366 
54068  6184 

08224  1398 


9.19433  244^3  5701 
83o22  3974 

49441  5219 
9M9  9640 


7/79^ 
4.981 

9.36170 


'"?g 


9.19909  134 
7.80160  60900  64 
5.00116  09038  9556 

9.40026  18164  85oo 


9.20379  73657  9581 
.81113  94330  6366 
•02022  79747  7042 

9.43839  59582  3672 


l 


9. 20845 
7.82057 
5.03909 

9.47612 


16254 

06934 
13955 


0201 
0762 
0413 

0629 


9.2i3o5  52255 

17604 
345<â 


7-8299? 


05775 
9.51344 


345< 
69104 


33i6 
9o36 
7732 

55oi 


9-|!76o 
7.o3qi3 
5.07022 

9.55o38 


^2289 


4481 
i3io 
8784 

7857 


Log&,  b*,  b"',  K. 


9 
9 


9 
9 
9 


9 
9 
9 


9 
9 
9 


9 
9 
9 


9 
9 


9 

9 


9 
9 


9 
9 


9 
9 
9 


99520  32575  3781 

99999  33775  864i 
99999999998738 

00239  5o6oo  1801 


2 


99508  Q 

99999  3 
99999  99999 
00245  18599 


99497  39878 
99999  27^93 


99999  99999 
oo25o  93707 


99485  73224 
99999  23879 
99999  99999 
00256  75327 


99473  93024  53o^ 
99999  20345  609; 

99999  99999  817^ 

00262  63660  44^ 


99461  90220  65o( 
99999  16689  593* 
99999  99999  800 
00268  58709  3716 


99449  9'955  5295 
99999  12908  6117 

99999  99999  78'7 
00274  60476  4330 


99437 
99999 
99999 
00280 


71071 

08999 
99999 
68963 


6254 
8127 
7617 

974Î 


994^5 

99999 
99999 
00286 


366it 
04960 

QQQQQ 

84174 


994«2 

99999 
99999 
00293 


88566 
00787 

99999 
06110 


3o7( 
3ii6 
7400 

3720 

8556 

'M 
710 


99400 
99999 
99999 
00299 


26â3o 

96477 
99999 
547^ 


[«9: 


TABLE  yi. 


378 

^S9 


6. 


9»6 


9-7 


9.8 


9-9 


10. o 


10. 1 


10.^ 


io,3 


10.4 


ro.5 


i^^i 


10.6 


Loge,  c**,  à^,  €f^. 


9.22211 
5.84827 
5,09449 

9.58693 


4665o  o383 
25749  01 58 
59555  861 3 

19198  7786 


9.22657  253 10  7278 
62730  7520 
38iii  i3i3 

76309  3477 


7.85731 

5.1 1258 
9.62310 


9.23098 
7.86626 
5.i3o48 

9.65891 


37938 
80070 
79^28 

58744 


23o6 
324 
345 

1854 


9.23534  93904  8o8q 
99215  4626 
20704  1724 

9.6g(436  41495  4949 


7.875.2 
5.14021 


9.2 


7 
9? 


5.16576 
9.72945 


o23oo 
35646 
98603 

97294 


1167 
2536 
7962 

7787 


9.76420 


4392 
7040 
7643 

7536 


9.2481^11389  3983 
33090  1042 

o4o5â  8539 

o8'94  9746 


7.90119 
5.20034 

9.79862 


9.26237 

7.9097' 
5.21737 

9.83269 


28948 
27854 

99077 
98243 


1285 


9-25652 
.91816 
. 23426 

9.86645 


\ 


32684 
o83o3 
65652 

31392 


8960 
3*768 
61 16 

6823 


9.26063 
7.92660 
5.26097 

9.89988 


3o43i 

124 
7o336 


4538 
4828 
3i8o 

0462 


9.26|7o 

5.26753 


29808 
88619 
37948 

9.93300  76983 


1974 
8596 


Log*,  V,   &••,  K. 


9-99387 

9-9999» 
9-99999 
o . oo3o5 


51694  220i 

92018  an 
99999  66^5 
70166  83i8 


99937 
9 

9-99999 
o.ooSia 


62850 
87436 

99999  635â 
12292  9243 


9  99361 
9-99998 
9-99999 
o.oo3i8 


9-99348 
9-99998 

9  99999 
o . oo325 


60390  i665 
82698  8587 

99999  6<»4o 
611 54  1481 

io3i 
61 38 
5703 

o4o5 


44306 
77812 

99999 
16753 


9.99335 

9-99998 
999999 
o.oo33i 


14589 

72774 

99999 
79092 


699a 

r 

1672 


9-99321 
9-99998 

9-99999 
o.  oo338 


71232 
67581 

99999 
48174 


6043 
3548 
4953 

1229 


9-993o8 

999998 

9  99999 
0.00345 


■  4226 
62229 

99999 
24001 


3771 
9822 

4537 
6294 


9.99294 
999998 

9-99999 
o.oo352 


43562 
56717 

99999 
06677 


4856 

«484 
4091 

o36o 


9  99280 
9-99998 
9  99999 
o  oo358 


69232 
61039 

99999 
96903 


3067 
685i 
36i3 

32o4 


9,99266 
9-99998 

9-99999 
o . oo365 


61227 

45*93 
99999 

9'983 


1221 
0884 

3l02 

o883 


9-99252 
9.99998 

9.99999 
0.00372 


49538 

^«77 
99999 

94819 


1287 
0200 
26£^ 

0739 


0. 


io*7 


10.8 


10.9 


Il.O 


II. I 


11.2 


11.3 


II. 4 


II. 6 


II.6 


II. 7 


Loge,  c®,  e®*>,  «^. 


9.26873  38206  0210 
7.94299  i83io  9608 
6.28394  03721  7093 

9.96682  07530  94^9 


9.27272 
n.oSiii 
5.30019 

9  99833 


62814  4560 
03873  4832 
D1216  6197 

22620  6260 


9.27668 

5.3id3o 
o . o3o54 


io62< 

2911 

384< 

76906 


1067 
0264 
9435 

5393 


9.28069  88449 
37876 
62609 

26106 


5.33226 
0.06247 


5o4i 
865o 
oi63 

7660 


9.28448  02891  6219 
33i52  9490 
69988  2110 

20064  2211 


7.97606 
5.34808 

0.09411 


9.28832 
7.98290 
5  36376 

0.12647 


60393 .001 I 
27003  2468 
60606  9667 

13299  7933 


9.29213  67220  0829 
34661 -3030 
77434  9583 

54967  8827 


7.99067 
5.37930 

O. 16666 


29^73  2637 
65d5o  38qo 
46885  3786 

93858  8146 


0.29066 

O.OOOOI 

6.40998 

0.2I79I 


53093 
32694 

88728 
77544 


i4i5 

0774 
0267 

2088 


9.3o336 
8,  ai  358 
5.42613 

o . 24820 


43866 

2DIIO 
62321 


0441 
3o22 

4698 
1983 


9.30704 
0.02109 

5.44o'4 
0.27823 


211 
81608 

633o4 


2267 
95ié 
2204 
8096 


Logé,  V.  ir,  K. 


9 
9 


9 
9 


9 
9 


9 
9 


9 
9 
9 
o 


9 
9 


9 
9 


9 
9 


9 
9 
9 


9 
9 


9 
9 
9 


99^38 
99998 
99999 
oo38o 


24i56  4^56 
32985  3070 

99999  >972 
04414  ^393 


99223 

99998 
99999 
00387 


85o73  0224 
266t5  4366 

99999  «347 
20770  7745 


992«>9 
99998 
99999 
00394 


32278  8363 
aooo3  9640 

99999  0601 
43892  0979 


65764  6900 
13327  4082 

99998  9970 
00401  73780  8576 


99999 
00409 


85521  3i5o 
0640a  a499 
99998  921a 
10439  9a8t 


99>64 
99997 
99999 
00416 


99>49 
99997 

004^4 


83809  33 
91971  871 

99998  7* 
04080  647a 


99134  62321 

99997 
99999 
oo43i  61068  1892I 


6Ô28I 


99' '9 
99997 
99999 
00439 


27066 
70743 

99998 
24837 


8845 

9792 

5654 

83oi 


99103 

99997 
99999 
00446 


78035  0634 
68821  7785 
99998  4618 
95392  6884 


99088 

99997 
99999 
00454 


72735  611 


T.  U. 


42 


474 


6. 


i»8 


«•9 


la.o 


a.i 


12.2 


2.3 


2.4 


2.5 


2.6 


2.7 


2.8 


TABLE  VI. 


Loge,  c%  c~,  d^ 


?.3io68 
.02853 
5.45508 
o.3o8oi 


i 


9276 
4722 
7185 

4458 


0070 

0424 
0027 
65ii 


34272 

68633 


6010 
4048 
5292 
6683 


89102 
04333 

47005 


7855 
0174 

36o8 

4644 


Q. 32142 

8.o5o5o 
5.4< 


O. 


97^^ 
20952 

16010 

32109 


3600 
92/ 

S4I 

9784 


0.32495 

5.5i3o7 
0.42469 


04593 
61877 


4258 

[6 
719» 


g  .32844 
.06484 

5.52760 

0.45^27 

§.33190 
.07193 
5.54184 
0.48163 


i55i8 
974o3 

te 

75000 


6906 

5682 


3i 

■■';33 

âi56o2 
II 293 


3980 

0908 

oo83 
3700 


e. 33533 
.07896 
5.55591 
0.50976  o 


07000 

95ii8 

02707 

5664 


i3:o 

2124 
2816 
0927 


17620 
62332 
47356 
94802 


4i36 
4768 
5870 
8900 


? 


.34211 
.00286 
5.58371 
0.56536 


;? 


i388o 


2141 

04^6 
0025 


.34546  88093  0881 


8.04340  00003  0001 
.09973  723o3  6526 


5.^iA  9Ô524  20^5 
'.5q202  07238  530O 


0.59282  97; 


Log  b,  b'.   A»»,  K. 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9907a 

99997 

99999 
00402 


38601  0753 
5234^  191 7 
2346 
6755 


99056 

99997 

99999 
00470 


48178  9610 
43777  2217 

99998  >>o^ 

47798  '8; 


99040 

99997 

99999 
00478 


T' 


43939 

3499Ô  35i6 
j7  9786 
24  1765 


990^4 

99997 


9 
9 
9 

(VOO 


25873  Q128 
Soooo  812a 


9 

9 

9 
o 


9 
9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


99007 
99997 


0049 


9^2«459f 

10735  3393 


98991 

99997 

99999 
oo5o2 


48219  21 54 

07259  3 143 
97  5334 


8162 


99999 
oo5ii 


88609  6812 
97545  6278 

^^65^ 


98958 
99996 

99999 
oo5i9 


i5i3i  2607 
87590  2453 

1909 
0877 


9894» 
99996 

99999 
00527 


27773  2624 
77389  0958 


00 


26524  8958 
66938  0681 

99996  8072 
20204  9897 


98907 
99996 


00 


11375  274' 

562â3  01 5/ 

99996 
72427  II 


e. 


12^9 


i3.o 


i3.i 


l3.2 


i3.3 


i3.4 


i3.5 


i3.6 


13.7 


i3.8 


i3.9 


Loge,  c%  c~,  c*~. 


§. 34879 
.10655 
5.61108 
0.62010 


16932  3968 
42177  6o52 
39104  9361 
784^0  2145 


S. 35208 
.ii33i 
5.62461 
0.64716 


8o33o  41^5 
89507  41^2 
45049  785 I 
90190  1452 


§.35535 
.I2003 

5.638o4 
0.67402 


82286  2733 
27354  0170 
32234  Q026 
64560  6261 


§  .35860 
.12669 
5.65i37 
0.70060 


26707  8664 
63535  8648 
i636i  4797 
32814  0099 


9.36182 
8.i333i 
5.66460 
0.72714 


2716  7692 
t5524  8928 


8.365oi 
.1398 


5.6 
o 


.  7534 


58i39  9219 
01200  43q4 

30244  ^OQ? 

72501  0027 


9.36818 
8.14689 


5.690 
O 


ï>9077 
77948 


9.87133 
8.15286 
5.20371 
o.oo536 


0.87445 
8.15028 
5.71656 
0.08106 


16528 
81021 
14865 
28828 


2< 

8â3o 
6689 

9^49 


§;; 


.3'7'75 


5.72981 
0.85657 


08088  8780 
oi85i  6920 
89506  5988 
79106  i5oi 


1.88062 


.i7i( 
.08191 


87024  1024 
1078  q5q2 


5. 
o 


Logi,  4%  &^,  K. 


9 
9 
9 


0.00 


823i3  4i5o 
45269  75 II 

1782 
3572 


9.98872  39328  a34o 
9.99996  34044  o5o4 

9-99999  99990  1454 
o.oe56i  97355  9809 


9.98854  82408  55i4 

9-99990  "55i  65o7 
9-99999  99^5  8995 
0.00570  70069  4994 


9.98837  11543  0886 

9-99990  «0788  25oi 
9-99999  99995  6399 
0.00579  49620  4>o<*7 


9'988«9  26720  4670 
9-99995  98749  ^ 

Î2  2028 


9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


00 


98801  27929  2122 
99995  86431  0437 

9999-5  077' 

5" 


7  29248  4543 


98783 
99995 

999^ 
00606 


i5i57  7460 
73828  441 

99994  77^ 
29^32  7340 


98764 

99995 
99999 

00Dl5 


883o4  3 
60037  2421 

o5oi 


98746 
99995 

99999 
00624 


47627  3780 
47752  9490 

ii3a 
8421 


9 

9 

9   . 
0.00b 


8246 
025 1 


98727 

99995 

99999  99993  75no 

ooo33  70700  0788 


>2844 
14271 

99993 
70709 


9-98709 
9-99995 

o<o 


24034 

20486 


[568 

^^ 
3o2o 

7603 


TABLE  VI. 


B. 


i4*»o 


i4*i 


i4*2 


14.3 


14.4 


14.5 


14.6 


14.7 


14.8 


»4-9 


i5.«o 


Loge,  c®,  c~,  à^. 


0.38362 
8.17828 


1.3836 

.inl 
5.75456 


51767 
75229 

0.90706  o8364 


2093 
i5i7 


§.38670 
.18453 
5.76705 
t>.  93204 


40464 
20710 
49015 

99>24 


4738 
3oo4 
749^ 


§.38971 
. 19073 

o!Z^5 


06244 
338oé 

Q0410 

80914 


3iq3 
9930 
0699 
7247 


0.39269 
8.19689 
5.70177 
0.98149 


52173 
20628 

109  « 

I277 


4906 

2224 
1259 

2959 


8.39565  8 1252 
. 2o3oo 


5 .80401 
1.00596 


87.8. 

55242 


8683 
4086 
7357 

9978 


0.39850 
0.20900 
5. 81616 
I . o3o26 


96421 
39365 
47623 
343 


52' 


S.4oi52 
.2l5ll 

5.82823 

I.0544I 


oo556 
82920 
50765 
01D27 


3520 
2697 


0.40441 
8.22111 
5.84022 
1 . 07838 


9647! 
234^ 

482&5 
96668 


0785 
0242 
8753 
8751 


0.40720 
8.22706 
5.85213 
1.10221 


I 

5l24i 

0258i 


5q7o 

4l2i 

0080 

7283 


?  .41015  74674  555^ 
.23298  17700  2o38 
5.863q6  70475  0719 

I .12507  41048  47^4 


.41299  623o5  693 


8.23885  82o5o 
5.875^2  16597 
1.149^8  33290 


Î624 
2969 


Logà,  e>,  fc",  K. 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


98690  4ii85 
99995  06395 

9.9999 
oo65a 


I  9170 


98671  44283  6642 

99994  9«993'5«'9 
99999  99992  5721 
00661  7385i  2099 


9865a  333 18  I 

99994  77*74  9» 
99999  9999*  \l 

00671  21974  4^10 


g8633  08326  2634 
99994  62235  3921 

99999  9999>  6764 
00680  76975  4026 


98613  69145  4 

99994  40870  « 


4281 


99999 
00090 


I  1940 
7  9779 


9859!  15913  o865 
99994  31174  4836 
9999999990  6871 
00700  07026  0421 


98574  48566  54; 

i5i43  4147 
99999  qqqqo  i546 


00709  83283  5ioo 


98554  67093 
99993  96712 

99999  9^ 
00719  o5o34 


0239 
0854 

3287 


98534  7^479  6125 
99993  o2o55  5553 

99999  99989  ^oq3 
00729  55282  4760 


98514  61713  3i55 
99993  64988  8438 

99999  99988  3q38 
00739  5io3i  9610 


98494  37781 

99993  47566 

99999 
00749 


s 


026 

M7 


#. 


i5«5 


16.0 


6.5 


17.0 


17.5 


18.0 


18.5 


19.0 


19.5 


20.0 


ao.5 


Loge,  «•,  c~,  c***. 


5 
I 


5 
I 


6 
I 


î 


42689  88240 
26767  8i3o4 


93337  07713 
26468  15529 


2170 
6256 
4354 
5682 


44o33  80750  8540 

5532 
8188 
0225 


80750 

50071 

123  485n 

^7640  97i3i 


45334  18046  2526 
32269  46675  8700 
04342  533 1 5  5839 
48479  06744  4*00 


46593  53399  7 


34890  26584 
09604  36761  1722 
59002  73042*8590 


47814  18041 

37456  03191 
14718  25365 
69230  5o86o 


1781 
8598 
65io 

7904 


23640  8607 
«0285  8386 

67464  4*73 
79179  35069  3335 


24535 
8886. 


53 

37 

4  83728 


6202 


070; 

076; 


51264 
44721 
29253 
98301 


19176 

04809 

^9949 


5476 

6026 
4527 


52349 
47020 

33853 
07501 


52565 
51026 

"7,1 


U 


3965 
8922 
0878 
1326 


53405 

49^63 
38342 
16479 


16846 
75420 
50771 
01757 


4555 
835o 


54432 
5i453 
42724 
25243 


52953 
83585 
90023 
80288 


I2i 

;4< 

265a 
5797 


Logé,  &%  i»»,  K. 


9.98391  o5i63 
9 


9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 
9 
9 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


I 
9999a  5495©  58a I 

99999  99984  oa3o 
00800  74885  4560 


98384  16370  a333 


99991  52676  6791 
79  3355 
i4a  8906 


00 


98173  69643  oaii 
99990  40069  83a7 
73  4781 

200 


99999999: 
OOQOO   352< 


98059  63i56  4586 
99989  16427  4731 
90066  2o58 
76018  6102 


I  q5oi5  7227 
7  0101 


9  253^ 

99999  99957  ^31^ 
01022  92980  38ii 


97820  63255  4501 
99986  33o86  4235 

99999  99946  2216 
01082  84888  5975 


65838  3711 
71841  1880 


99999  9993a  785 
01144  5^967  801 


97567  oo653  8733 
99982  96466  0173 

99999  999jl6  47^ 
01207  97864  3o84 


97434  655i6  5o86 


l 


599' 


97298  58164  4^90 
99978  99Q02  oiBi 

99999  99873  o582 
01340  so8o5  7227 


971 58  76257  7583 
99976  7602!  5270 
99999998446711 
01409  00255  719g 


c^T^ 


e. 


ai*o 


ai.5 


22I.O 


22.5 


23.0 


23.5 


24*0 


24.5 


25.0 


25.5 


26. 


TABLE  VI. 


Loge,  €?•,  <?••,  à^ 


?. 5543a  91618  ai57 
.53593  384i4  6634 
6.47006  4o3o3  4811 
a.338o6  80882  8657 


0.56407  54326  1623 
8.55684  83427  0370 
6.51191  89027  6480 
2.42177  79571  4^58 


§.57357  54170  8339 
.57730  4'^^ 


6.55a85 
2.5o365  Ô5 


Q.58283  q66o5  83io 

D. 59732  05724  6080 
6.50292  72920  9663 

2. 58379  46273  7793 


9.59187  801 16  6658 
6*61692  52o52  5 140 
6,632i6  271 13  2887 
a. 66226  54713  0960 


0.60069  96819  9343 
0.63612  79190  7o38 
6.67060  25852  §879 
2.73914  52267  ^^9 


4026 

9o52d  0164 

16671  9041 

45o  33997  1823 


§.61772  69586  7< 
.•67340  47954  4S30 

o< 74523  25702  1090 

3.88840  52282  7084 


9.62594  82594  o3i5 
o. 69131  04749  74<*6 
6.78148  59703  6354 
2.96091  20287  ^'9^ 


0.63398  43502  62^2 
0.70928  04338  2640 
6.61707  07026  9739 
3.o32o8  13075  8493 


g.64i84  19615  2863 
.172672  82004  3570 


6.85201  39620  2574 
3'.  10(196'  80425  .6904 


Log*,  &•,  i«»,  K. 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


-9 
9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


9 

9 

9 
o 


97015  17376  8881 

99974  36234  IQQ9 

10  i83i 
34  0644 


96867  79020  7033 
99971  76854  3472 

70  6006 

2  1225 


01 


96716  586o4  7322 
99968  97772  9861 

99999  99723  0044 
01026  19445  6292 


96561  53459  2094 

999^  97942;  ninS 
99999  99666  8737 
0170a  22075  1909 


96402  60827  0645 
99962  76279  7632 
99909  99600  Q018 
01700  07620  ooo3 


01 


27861  8189 
01662,0669 
90623  6134 
70662  3807 


96073  01625  3927 
99955  62932  24 1 8 

99999  99433  3463 
01941  00370  3477 


96902  2Qo85  8202 
99961  68880  9299 
99999  99328  23 17 
02024  69666  1967 


96727  571 li  8638 
99947  48294  9106 

99999  99206  i7»6 
02109  96193  1092 


965i8  82^86  6286 
99942  99866  Q119 

99999  99064  8187 
02197  08222  6010 


96366  01860  46q3 

99938  22278  2667 

99999  98901  544Ô 

02286  09655  171 I 


#. 


26*5 


27.0 


27.5 


28.0 


28.5 


29.0 


29.5 


3o.o 


3o.5 


3i.o 


I 


Log  c,  e!°,  c****,  if^. 


0.64062 
8.74386 
6  88634 


1326 

i4oo3 

3.17062  29379 


o3oq 
23oo 
i534 
6086 


0.66704 
8.76070 
6.92007 
3 . 23809 


67648 
74762 
72481 
46663 


52< 

0060 
1693 


0.66440 
8.77226 
6.06024 
3 . 00442 


55998 

24127 

44«98 
90233 


0202 
6060 
0627 
6732 


§67866 
.80966 

7.01796 
3.43385 


29015 
67887 
83733 
69912 


6961 
6270 
2298 
8020 


4139 
33o2 
7122 
8369 


§.68667 
82531 
2-04964 
3.49703 

6.39200 


12291 
61016 
62196 
07206 

»4499 


0064 
3852 

§269 
779 
8764 


669I2 
6.61639 


88236 

30703 
76641 
53370 


6248 

5i32 
6049 
9822 

685 1 


7 
10 


8^8 

3 . 02040 
6.63890 


00043 

49?49 

13339 

3o389 
60866 


36o2 
3328 
1388 
9082 

5372 


9.70646 
8.87116 

3!68o83 
6.76960 


88745 
14020 
40646 
03544 

07176 


?. 71183 
.88692 
2*i7ii8 
o .74030 

6.87854 


93362 
66i53 
06191 
16245 

30677 


6072 
i484 
0866 
1768 

0745 


5499 
0478 

1716 

6288 

9787 


Log&,  b^,  b^,  K. 


9-95i 
9-999 

9-99999 
0.02377 


11834 
14162 

98713 

0052I 


282 

865 

4.87 

0000 


9  94988  08840 

9-99927  74«<»4 

9-99999  98497 
o . 02409 


6900 
8530 
1731 
6681 


9-9479* 
9-999" 

9-99M9 
-0.02504 


994593 
9-999>5 
9-99999 

0.02001 


89239  5886 
00642  2i4q 
98249  1726 
548268994 

49268  Q8g 

92204  3ooo 
97965  3780 
20480  34< 


9  94389  85o5o 

9.QQQOO  i^iio 

9 

O 


9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 


999«9 

99999 
02759 


94181 

99902 
99999 
99999 
02860 


92587 
64467 
97271 

99999 
34576 


5^ 
9958 

9998 
0470 


99999 


99999 
02962 


67755 

^: 

99999 
85431 


o368| 
9475 
9997 

7268 


93753 

99Ô87 
99999 
99999 
03067 


93532 

99879 
99999 
99999 
03173 


o3885  3io2 
70168  36iG 
96834  7i5t 

999999995 
81068  883 


93306 

9987' 
99999 
99999 
03282 


55Q5t  7961 
17&Î8  &ri3 
96223  43 

99999  99 
28460  074 


TABLE  VI. 


377 


1 


0. 


3i«5 


3a«o 


EU 


33.0 


33.5 


34*0 


34.5 


35,0 


35.5 


Log  c,  c**,  c*%  c*®*,  c 


0000 


Q.71808 
8.90058 
7.aoo49 
3.79892 

5.99579 


5ioi7 
8o533 
32081  55o2 
69716  7210 

39520  i633 


7.11141 


93037  727 i 
28761  2414 
75441  6128 
57215  1967 

14517  1148 


.73021 

•92919 
.25^90 

.91375 
7.22545  09915  2i85 


3 


65239  9902 
70123  0468 
73853  0292 
54914  2483 


8.73610 
.9^320 
2.20603 
3.97001 

7.33796 


87645  9135 
463o 

j76i*5o44 
27716  1077 

555i8  9377 


4.o255o 
7.44900 


2528 
3  4368 
^3  18^8 
29004  9485 

58096  6198 


Q.94756 
0.97067 

Î. 341 19 
.08034 

7.5586a 


i65i2  8727 
80486  63i4 
95403  4545 
01344  541 I 
02775  8057 


Q. 75312 
0.98414 
7.36825 
4.13445 

7.66685 


80268  9274 

02Q00  5020 
82600  6098 
77125  7599 

54338  2442 


i3oi3 
46o5o 
32846 
79167 

58422 


9.76395 
9.01057 
.42138 
•24071 

7.87936 


i 


4o365 
8iq63 
53o36 
21277 

42642 


T.  II. 


Log  b,  y,  b^,  &•«*,  R. 


9.93076 
999862 

9-99999 
9-99999 
0.03392 


57866 
i8i38 
94533 

99999 
77402 


9  9284a 
9  99852 

9-99999 
9-99999 
o . o35o5 


o4835 

9*754 
99999 
29298 


.iio5 
5517 
0981 

999» 

1024 
0846 

7471 

9989 

364 1 


9.92602 

9-99842 
9-99999 
9-99999 
0.03619 


9»9>8 

70237 

92878 

99999 
85598 


2338 


5270 
9985 
8661 


9  9»359 
9.99832 

9-99999 
9-99999 
0.03736 


14022 
1 7725 

9'893 
99999 
47798 


8394 

3775 

6117 
998» 

0770 


9.92110 

9«9982i 

9-99999 
9-99999 
o • o3855 


65890 

99999 
17432 


09906 

9*»7' 


1426 
9976 
8298 


9.91857 

9-99809 
9*99999 
9-99999 
0.03975 


99999 
96084 


6020 
0020 

9969 
2759 


9-9'599 
9-99797 
9-99999 
999999 
0.04098 


37i5i 

99999 
85379 


2709 

5789 
1721 

9960 
238o 


9.91336 

9-99784 
9-99999 
9-99999 
0.04223 


45i< 

32r 

866ti 
99999 
8699' 


2486 

79§ 
9948 

6125 


9.91068 

9-99770 
9-99999 
9-99999 
o.o435i 


6o33i 
80738 
84880 

QQQQQ 

ÎTÎTÎTÎfîJ 
02643 


7566 

5665 
8828 

9934 
843i 


e. 


36- o 


36.5 


37.0 


37.5 


38.0 


38.5 


39.0 


39.5 


4o.o 


Log  c,  if,  tf",  c"".,  c**.. 


9.02355 
7/44747 

4.29289 
7.98372 


9.77438 


9.03637 

.47326 
.34446 

8.08686 


9-77946 
9.04003 

7.49875 

4.39545 

8.18884  03284  6658 


30248  6401 
97230  5162 
30060  8iÎ23 


9.001 
7.52' 
4.44 

8.28967 


71228  3o5q 
252o5  8600 
27492  4312 
79319  9024 

58726  5421 


9.7093 
9,07 
2.541 
4.4957; 

8.38940 


19787  0607 
370Î5  3486 
6o366  9460 
48019  33oi 

96125  4019 


9-794'4 
9.08618 

7.57356 

4 «54506 
S.  48807 


95670  7095 
73502  7174 

23338  0801 
77233  4991 

54553  7453 


9- 79887 
9.0982 

4.593 
8.58570 


i8o38  5440 

74097  775» 

i5i  8471 

o485  8706 

6io58  4951 


o5253  1226 
6  i556 


9.8o35i 
9.11027 

.62212 

.64219 

8.68233  3i3i4  7114 


i 


7654 

°J;»§9009 
q56i3  9746 


9.80806 

9.122l3 

2.64603 
4*69002 

8.77798 


74967  5243 


3 


t7;M>4  o53o 
QD223  0162 
35076  5990 

70239  9705 


Log  b-,  y,  *«*,  J»«*,  K. 


9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 


907! 

997" 

99999 

99999 

04480 


764458597 

61712  0207 
82950  7507 

99999  99»^ 
34108  4577 


90517 

99741 
99999 
99999 
04611 


87226 
72844 
80801 

99999 
83209 


90234 
99720 

99999 
99999 
04745 


86164 
iiioS 

78409 
99999 
5 1825 


558i 
9025 
0170 

9894 
6758 

9534 
7345 

4122 

9866 
0899 


89946 
99709 
99999 
99999 
04881 


66546 
74569 

75751 

99999 
41887 


0810 
3o47 

4271 


89653 

9969a 
99999 
99999 

o5oi9 


21441  3q54 
12  gSn 

72001  23q8 

999999787 
55386  3871 


99674 

QOOQO 

99999 

o5i59 


43700  8847 
62912  731 41 

69529  3281 
999999733 
94370  5740 

926 

79» 


25944 


89050 

99999659044 

99999 

o53o2  60949  5i5 


81939 
©4  42711 

999999665 


99636 

99999 
99999 
05447 


60554  9276 
i3254  o588 
61892  4641 
99999  958a 
57295  7767 


88425 
^i5 

99999 
99999 
05594 


3q665  535i 
535o3. 9095 
57456  oigfi 

99999  947 
85647 


[8^ 


45 


^7® 


«. 


[o»5 


i.o 


Ui.5 


fa.P 


4a.s 


TABLE  VI- 


Log  C,  C*»,  C*»*»,  C«o«,  d» 


ooo 


9.81254  44^^ 

9.13386  3i688 
,7.66921  6q355 
4.73707  80242 
§.87269  72672 


3ii8 
3276 

'M 

^65 
4782 


9  81694  20168 
9-14547  gSoa 

.7.90310  54301 
4.78427  61664 

6.96649  2341 5 


3225 
3322 
2032 

5009 

8026 


9.82126  45717 

9.15607  i5i47 


ï 


.71600  2021 I 


4- 83072  99332 
9.06939  98762 


4779 

?3io 
164 

7671 

3342 


0.82561  08961 
9.16835 '48482 
7.n394o  33718 
4.Ô7075  32921 

9.16144  66929 


o55a 
i465 
2387 

3209 


9.82968  33460  36i8 
9.  i;g6a  83836  3888 

Î, 70220  59644  21 19 
.92235  92014  454<> 

9.24265  841 I 5  7803 


Logé,  *%,*«',  è^,  K. 


9.88104 
9-99593 

9-99999 
99999 
05744 


9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 


55i53 

?Q2I7 
2554 

99999 
483o9 


7291 
9352 

i533 


87777 

9957» 
99999 
99999 
05896 


87445 
99547 

OOQOO 

99999 
06060 


61424 
2625 
1177 

99999 
86139 


î 


i85o 

3970 
9004 

1161 


87102  34681  4351 
99620  32536  q4i4 
99999  34601  6286 

99999999998769 

06207  66278  4^^ 


fl. 


86763  08843  1734 

99497  62836  o5qi 
99999  27360  31 

99999  99999  8481 
o6366  90676  56oi 


43*0 


43.5 


44.0 


44.5 


46.0 


Lofic,&',e'^,€^,,<f'^. 


9.83378 

4.96766 
9.33306 


333o3  6064 
60610  9180 
60816  io55 
02326  8876 

04732  6826 


9  83781 

9.20180 
7.80720 
5.01236 


3 


22o36  420 
7'72i9  4i5 
08224  3 
06903  20 

9.42267  71893  36i6 


9-84177 
9.21281 

7.82042 
5.03079 

9.5ii53 


12732  20I 

?Il32  2o3i 
1121  692^ 
61 323  8982 

22734  7^ 


9.84566 
9.22368 
7.85i45 
5.10085 

9-599^4 


i8o'o3  28i 
18919  64/ 
1711$  3354 
43880  9060 

87848  8779 


9.84 
9.a3 
7.87330 
5.14455 

9.68704 


5oo2i  6801 
86293  2427 
12255  4 180 

45759  3947 

91605  9324 


Logi,  i»,  i~,*^,?t- 


9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 


86ii2  74638 

99470  79^77 

99999  '939a  „ 
999999999981 

06528  62015 


86o56 

9944a 

99999 
99999 
06692 


22069  866' 

ioo3i  m; 

99999  77«» 
83o63  3oi3l 


8S693 

994i3 
99999 
99999 
o68i^ 


40900 
53240 
oiooS 

5667a 


37ÔI 


85324 
99383 

99998 
99999 
07028 


2o538 
01682 
90435 

99999 
85789 


i683 
2620 

77" 


84948 

99351 
99998 

99999 
07200 


60021 
18092 
78837 

99999 
73453 


6801 
4211 

3i6e 

6775 

8176 


I 


^am 


TABLE  VIL 


279 


9. 


o 
o 
o 
o 
o 

o< 

o 

o 

o 

I 

I 
I 
I 
I 
I 

I 
I 
I 
I 

2 
2< 

a, 


2 
2 

2, 
2, 
3 

3 
3. 


3 
3, 
3 
3 

4 


o 
I 

2 

3 

4 


9 
o 


I 
s 
3 

4 


i 

9 
o 


I 
2 
3 

4 
5 


2 

9 
o 


I. 
2 
3 

4 


l 

9 
o 


I 

>2 


9^ 
9- 
9^ 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9' 


9- 
9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 


9 
9 
9- 
9 


9 
9' 
I  9 
9 
9 


9 
9 
9 
9 


</  0*^00000  00 
o.  0.0242^  02 
0.  0.09700  08 
0.  0.21043  26 
o.  o. 38832  65 
0.  0.60676  39 


o.-  0.87374  66 
o.  1.10027  60 
o,  i.55a35  7$ 
o.  1.96590  09 

o.  2.42'7l8  I 


Q.  O.  2.93693  l5 
9.  O.  3.49524  65 
9.  O.  i.io2i3  08 
9.  o.  4-75758  93 
o.  5.46162  75 


p.  6.21425  12 

O.  7.01546  65 

o.  7.86528  01 

o.  0.76360  90 

o.  9.71073  07 


0, 
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.35078 
.38720 
.^2481 
.46371 

. 5o4o2 


36i8 
9803 
3643 


.54584 
.58930 
.63455 
^68177 
.73113 


1498 
4o»8 

8948 

3421 

8340 


.^8287 

.Ô3722 
■  45o 
5o3 
2.01922 


2500 

886^ 

0801 
2299 

9^77 


2.08757 
2.16065 
2.23017 
2.32099 
2.41622 


5756 
3460 
0470 

835'7 
423 


l 


2  51722 
2.62876 

2.75314 
2. 89341 
3 . o^3o2 


3469 
2481 

47?9 

4l 

94! 


3.23914 

3.45644 

3.71310 
.01 090 
.33865 


i 


6200 
5172 
7620 

q863 
3976 


F(88-). 


0.88121 
0.9060Q 

o  93140 
0.95725 
0.98357 
1.01042 


1426 
7633 
6625 
3i5i 
3683 
658^1 


.03784  2297 
.o6585  3579 

.i5382  8279 


.18460  4745 
.21618  4984 
.24862-2122 
.20107  4^57 
.3 1600  5ioo 


.35i68  4737 
.38819  o5ii 
.42590  8069 
.46403  2600 
.5o5o7  o333 


.54734  0269 
.59097  6372 
.63643  01 58 
.68387  3910 
.73350  4644 


.78554  90. 
.04020 

797 

QO2  IIQO 
2.02384  I2I 


2  00204  8170 
2. 16696  6231 

2.24656  3oii 
2.33299  6074 
2.42710  0000 


2.53078 
2.64588 
2.77529 
2.92294 
3.09448 


5206 
6921 
8348 

549g 


3 . 29836 
3.54748 
3.86107 
4.26139 
4.74271 


9368 

2700 
7265 


F(89*). 


o.88i33  3019 

0.90623  OQQl 

o.93i58  2000 
0.95241  3393 
0.98074  9^1^ 
i.oiooi  8981 


181 

.21655 
.2^902 

.28241 
.31679 


9075 
2208 
58i5 

847.5 

2 


442; 


. 35222 
.38878 
.42606 

.46566 
.5o6i8 


4519 

6777 

2712 


.^87 16 
.84211 
.90008 

2 . 02004 


46 

2078 

0472 
431 

73î 


2 . 09622 
2 . 1 7082 

2.2Ô125 

2.33853 
2 . 43395 


3403 
3920 
5276 
1716 
3341 


2 . 53922 
2.65663 
2.78938 
2.94206* 
3.12169 


4111 
7327 
o362 

32?4 
7678 


3. 33064 
3.6ioi3 
3.99109 
4.5S346 

5.43490 


384 1 
2184 
63i4 

9830 


I 


F(9o-). 


0.88137 
0.90627 
0.93163 
0.95746 
0.98380 
1.01068 


3587 
5488 
i6i5 
6865 

3?g 


. i85o5 
.21667 
.24916 
.28256 
.31695 


0691 
4818 
o6i5 
6819 

7897 


.35240 

38898 

.^2678 

.006/ 


4817 

5969 
8247 

8333 

4237 


.54854 

.5q232 

i 60793 
.68556 
. 73541 


2i53 
0702 
8683 
8456 
5i63 


.^8771 
.84273 
.90078 
.96225 
2.02758 


2017 
oo3d 
6690 

7>94 
9422 


2 . 09732 
2. 17212 
2.20280 
2 . 34040 
2.43624 


2.54209 
2 . 6oo3o 
2.70421 
2.94870 
3.i3ioo 


0436 
6128 
9o58 
0239 
i332 


3.35467  35 12 
3.64253  3357 
.04812  5419 
.74134  8760 
lolini  lo^rith. 


i 


• 


TRAITÉ 


DES  INTÉGRALES  EULÉRIENNES. 


Quoique  le  nom  d'Euler  soit  attaché  à  presque  toutes  les  théories  impor- 
tantes du  Calcul  intégral,  cependant  j'ai  cru  quMl  me  serait  permis  de 
'  donner  plus  spécialement  le  nom  Ôl  Intégrales  JEulériennes  j  à  deux  sortes 
de  transcendantes  dont  les  propriétés  ont  fait  le  sujet  de  plusieurs  beaux 
Mémoires  d'Euler ,  et  forment  la  théorie  la  plus  complète  que  l'on  connaisse 
jusqu'à  présent  sur  les  intégrales  définies. 

-^ qu'on  suppose  prise  entre  les 

limites  a:  =  0,  a:=i.  Nous  la  représenterons,  comme  Euler,  par  le  ca- 
abrégé  (|). 

La  seconde  est  l'intégrale  yîilr  flog  -j     ,  prise  de  même  entre  les  limites 

x=:o,   x=i  y  que  nous  représenterons  par  Ta^  et  dans  laquelle  Euler 

suppose  que  a  est  égal  à  une  fraction  rationnelle  quelconque  -• 

Nous  considérerons  ces  deux  sortes  d'intégrales,  d'abord  sous  le  même 
point  de  vuequ'Eulerj  ensuite  sous  un  point  de  vue  plus  étendu,  afin  d'en 
perfectionner  la  théorie. 


raclere 
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»^^<^M^M^»<^M^M^M^M^/\<MMWW^^>»M^W»MM»W»M»»%»W»»»W»»W»WVW»V»»WW^<W»W»»»¥^»WWW»»»»»V»\VW^A»»» 


CHAPITRE  PREMIER. 

Propriétés  générales  des  Intégrales  Eulériennes  de  la  première 

espèce. 

I .  JL 'expression  T-j  par  laquellft  nous  désignons  l'intégrale  /  -^ » 

prise  depuis  ar=o,  jusqu'à  a:=  i,  est  en  général  une  fonction  des  deux 
exposans  ^  et  ^;  et  de  l'exposant  i»,  qu'on  regarde  comme  des  nombres 
entiers.  Mais  nous  supposons  n  constant,  et  notre  but  est  de  comparer  entre 

elles  les  diverses  valeurs  ^^\^j  ^  répondent  à  une  même  valeur  de  /i, 

afin  de  réduire  au  moindre  nombre  possible  les  transcendantes  que  cette 
expression  ren  ferme. 

Nous  observerons  d'abord  que  les  deux  exposans  p  et  q  peuvent  être 
échangés  entre  eux.  En  effet,  si  on  fait  a?*=  i  — jr^y  on  aura 

et  la  transformée  en  j^  devra  être  intégrée  depuis^  =  i  jusqu'à ^=  o.  En 
changeant  son  signe,  elle  devra  être  intégrée  depuis  ^=o  jusqu'à^=i  ; 
et  comme  alors  on  peut  mettre  a:  «  la  place  de  ^ ,  on  aura 


ou  suivant  notre  notation  , 

ce  qui  est  la  propriété  énoncée» 

2.  Il&ut  faire  voir  maintenant  que  si  dans  la  formule  (~V  l'un  des  deux 

nombres  petq  est  plus  grand  que  n ,  la  formule  se  ramène  aisément  au 
cas  oii  p  et  ç  sont  compris  l'un  et  l'autre  dans  les  limites  i  et  n.  Pour 
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cela  soit  Z=xa:*(i — x")',  on  aura  la  différentielle 

d'où  l'on  tire  eu  intégrant,  \ 

Donc  si  on  prend  les  int^rales  entre  les  limites  x  =5  o ,  ^=  i ,  et  qu'en 
même  temps  on  suppose^  >o,  et  r>  o,  afin  que  Z  s'évanouisse  dans  les 
deux  limites,  on  aura 

d'où  il  suit  qu'en  Élisant  k-^^nzsLp  et  r=2^  il  viendra 

(f)=,-:R~.(^=)  W. 

An  mnypn  de  Cette  formule ,  tou  te  fonctionf  -  \  dans  laquelle  on  ap'^n, 
se  réduira  successivement  aux  fonctions  T^-—^) ,    p>*—  n\     ^^ ^  Jusqu'à 

un  terme  r^     *^j  q^  ^^.j  ^  (Jn^g  lequel  ;?'  sera  le  reste  de  la  division  de  p 

par  71. 

Arrivé  à  ce  terme,  si  de  son  c6té  q  est  plus  grand  que  /i,  la  fonction 

r~Jquiest  la  même  que  T^V  se  réduira  successivement  aux  fonctions 

\~7—jj  M  ~  —  V  eta,  jusqu'à  un  terme  f  ^  J  ou  Ç^jy  dans  lequel  ^ 

sera  le  reste  de  la  division  de  q  nar  n. 

De  là  on  voi^  qu'on  peut  toujours  supposer  la  fonction  (-  j  réduite  à  une 

forme  où  p  et  ^'Soient  compris  tous  deux  dans  la  suite  i ,  a ,  5, .  •  •  /i. 
3»  Gela  posé ,  il  y  a  deux  cas  princâpaux  oui  ott  peut  trouver  isMué- 

diatemei^t  la  valeur  deÇ-j;  c'est  lorsque  n  est  égal  à  l'un  des  deux  nombres 

p  et  7,  ou  lorsqu'il  est  égal  à  leur  somme. 

Soit,  I*.  7=/z,  on  aura  imînédiateiM&t  (^jss/âf'^Jxm^  •••^•C,  in- 
tégrale qui,  étapt  prise  depuis  xz=:o  jusqu'à  a:=s  i,  se  réduit  i  ^  ;  d'eu 
résulte 

65.. 
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Soit,  2*.,;H-y=/»,  ou;?=a,  y=s/ï — a, on  aura  (^^=/x*''*dx(i — x^T«; 
faisant  i— x'ssjc'z*,  on  aura  k  transformée  rationnelle 

(f)°"(ïï^)=/^-» 

intégrale  qui  doit  être  prise  depuis  z=o  jusqu'à  a  =  00;  or,  par  les  formules 
connues  {EuL,  Cale,  intég.y  1. 1,  p.  aSa),  celle  iDtegrale=  — - — .    Donc  si 


atr 
nsm — 

n 


on  fait  -  =  fit) ,  on  aura 

(-±-)=.^±-..  (d) 

\n^^a/         sma#  ^   '' 

Excepté  ces  deux  cas  généraux,   toutes  les  ((uantités  désignées  par  C-j 

sont  des  transcendantes  plus  ou  moins  composées,  selon  la  valeur  de  n , 
et  ne  sont  pmnt  susceptibles  d'une  évaluation  exacte.  Mat»,  poui  dia^uc 
valeur  de  /»,  on  peut  exprimer  toutes  ces  transcendantes  au  moyen  d'un 
petit  nombre  d'entre  elles ,  et  c'est  l'objet  des  recherches  suivantes. 

4.  Observons  d'abord  qu'en  mettant /7-{-/i  à  la  place  de  pj  l'équation  (b) 
donne 

(f)='-?^-C-T'> 

On  aurait  semblablement 

q    )         p  +  n        \    q     ) 

q      )  p  +  ^n  \      Sf       /  * 

<  -  •  eic«  * 

Donc,  en  général,  i  étant  un  nombre  entier  positif  à  volonté,  on  aura 

/P\^^P  +  Ç    P+q  +  n    p+q+:in  p+^+>»     /p  +  *+'*y>\  ^ 

meUan)^  )c^  -f^raù  lieu  de  ^  ^  on  aura  semblablement 

\    y    /  7^+''     '     P+r-hn     '    />+r+2i»    *  *  *    /ï+r+w    '  \  jr  / 

Divisons  ces  deux  formules  l'une  par  l'autre,  et  faisons,  pour  abréger, 
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M-  =  iE±îïSR±IÏ 

ip  +  n)(j}+q+r  +  ny 
j^r,  _  Cp  +  q  +  M){p  +  r+2n) 
{p  +  M)  (.p  +  q  +  r+2n)* 

etc.  j 


nous  aurons 


Supposons  r  positif  et  </ï;  alors  il  est  clair  que  la  quantité  f^ ——j 

sera  plus  petite  que  f^"^  J  et  plus  grande  que  (j — ^.   Car   si 

on  conaidère  diverses  formules  f  -  j  qui  ne  diffèrent  que  par  l'exposant  )?; 

comme  ces  formules   désignent  chacune  l'intégrale ,  prise  depuis  a;  =  o 

jusqu'à  «r=  I ,  d'utie  différentielle     y      dont  le    dénominateur    est    le 

même  pour  toutes,  il  est  évident  que  l'intégrale  sera  d'autant  plus  petite 
que;?  sera  plus  grand. 
Mais  la  formule  (b)  donne 

/p+i+^*n\^^p+q  +  i+t.n      /p  +  i'i-i.n\ 

N        îT        /        /,+T+î.»       \       q       y 
Donc  ou  a  d'une  part  le  rapport 


/pjti+i^\ 


/7>+^+^4-.''y>\ 


> 


et  de  l'autre,  ce  même  rapport  <  ^     ^  X^—.  Si  l'on  veut  donc  que  ce 

rapport  soit  compris  entre  les  limites,  i  et   i  ^  t>  il  faudra  prendre •#  • 

•  _•••••      .  ... 

i-|- 1  >  ^  ""^  et  alors  on  aura 


lé  étant  plus  grand  que  A:. 


1 
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On    sait    par   cette    ëqûatioa   combien    on    approclie    du   rapport   de 
Cf  )  ^  (^TV'  ^"  prolongeant  le  produit  M'^MW. . . .  jusqu'à  un  terme 

M^^;  et  il  est  clair  qu'en  continuant  ce  produit  à  Tinfini,  on  aura  la  vraie 
valeur  de  ce  rapport,  laquelle  sera 

7^^=M»M'M"M"',  etc. 

Maintenant  si  dans  cette  équation  on  échange  entre  elles  les  lettres  <f 
et  r,  les  quantités  M%  M',  M'^  etc.,  resteront  les  mêmes,  de  sorte  qu'on 
aura  encore 


M»M'M"M"',  etc. 


Donc  par  la  comparaison  dé  ces  équations,  ou  obtient  la  formule  générale 

(f)-(^0=(?)-('v-') w- 


Cette  formule  dont  la  découverte  appartient  à  Euler,  est  une  sorte 
d'équation  aux  différences  finies,  qui  renferme  presque  toute  la  théorie 

des  transcendantes  (-\  £t  d'abord,  nous  allons  ea  déduire  l'expression 

générale  des  quantités  rM . 

5.  Les  formules  (c)  et  (d)  donnent  les  valeurs  exactes  de  la  fonction 
(-\  toutes  les  fois  que  l'un  des  <ieux  nombres  p  et  ^  ou  leur  somme  est 
égale  k  n.  Supposons  maintenant  quVm  connaisse  de  plus  toutes  les  valeurs 
de  (^),  lorsque  ;? -(- ^=n—  i ,  et  désignons  en  géBeral  par  A.  la  fonction 


(- 


-j,  en  sorte  qu'on  ait 


(0- 


On  aura  donc  successivement  C^ \=sA„r2 J=;A^,I ^— \=A8,  etc.; 

on  aura  aussi  (-•:^)=  A,  ^  *  f^^gj  =  A, ,  etc.  j 


et  parce  que  (2)=  (^), 
donc  en  général 
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'A(»-ii'-«)=* A.. ...*»..., (g).    . 

D'où  l'on  voit  que  le  nombre  des  auxiliaires  A,,  A.,    A3,  etc.,  se  réduit 

toujours  à  — — -  ou  — ^- ,  seloa  que  n  est  pair  ou  impair. 

Par  exemple ,  si  /»  =  7,  îl  y  aura  trois  auxiliaires  A^=  f-j^  A^=  Ç-j  , 

As  =  r^\  puisqu'on  aurait  A^=r^  jjrr:  A.,  et  A6=t  Tg  J^iÀi.' 

Si  n  =  8,  il  n'y  aura  encore  que  trois  auxiliaires  Ai,  A^,  A^;  car  on 
auroit,  en  vertu  de  Téquatiioa  (g),  A^cs  As,  A5,  =  A.,  Ae=7  A.. 

Cela  posé,  au  moyen  des  équations  (c),  (d),  (e)  et  des  auxiliaires  don- 
née;^  par  l'équation  (f),  nous   pourrons  trouver  Fes^pression  gépér^le  da 

f-j  daii$  deujt  oa^  généraux  :  1^,  lorsque/'  +  7  eçt<  »;  2^.  loraquep+9 

est  >  n.  Voici  comment  on  y  parvient. 

6.   L'équation   (e}  donne   immédiatement  f^^.T"  ,.r".  j  .  T-^-^jm;.,.. 

r-~- J  .  rS-^-j;  substituant  dans  celle-ci  les  vajeurs  oonnues  par  les 

équations  (d)  et  (g) ,  on  aura 

Ainsi  on    connaît    toute    fonclion   T^J  dans  laquelle  l'un  des  deux  uom- 

.  bres  petq  est  égal  à  l'unit^é j  si,  pour  plu«  de  simplicité,  on  met  a  à  la 
place  de  n^^a^-^i  y  on  aura  pour  le  même  objet  la  formule 

(a\ Aa  gin  (g  +  O^'  f\ 

I  /  ■""  8in#"       '  •  •  •  t  f  ^  • •  "W* 


La  même  équation  (e)  donne  (^ — ^ j'ij — ^)^^C~~" — y  *  C" — ~j^ 

et  substituant  les  valeurs  connues,  iien  résulte 


\        a       J         Kl 


— a  —  a\     Atf  Atf^i     sin(a  +  i  )# 

8in# 


Ainsi  on  a  la  valeur  de  toute  fonction  f -)  dans  laquelle  ;i  +  y  =  n  —  2. 
De  l'équation  (e)  on  déduit  encore  immédiatement 

(~^— )  •  (-7-)  =  (—7— )  •  (-T^-)  5 
ce  qui  donne 


r.  •  'Ai? 
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(/>  —  g  —  3\  ^^^  A^s^i  Ag^^      sin  (g  +  1)  #  tin  (a-f*  a)  a» 
a         /*^        AiA»         *  siii#8m24v 

Ainsi  on  connaît  la  valeur  de  toute  fonction  f-\  dans  laquelle  ^-|-y=»— 3. 
En  général  y  l'équation  (e)  dotine 

—a    /  •  \-r~J  —  \    ï    ;  •  V    -^      J  ' 

et  en  mettant  les  valeurs  tirées  de  l'équation  (h),  il  en  résulte 

(y>— -g— i^\  ^_^  Atf^jt-i  8În(g«|-i&  — 1)#     /»  —  g  —  i^  4*  i\ 
a        J  Ajk.,  sin  {k  —  1  )#         *  V  g  /  * 

Donc  on  aura ,  en  général , 

(n— -g^-^\       AdA<ut.i . . .  Aa4jk-.i     sin  (g  +  I  )  c»  8În(g-f-a)# ...  sin  (g^^i^— 1)#        ^. 
a         /"""     AiAft...Ajk.i     *  sio  ifsiQ2«. . .  sin  (it— i)#  •  * 'v  /' 

Cest  la  valeur  de  tonte  fonction  T-J,  dans  laquelle  ^+7  ^^t  moindre  que  n. 

7.  Pour  avcnr  Fexpressiou  générale  de  T-Horsque  p +  ?  es.t  plus  grand 
que  n^  observons  que  l'équation  (e)  donne  aussi 

Or  par  l'équation  (b)  on  a 

\    1    /        it  +  iAi/' 
par  l'équation  (i)  on  a 

/^\      AAsin(ir+i)# 
\i/  sin  0  ' 

et  par  l'équation  (h)  on  a 

substituant  toutes  ces  valeurs ,  il  viendra 

/n-^a  +  k+iK k         Af,$ïn(k+i)m  ^n^a  +  k\  ... 

V.   .     g  /~it+i  •  A^^«.8in(a  — it  — 1)#  •  V         a        J  *  *  •W 

Tout  se  réduit  donc  à  trouver  la  valeur  de  ^^~^+'\  <> 

Or  l'équation  (e)  donne 

(— )(T)=C-^)-C-=f^)' 


—  a  +  ^\ Atf^ju-,  8in  (g  —  k  —  1)0  ^ 

•       8În#  ' 
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substituant  les  valeurs  connues,  il  viendra 

)=-7 .  -r^ r-7 -T— (m). 

De  là  et  de  l'équation  (1)  on  déduit  successivement 

(n  —  a  +  2\          I           A,                            4f  sin  4f  sin  24f 
a        J         2  *  Aa_iArt_a  *  sin  a#  sin  (a  —  1)4»  sin  (a  —  2)  a»  ' 
(y>  — g  +3\  I  A|Aa  a»  sin  a»  sin  2a»  gin  3^ 

a        )      ^  3  *  Atf«iA*«ftAtf_3  *  sin  a#  sin  (a  —  i)  a»  sin  (a  —  a)  •  sin  (a  «^  3)  •  ^ 

et  en  général, 

(71 — a  +  it\   I  AiA»...A/u-i  a»,  sin  a»  sin  2a». .  .sin  it»  ^   ^ 

a         /         i&  *  A^^iAïu-a*  •  •Ao.A  *  sin  aaf  sin  (a — i)a», ..  sin  (a— /?)•'**  *^  ^* 

Cette  formule  donne  la  valeur  de  la  fonction  f -J  lorsque  p^q  surpasse  n\ 
ainsi  en  la  réunissant  à  la  formule  (I^),  on  a  généralement  l'expression  de 
toute  fonction  T-Y  en  supposant  seulement  connues  les  fonctions  semblables 
pour  lesquelles  p  \  qz=in  —  i,  et  on  a  déjà  remarqué  que  le  nombre  de 
ces  auxiliaires  est  ^ ou  ^ ,  selon  que  71  est  pair  ou  impair. 

8.  La  formule  (n)  pourrait  être  regardée  comme  une  suite  de  la  formule 
(k);  et  on  n'aurait  ainsi  qu'une  seule  et  même  formule  pour  toutes  les  valeurs 
de/?  et  ç;  mais  alors  on  aurait  besoin  de  nouvelles  auxiliaires  Ao,  A..1,  A_.,etc., 

et  il  faudrait  en  fi.^ar  les  valeurs  ainsi  Ao=  -: ,  ou  plutôt  i  étant  infini- 

Sm  Oaf'  ' 

0  I 

ment  petit,  A|=-: — r-=T,  A_,= — •AjyA^.ss  —  A.,  etc.  C'est  pour 

éviter  l'embarras  de  ces  substitutions,  surtout  dans  le  cas  de  A«,  que  nous 
avons  donné  les  deux  formules  séparément. 

Il  estaçsez  étonnant  que  l'expression  générale  des  fonctions  r^j  ait  échappé 

à  Euler;  on  voit  cependant  qu'il  s'était  occupé  spécialement  de  cette  recher- 
che ,  par  le  passage  du  tome  V  des  Nova  Acta  Petropol. ,  pag.  1 25 ,  où  il  dit  : 
Neque  tamen  hine  adhuc  elucet  quânam  lege  omnes  determinationes  progre^ 
diantur,  quandoquidem  valores  certarum  formularum  continuo  magis  éva- 
dant complicML 
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Formule  pour  la^  comparaison  et  la  réduction  de&  Transcen^ 
dantes  (^V  qui  répondent  à  une  même  valeur  den. 

9.  ^ou8  allons  maintenant  démontrer  diverses  formules,  qui  serviront  a 
comparer  entre  elles  et  à  réduire  à  la  forme  la  plus  simple  les  irauscendanles 

r^V  qui  répondent  à  une  même  valeur  de  n.  Ces  formules  devront  être  cou- 

sidérées  comme  autant  de  théorèmes  fort  remarquables  sur  les  int^[rales  dé6- 
nies  dont  nous  nous  occupons. 

De  réquation  (e)  on  déduit  les  deux  suivantes  : 

^S/*N'*  —  P — 2/ "^  x'» — P""2^    \    9    ^^ 

\^—p — y/  *  \n — p/       \;»  — />/  •  V»— p*— jr/' 

multipliant  ces  deux  équations  entre  elles ,  et  mettant  dans  le  produit  les 
valeurs  connues  par  lés  formules  (c)  et  (cQ ,  on  aura 

\q/     \/i  — £/      (/»— p— g)sm/i#8inga»  ^'^^ 

d'où  il  suit  que  la  valeur  de  Ç^^j  ^e  déduit  immédiatement  de  cdte  de 
^MJ,  qui  est  en  quelque  sorte  son  complément.  On  a  en  particulier, 

\a/    \n  —  a/         w^iia  ^^' 

Akiai  coMwisflMfcl  bs  vatema  de  ^^Ybnqve  a^A  plm pâlît  que ^  u,  «btfs 

déduit  les  valem'S  de  \j\  lorsque  a  est  plus  grand  que  \  /i. 

I  o.  Pour  examiner  plus  particulièrement  les  fonctions  de  la  forme  T- Y  re- 
prenons la  valeur  primitive  de  ces  fonctions ,  laquelle  est 
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©=/: 


si  1  ou  fait 

I  — x-ss-A ,  ou  a-Œ  j  ±1  v/<4  — 2») , 


4x 
la  transformée  sera  ' 


Quant  aux  limites  de  cette  nouvelle  intégrale,  il  faïut  observer  que  les  valeurs 
a:"=o,  x*  z=z~^  a?*=i  donnent  respectivement  z=o,2=  1,2  =  0. 
D'où  l'on  voit  qu'il  faut  prendi*e  deux  fois  l'intëgrale  en  z,  depuis  z:=:o  jusqu'à 
jB  =:  I.  Et  comme  alors  rien  n'em|iéche  démettre  ;r  à  la  place  de  z,  on  aura 

cette  intégrale  est  ainsi  réduite  à  la  forme  la  plus  simple  dont  elle  soit  sus* 
ceptible ,  puisque  le  radical  n'est  plus  que  du  second  degré.  - 

1 1  •  Si  dans  celte  formule  on  met  n  — -  a  à  la  place  de  a  ^  on  aura 

//i  — a\ ^  1 4.  le  rx^-^'-'àx 

de  là  et  de  l'équation  (q)  résulte  cette  formule  vemarqutfUe  qm  éBBBe  le 
produit  de  deux  intégrales  : 

V/(i  —  X-)  V  V/(«  —  *•)  —  n  — aa  W- 

12.  Puisque  les  fonctions  T-^  sont  les  plus  simples  enire  ies  ifoiKliony  (^  j 

non  comprises  dans  les  formules  (c)  et  (1),  il  semblerait  convenable  de  les 
substituer  aux  auxiliaires  désignées  par  A^ ,  pour  exprimer  par  leur  moyen 

toutes  les  fonctions  T-J. 

Dans  cette  vue,  désignons  en  général  la  fonction  (-JparM«;  comme  on  peut 
supposer  a  ^  7  /»,  on  aura  par  ilaîformule^)^ 


valeur  qui ,  au  moyen  des  équations  A«.i;^  =:  Au  ain  (/i  — -  A*)  o»  =  sin  À^, 
se  réduit  à  cette  forme 

M        A^Atf^,.,  .Aj4u-i     sio  (g^  >J  o sig  (o"4" ^ ^*  *  *»ip  s>^»^  /^n. 
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d'où  l'on  tire  successiveoient  « 


MA      8in  20» 
1  =  Ai—, —  , 

M^^_  A» A  3     sin  3a»  sin  4*» 
A,         sm  a»  sin  aa» 
•  -.  ^__  AsA^As     sm  ^  sin  5a»  sin  6» 
^  Al  Aa         sm  •  sm  a«  sm  o# 

etc. 

Ces  équations,  qu'on  p^t  mettre  aussi  sous  la  forme  -^ 

A^g        sin  • 


sm  2# 
AftAs        Ma  sin*  2a» 


AiA,  ""^Mi  '  8in3#sin4«   >  (u), 

A4A5        Ma^  sin*  3a» 

A^Aft  "^Mft  *  sin  5«#  sin  6«» 

^       etc. 

senrweBt  à  clétex%niner  les  auxiliaires  A.,  A^,  Aa,  etc.>  au  moyen  d'un  égal 
nombre  de  quantités  Mi,  M.,  Mj,  etc.,  prises  dans  l'ordre  convenable.  On 

pourra  donc  exprimer  par  ces  dernières  quantités  toutes  les  foutions  T- j 

qui  répondent  à  une  même  valeur  de  n. 

Mais  il  faut  observer  que  ces  substitutions  ne  peuvent  s'eflTectuer  que  pour 
des  valeurs  particulières  de  n,  et  qu'ainsi  par  l'emploi  des  auxiliaires  M«, 
on  ne  peut  parvenir  à  des  formules  aussi  générales  que  le  sont  les  formules 
(k)  et  (n). 

i5.  Considérons  maintenant  la  formule 


(^) =/■ 


a^-^^-'dx 


si  on  ÉBÛt  JCT*  s=  7  -f-  i  V^  (i  4*  2*),  on  aura  la  transformée 

dans  laquelle  il  £Eiudra  prendre  l'int^rale  depuis  s  =s  o  jusqu'à  2  =  co  ,  et 
qui  d'ailleurs  suppose  a^jn.  Mais  en  vertu  des 4]uations  (e)  et  (p) ,  on  a 


a  sm  aam 

m 

■M       -  • 

a  sin  am  ' 
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« 

donc  ^-J  =  2  CO8  €Uù.  V~~jy  ^^  >  ®^  substituant  la  valeur  donnée  par  Fé- 
quation  (v), 

y=2      -cosa^^^j^j^^^p^  (x). 

Cette  formule  n'a  lieu  que  lorsque  a  est  <  î  »;  si  a  est  >-  ^  »,  on  com- 
mencera par  prendre  la  valeur  de  \^-~\ >  laquelle  sera 

et  (m  en  déduira  celle  de  ("}au  moyen  de  l'équation  (q).  On  aura  ainsi,  a 
étant  >\n. 


i4«  Si  l'on  compare  main^nant  les  équations  (r),  (1)  et  (y),  on  en  tirera 
les  formules 

V/(i  —  a?«)        (2a— »)8maiP  V  ï/(i  -|-«")   3 

la  première  ayant  lieu  lorsque  a  est  <  g  n^  et  la  seconde  lorsque  a  est 
>in. 

Lorsque  n  est  impair,  si  on  &it  dans  la  première  équation ^x  ;=:  i  -— J^  et 
ii=:j^*— I,  les  formules  int^rales  comprises  dans  les  deux  membres  se  rédui- 
Tont  l'une  et  l'autre  à  la  forme 


1/        n.n — I    .   ,   n.n — i.» — 2    .  \* 


on  voit  donc  que  la  partie  de  cette  dernière  intégrale,  prise  depuis  ^sso 
jusqu'à T^ssi,  et  la  partie  prise  depuis  j^=  i  jusqu'à 7* ssoo  ,  sont  entre 

elles  ::  cos —  :  I. 


(1)=/: 


sil'onfiût 
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on  obtient  d'abord 
>$oit J9 z=:2a  et g^n  —  a,  on  aura 

et  en  achevant  les  substitutions,  il  viendra 

/(-'^-fer)=«'---C-^J^ 

cela  posé,  il  Ëiut  distinguer  deux  cas,  selon  que  â  est  ^\n  oxL^jn. 
Soit,  1*.  a  ^^/s,  on  aura  par  les  formules  du  n^  1 3, 

V»  —  a/        asm^am     \     a     J  asxn^am    J  |/(i+«*) 

donc 

Soit,  a\  â>'3'»,  on  aura  par  l'équation  (b), 

mais  en  faisant  a  =  n  — -  ^,  on  a 
et  par  l'équation  (v) ,  on  a 


»— ac 


«.11    r   MT'^dz 


Donc  au  lieu  de  l'équation  (a') ,  bu  aura 

Au  reste,  cette  dernière  équation  se  vérifie  immédiatement  auinojr€n.de  la 
fonction  P=z«— t»  ^/(i  •i-s»)— .g'^  qui  s'évanouit  dans  les  deux  limites, 
lorsque  2=o  et  lorsque  2  =  00  ;  car  si  on  prend  la  dlflerentielte  ile  t^te 
fonction ,  et  qu'ensuite  on  l'intègve ,  on  trouvera 
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formule  qw  m  dittàre  pta  de  la  précédlciita,  parce  qi/cft  meiftœl  -  au  Ke«r 

— ;pqr— —  se  change  eu  /      .   ^.g»)^  ^^*  limitée  étant 

toujours  z:=s  o^  zzzs.  co. 

16.  Considérons  enfin,  dans  la  supposition  de  n  pair,  la  formuJe 


si  on  fait  X"^  =  1  +  2*  9  on  aura  par  la  substitution , 

et  Pint^rale  du  second  membre  devra  être  prise  entre  les  limites  2  =  0, 
z=s  00. 

Maintenant,  par  la  combinaison  des  équations  (x)  et  (c^),  on  obtient 


•a 


Q~)' 


et  par  conséquent  aussi , 

De  ces  deux-ci  on  conclura 

d'où  l'on  voit  que  n  étant  pair,  il  suffit  d'avoir  les  valeurs  de^^  pour  tous 
les^  cas  où  a  ne  surpasse  pas  ^n,  et  qu'ainsi  le  nombre  des  auxiliaires  néces^ 
saires  ponr  âétcnniBer  toutes  les  fonctions  r^  j  qtrr  répondent  à  une  même 

valeur  de  /^,  se  réduit  à  7  ou  —j^-y  selon  que  n  est  de  la  forme  4^ou4^  +  a. 

17.  A  l'aide  de  l'équation  (df),.  on  trouvera*  des  relations  entre  les  auxi- 
liaires  A, ,  A^,  As,  etc.,  qui  réduiront  leitf*  nombre  comme  il  vient  d'être  dit. 
Pour  cela  reprenons  la  £iraudf  (l), 


G) 


AtfAo^i  •  •  •  •  Afta.i      sin  (a  -^  1)  «f  sin  (a«f>2)  «» . . .  sin  aa# 


fin  «#  sin  a». .  .8ina# 

elk^dpnne,  en  fiiisaotn:;;:  a/»-, 

(m^^a\     Ain,^ .  Aw-tf^i . .  •  Atm^aa^i     8iD(ii>— a+')<»8ip(^"*Q''f  ^j^"»^  «  »sio(amr^»aa)» 
ï»— a/"^  *  .  $iii«»8ina4f. .  .sm(m— a}«  * 
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substituajït  ces  valeurs  dans  l'équation  (d'),  et  faisant  les  réductions  dans 
l'hypothèse  o<îm,  on  aura  généralement 


^a^a-t-f  "At,_i     _i     sii](m— i)«8m(in — 2)m.  .  .sinfm-^a+iV        ^  i\ 

Am-iAai.^. . 'Am.^  8maafsin(a-f-i)<v.  «  .siQ(2a-^i}«  ^    ' 

De  là  résultent,  en  faisant  successivement  a  =  i  ,  2,  3,  etc.  y  des  équations 
particulières  qui  peuvent  être  mises  sous  cette  forme 


(O- 


A«i.|  =  A|.a~sina» 
»— .  =  — T — .3      "•sinoûtf 

Ai 

A,B_8  =  -^.2*"^-sin  5û» 
•  A. 

AÂeÀ*     1^1    . 
««4  =  ■^-•2      -'Sin7û> 

etc. 
Elles  devront  être  continuées  jusqu'à  ce  que  le  nombre  en  soit  ^-^^  ou 


7» 


18. Par  exemple,  lorsque  »  =  12,  il  y  a  cinq  auxiliaires  A=(^),  k^^={^\ 
As=:(f),  A4=(^) ,  A5  =  (f  ),  entre  lesquelles  on  a  ces  deux  équations 

A5  =  A|  .  ^  sin  û>, 
A/  =  -4 —  .  2^  sin  3û>. 

'  Ai 

De  sorte  que  le  nombre  d'auxiliaires  nécessaires  se  réduit  à  trois,  pour 
lesquelles  on  peut  prendre*  A,,  A,,  Aj. 

Si  on  préférait  de  prendre  pour  auxiliaires  trois  des  quantités  M^ ,  il 
faudrait  avoir  recours  aux  équations  (u),  lesquelles  donnent 


A.  =  M.  .  4 


sinaf 


sin  2«#  ' 
A  a  A3  Ma  âin'.2«» 


AiA,   *""  M,  *   sînStfsin/^'' 

A4A5  __^  M3  sin*.  3a» 

AftAa  """  Mft  *   $in5a»$in6«i' 

Au  moyen  de  ces  équations  et  des  précédentes^  observant  d'ailleurs  qu'on 

a  ft>  =  — ,  on  trouve 
12  ' 
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A.  raisin  «.M.  ^(^5^), 

A,  =aisiB«.M,^(}g^^), 

Am  =  2^  sin  û)  •  M.  • , 

A5  =  3^  sin*ô>  .  M,. 
Ainsi,  par  les  trois  seules  données  M, ,  M. ,  Ms,  on  peut  déterminer  exac- 
tement toutes  les  transcendantes  r-J^ui  répondent  k  la  valeur  n=:  la  ; 

mais  nous  ferons  voir  ci- a  prés  que  ces  trois  données  peuvent  se  réduire  à 
deux  y  ce  qui  rend  encore  plus  simple  la  solution  de  ce  problème. 
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Des  cas  oh  les  Intégrales  f -)  peuvent  être  exprimées  par  les 

fonctions  elliptiques. 

C4ES  cas  sont  ceux  où  l'exposant  n  est  ^l  à  l'un'  des  nombres  5,  4?  ^9 
8  et  1 2  :  nous  allons  les  examiner  successivement. 

Premier  cas.  /»=3. 
19.  La  seule  transcendante  à  déterminer  est 

(r) = ^'/ v^ = ^'t/V^  • 

Or  en  faisant  ar=  i  — r*col*x(p,  rs=  v/5,  0*=        .*^    ,  ou  c=:sin75*,  v 

doit  être  prise  depuis  tang^(p;=r,  jusqu'à  (p=^;  mais  par  les  formules 

connues  (fouet.  elL  art.  ^24)  on  trouve  que  la  valeur  tang^^srss  f/S, 
T.  IL  67 


58a  INTÉGRALES  EULÉRIENNES, 

\/r^_   3x  =-.fF'cjdonc 
Tîntégrale  cherchée 

(i)  =  2^  ^  s-tp.^sin  75*)=  a^  .  5"^  F»(siii  i5^)j 
car  on  sait  que  '  F'(sin  75*)  =  v^3  F'(sin  i5*). 

Second  cas  n^;^^. 
ao.  Il  suffit  encore  dans  ce  cas  de  déterminer  la  transcendante 

W  ™  ^V  V/(i  -  *♦)  ^y  1/(1  +  *0* 
Soit  zsstang-J^,  et  c'ssj  ou  c  =  sin45*,  on  aura  /     ' .     '    ^   =s  .* . . 

1  1//  Jl^'  «^^^^^^(^>  ^)î  ^^^*®  intégrale  doit  être  prise  depuis  (p  =  o 
jusqu'à  ^  =  ^j  donc  on  aura 

(i)=:F'c  =  F'(8in45*). 

Troisikne  ea$  n^s:t6. 
21.  On  sait  d'après  le  n*  16  que  toutes  les  intégrales  représentées  par 
^^  s^Hmt  défeeramiées  au  moyen  de  la  seule  transcendante 

or  par  h  substitution  -^=  i  +is*,  la  première  forme  conduit  au  résultat 

s=a^  •  3   *F'(8in  i5*),  et  par  la  substitution  —  =j^— 7i,la  seconde 

©1       tel 
=  2^  .  5  *    F*  (sin  75®) ,  qui  s'accorde 

avec  le  précédent ,  puisqu'on  a  F'  (sinyS")  =b  ^5.P(8În  iS*')- 

Quatrième  cas  /is=:8. 

^  22.  La  détermination  de  toutes  les  intégrales  f-^  exige  dans  ce  cas  qu'on 

connaisse  les  deux  thinscendantes 


©i  r     xdx  i       w  r    %dM 
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Mettant  dans  la  seconde  ^*  à  h  place  de  ^,  ce  qui  ne  change  pas  les  Umi- 
tes,  on  aura  Q^r^-iy^—^^rzrip  (sin  45^). 

Ainsi  tout  se  réduit  à  trouver  l'int^ale  Ç-\  ce  qui  se  fera  au  moyen  de 

rintégrale  T  =  y  T/T""!!^?  P^se  depuis  «==  o  jusqu'à  js  s=s  oo . 

On  peut  supposer  d'abord  qu'elle  soit  prise  depuis  zzzzo  jusqu'à  z  =  i  ; 
ensuite  pour  la  trouver  depuis  je  =s  i  jusqu'à  a  =  oo  ^  il  Beiudra  mettre  -  à  la 

\/(  -4-  é\  ^  P^®°^^^  encore  depuis 
js-sz  o  jusqu'à  z=^i.  Donc  l'intégrale  dont  il  s'agit  est  la  même  que  l'inté- 
grale  /   ^.    '  ^^  P**»^  depuis  z  =  o  jusqu'à  «  =  i. 

Soit  I — j5*=7z,  on  aura-  —  2  =  7?  —4-^2  =—^,  V/(i4-«*)  = 
z*|/[(7*+a)' — a]i  donc 

T=  C  ^ . 

Cette  intégrale  devant  être  prise  depuis  ^  =s  o  jusqu'à  7  =  ^  >  nous  fe- 
rons in*=2-|"V^^î  ^=7?itang^,  A'ssaj/^  — a,  ce  qui  donnera  l'inté- 
grale indéfinie  Tagly^^^  —b^sia^p)  ~Jk^^^'  (p) , et  l'intégrale  complète 
T'  =:  -^  F'£:  donc  enfin  la  valeur  de  la  transcendante  cherchée  sera  / «^  )  s^ 

3  "  *  F*ô,  parce  que  d'ailleurs  m s=  ^ cos  ç. 

Mous  remarquerons  que  le  module  b  =  y^(2  v/^  —-  a)  est  le  oomplément 
du  module  c  =  v/s  -—  i  ;  or  par  la  propriété  de  ces  modules  4wKy.teée 
art.  85  des  fonct.  elL^  on  a  F'^  =  v^^F'c,  donc  on  aura  plus  Amplement 

(i)  =  2iF'c  =  aiFl(tangj). 

Cinquième  cas  .js  es  1:2. 
aS.  Il  suffit^dans  ce  cas  de  connaître  les  trois  transcendant^    1 

67.  • 
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La  seconde  et  la  troisième  se  ramènent  immédiatement  aux  formules  déjà 
intégrées.  En  effet,  si  dans  la  seconde  on  met  x^  k  la  place  de  a?,  on  aura 

G)  =  ^"yW^i^)=  -''  3-*^F'(sin  .50); 
et  si  dans  la  troisième  on  met  a?  au  lieu  de  âr,  on  aura 

il  ne  reste  donc  plus  qu'à  trouver  la  première  T- Y  Considérons,  pour  cet 

/*      &  . 

.^    ,    ^^  prise  depuis  z=o  jusqu'à  2  =  00  ,  on 

trouve,  comme  ci-dessus,  qu'elle  est  ^ale  à  l'intégrale  f  TTr^rr^à  prise 
depuis  z=  0  jusqu'à  z  =  i . 
Soit  I +«♦=;;«•,  on  aura  la  transformée  Z  =s  j     f  J^  \^    -  qu'il 

&ac  prendre  depuis  /7sss3  jusqu'à  psssço.  Soit  encore  /i*=3  la,  et  p*  +»* 
sspc;,  on  aura 

p^'^^jp^'h  i2=zp^(v^ —  an*+  7) 

2p*  =  \/(v  +  3»)  4-  V^(w 2») 

—  î  f  do         .      ,  ûfo 


V/(o  +  2/i)     ^^  l/(»  —an)  ' 

et  enfin , 

7  _  ï   r f^ ,    1  r du 

Nouvelle  formule  dont  les  deux  parties  doivent  être  intégrées  depuis 
t/=:j/(!2n*-4-7)=:i+V/3,  jusqu'au  =  00.  Soit  2+v/5=A  et  u4-2it==jf*, 
la  première  partie  deviendra 

r_ idx 

J  |/(**  —an  +  A) .  i/{*»—  an  —  A)' 

4 

Soit  encore  x^  =  -—--  et  ^'  =î  ^-Hl— ,  ou  c  =  ^^7"  K  »  1»  transformée 

co8»^  aA     '  ï  +  1^3  ' 

^^^     ai/f2A^H  1//.  ,^"^  '  «^N  >  et  sa  valeur  dans  les  limites  requises  sera 

Si  l'on  fait  semblablement  A=s       j  i/X    >  valeur  qui  sera  le  complé- 
ment  du  module  c^  l'autre  intégrale  sera  —r— t.  F'i. 
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Donc  l'intégrale  cherdiëe  Z'  =5  -rr?^  (F'c  +  F'3).  Màh  on  a   trouvé 
(Fonct.elL,n*  i56),  que  F'i=3F'c=^î^  P  (sin  4S'>)i  d'aUleurs 

t/(aA)=  v/  (4  +  ai/3)  =  a^  cos  i5%  donc  Z'  =  -jî^  F'Csin  45»).  Donc, 
enfin ,  la  transcendante  cherchée 


(i)  =s  a^  3'4  C08  i5°.F'(8in45»). 

a4.  Maintenant)  si  on  fait  F'(sin  45°)  =  B,  P(sin  i5*)=C,  on  pourra 
exprimer  les  trois  auxilbires  M|,  M.,  Ms,  de  l'art.  18,  comme  il  suit  : 

M,  :=  a*  3~*  cos  ».  B, 

M,=  a"^  3"'C, 
M,=  iB, 

ce  qui  fait  voir  que  les  trois  auxiliaires  se  réduisent  à  deux,  puisque  le  rap- 
port de  Ms  à  M|  est  connu.  Au  moyen  de  ces  valeurs  et  des  formules  de 
l'art.  18,  on  trouvera 

A,  =  J  3"^  B, 

A.  =  (5'Uin«)*C, 

A3  =  (2.3"'^sin«)^.|B, 

A^  =  a*  S"*  sin  û>.C, 

A5  =  2^  3"*  siu  eê.h. 

Ainsi,  par  les  deux  seules  données  B  etC,  on  pourra  déterminer  toutes 
les  transcendantes  désignées  par  (-})  dans  le  cas  de  /isa  12.  Ces  trans- 
cendantes, en  excluant  celles  qui  sontdéterminables  par  arcs  de  cercle,  sont 
au  nombre  de  60^  toutes  différentes  les  unes  des  autres  i  car  on  compte  pour 

une  seule  les  deux  (-j  et  T^  J,  et  on  suppose  les  deux  nombres  p  et  4f 

moindres  que  12.  On  voit  de  plus  qu'elles  se  détermineront  rationnelle- 
ment en  fonctions  des  trois  quantités  B,  C ,  tt  ,  puisqu'elles  s'expriment  ra- 
'tiomi^llement  par  les  auxiliaires  A^,  A.,  etc. 

Si  on  v^ut,  par  exemple^  avoir  la  valeur  de  la  transcendràfe' (|) ^  ^)n 
cherchera  d'abord  par  l'équation  (n)  sa  valeur  en  fonction  de  AyJaqu^U^  est 


>  —   .  <■< 


/iA—  1       -«i     ^      '  sm# ftttg# 
^^'  "^  •  .'  A«Al4   *  tin 3ii éoi/^ sin .5#* 
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Faisant  ensuite  les  substitutions  et  leé  réductions ,  il  tiendra 

0=Sv/C-^-')- 


^W^W^><^WI^<^<<M%^<V»»»»^W»l^%^^»»»»»%WV%%W^¥W»^^»VIWMMM^<^^^>^<^%<M^^MftMMW^M<»MWM<>%lMW<»MM^^ 


CHAPITRE  IV. 


Formules  pour  éi^ahier  par  approximation  les  Intégrales  (^. 


25.  A.TANT  réduit  au  moindre  nombre  possible  les  transcendanles  f-\  il 

ne  reste  plus  qu'à  faire  voir  comment  on  peut  trouver  par  approiimation , 
et  d'une  manière  facile ,  la  valeur  de  chacune  de  ces  quantités. 
Pour  cet  effet*  considérons  d'abord  la  formule 


\aj      "*         J  1/(1  -«")  ' 


et  soit  ^(i  —  ^)  =  1  -"J",  ou  afs=  ny  — y*^  on  aura  pour  transformée , 


a)-'--yi^(^-o--  ■' 


cette  diBKrentielle  étant  développée  et  int^rée  depais^= o  jusqu'à^=  i , 
4»  obtient 


'  •  ,     '  "f-  i        I.    M., 


•  s — — ¥—  f  •  . 


(g*), 


"•f*  ecc»  ^ 
formule  dont  chaque  terme  est  moindre  que  la  moitié  du  précédent. 

26.  En  général,  si  on  veut  avoir  lu  valeur  approchée  de  la  qoantîilë  f  ~J  as 

/,,*^    . — ,  il  faut  partager  cette  intégrale  en  deux  parties,  Punè  depuis 

jj»  =s  o  jusqu'à  or" = i ,  l'autre  depuis  d?*=p|  jusqu'à  jc"=  i. 

La  première  partie  étant  pimuiàée  P,  oa  trouve  par  les  développemens 
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ordinaires, 


•G+"- 


—i 


+ 


n— a .  an— 


Pour  avoir  la  seconde  partie  que  nous  nommerons  Q,  il  faut  faire  ar"= 
1  — ^"j  alors  on  aura 


f 


•/: 


et  la  transfbnnëe  en^  devra  être  intëgrëe  depuis  ^"=1  jusqu'à 7*^=0.  Si 
on  change  son  signe,  elle  devra  êlre  intégrée  depuis  j^c»  o  jusqu'à  j^=|; 
on  aura  donc 


Q=^--C-+- 


—P 


+ 


n  —  p .  2/J  — p 


Il  ne  s'agit  plus  que  de  réunir  ces  deux  parties,  et  on  obtient 


-f-fetc. 


»— g 


■f 


/»— y.2»— y 


2n     i»^/'  '       ^n.fyi 

-—^.— —-+——* — 7-"^- — r^+   ■■/■■■/  tx.,.  ^,.„, ,  .A^ic.1 
2/»     '»+^  2n,qn        2/1-f^  2;>. 4^^.01»  3n-f-^  J 

Les  deux  séries  comprises  dans  cette  formule  sont  toujours  convergentes, 
puisque  chaque  terme  est  moindre  que  la  moitié  do  précédent  :  on  obvifi 
ainsi  à  l'inconvénient  que  présenterait  la  méthode  ordin^ir^,  ^i  on  voulait 

intégrer  tout  d'un  coup  la  valeur  de  f~j  depuis  a?=o  jusqu'à  a?=:  i^  ce 

qui  donnerait  la  suite  très  peu  convergente 

Au  reste,  Jorsqu'on  suppose /7=^  =  a,  la  formule  (h!)  se  réduit  précisé- 
ment à  la  formule  (g')  trouvée  par  une  autre  voie. 
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»^WM^M%lMM>ViM<  W%  I^^M^^M^^%<^W  »^M<»^M<»<%»»¥»^»»MlWW»WyV»>M»»M»^^»^  W^l^W^^^^^^MV^^^II^Wl^WWW^lMtVWVIiWW^^ 


CHAPITRE  V. 


De  t Intégrale  Jaf^'dx  log  ^ (i  —  x*)* """  et  autres  semblables , 

prises  depuis  a:  =  o  jusqua  x  =  i . 


117.  On  pourrait;,  sans  rien  diminuer  de  la  généralité  de  la  formule,  faire 
7»:=:i  ;  mais  pour  l'application  que  nous  voulons  en  Êiire,  nous  désigne- 
rons par  I»,  un  entier  quelconque,  ce  qui  n'empêchera  pas  que  p  ne  soit 
un  nombre  k  volonté  entier  ou  fractionnaire ,  et  que  l'intégrale  ne  soit  une 
fcwaction <5ontlnue  de  p.  Soit  donc  l'intégrale  connue  faf^^dx(i—^af'y''':=:Zy 

.    si  on  la  différentie  par  rapport  à  p^  on  aura  — -r  ou  Z'=yaf '^^ ^(i — or")^-»} 
celle-ci  donnera  de  même  par  la  différentiation  ^  ou 

,  21^ ^sifaf^^dxiX^  (i  —  a:"y""";  ainsi  de  suite,  ces  nouvelles  int^rales 

>  étant  prises  comme  l'intégrale  Z,  entre  les  limites  ar=so,  a?=  !• 
Comme  on  a  généralement  par  la  formule  {S) 

on  trouvera ,  par  des  différeotialions  successives , 


1  z"=A+=^ .  r-hî+""^-""~^ .  r-inî  +  etc., 

a. 3  p*   ■      n       {n+py    *         n.a»  (a»+p)* 

Mais  ces  suites  ont  l'inconvénient   de    n'être  pas  suffisamment  conver- 
gentes. 

28.    Pour  avoir  ces  mêmes   valeurs  exprimées  en  suites  plus  conver- 
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génies 9  il  faudrait  partir  de  la  formnle  (A'),  et  la  diflereDcier  par  rapport 
à  p  y  autant  de  fois  qu'il  est  nécessaire.  En  la  diflférenciant  une  fois  j  on 
aura 

Z'  =  Cil°-S2]i  +  2=?  .  -J_  +  2=£:22=£  .  -1-4. etc. 

—  -/*_!_  ""~9  I  ,    ra — g. in— g  i  i 

+  2    'I     u-p.2»-/).3»-p/  '      ■       '       1 L_\j.eic 

l      2/i.4'»«6n.(3/i-|-y)  \/»— /?         2/1 — p        Zn-^p/*^ 

Ces  suites  sont  convergentes ,  puisque  chaque  terme  est  moindre  que  la 
moitié  du  précédent;  mais  leur  forme  est  compliquée,  et  elle  le  deviendrait 
davantage  dans  la  différentielle  du  second  ordre  ou  d'un  ordre  plus  élevé, 
c'est  pourquoi  il  convient  de  recourir  à  d'autres  moyens^,  si  on  veut  éva- 
luer facilement  les  intégrales  dont  il  s'agit. 

;2Q.  Par  la  formule  de  l'art.  4  9  on  a  cette  expression  de  Z, 

7—,P+9      P+Ç+n      p+q+txn 

p  P+n  p+^n  ' 

où  les  facteurs  successifs  dont  le  nombre  est  infini,  s'approchent  conti- 
nuellement de  l'unité  qui  est  leur  limite.  Si  on  différencie,  par  rapport 
à;?,  les  logarithmes  des  dew^  membres,  il  viendra 

^  —  (_!. i^  ^(—J i-'i+r ' —^  +  elc 

Zidp         \p+q         pJ       \p+q+n        />4-n/^^\/>-f-5f  +  2n        p+27>/^^ 

Soit  <^  ou  <b{p)  une  fonction  de  u,  telle  qu'on  ait 


<P  =: p—  H r—  —  — r — 7—  H — -r —  —  —s — :j-r"  +  etc. 

P        P+Ç        P  +  ^       P+Ç  +  ^        p+2n        />+y+a/> 

La  fonction  <b  (y)  devenant  <t>  (i),  lorsque  u=:i,  on  aura  -»  «^  ou  g-=<&(i), 

Or,  en  différenciant  par  rapport  à  u  la  valeur  de  9,  on  a 

,.  ,    r        uP-'    +  «H-»-'    +  oP-H.-'    4.  etc.      ï 

— THv^ — yJ  ^^^^ 


T.  H.  68 


\ 


I 
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Cette  intégrale  doit  être  prise  die  nuuitère    qu'elle  V^anotiisse  lorsque 
u  OB  o;  on  fi9ra  ensuite  t^  â=i ,  el  on  anira  la  ndeur  <charchée  de  ^(i). 
Mettant  ^  à  la  place  de  v  et  faisant 

on  aura  Z'  =  ZT;  donc  si  on  prend,  depuis  x=  o  jusqu'à  ^c=  i ,  les  trois 
intëgmles 

Z'=  I 1    Z  =s  1  —=-—^=— ,    Tssi- ^ — dx: 


la  première  sera  ^le  au  produit  de  deux  autres,  ce  qui  est  un  théoràne 
fprt  remarquable. 

3o.  Pour  étendre  encore  davantage  cette  théorie,  ccmsidérons  ces  deux 
suites  d'intégrales  en  Z  et  T ,  prises  depuis  x  â=  o  jusqu'à  or  ssc  i . 

etc. ,  etc. 

11  résulte  d'abord  du  théorème  précédent  qu'on  a 

Z^sbZT. 
Différenciant  cette  équation  par  rapport  k  p^  et  observant  qu'on  a  ^  =: 

—  Z',  ^  =  — Z%  S  =  —  1^.  on  aura  2''=Z'T+Zr,  ou 

Z"=Z(T»+TO. 
Celle-ci  étant  différenciée  cU  nouveau  {urr  rapport  à  p^  donne 

z'"tt=s  z(T^ + 3Tr+  ro , 

et  ainsi  de  suite,  la  loi  de  ces  expressions  étant  analogue  à  celle  des  diffé- 
rentielles successives  de  la  formule  uef^ , 
Si  l'on  veut  donc  avoir  les.  valeurs  des  quantités  Z^,  Z'',  Z'^,  etc.,  ou  sim  * 
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plement  leur  rapport  à  la  fonctioo  primitive  Z,  il  badra  oonnaitrc  lea  quan- 
tités T,  T^y  V\  etc.,  en  pareil  nombre^  Mais,  comme  celles-ci  sont  ration- 
nelles, et  contiennent  des  puissances  moins  élevées  de  log-,  on  voit  qu'au 

moins  la  difficulté  est  diminuée. 

3 1 .  Si  Ton  int^e  la  différentielle  x^-^^^^^dxy  depuis  a;=o  jusqu'à  J?=  1, 
on  aura 

/2ir^+«— 1^  — :_L^  5S3-Î-  —  — .  4-^-^i^-f. etc. 

Si  on  met  la  même  différentielle  sous  la  forme  oc^^^dbc •oc* j  ou 


«•  1    -  flt^ 


jc^''^dx{i  +aloga:+  — log'o:  H k  log* or  +  etc.) , 

1*3  I«2*«) 

son  intégrale  prise  entre  les  mêmes  limites ,  sera 


«• 


faf^'^^dx  -j-  afic^^^dx  log  x  -| ^foc^^dx  log*  x  -f-  etc. 

'  I  «2 

L'identité  de  ces  deux  formules  exige  donc  qu'on  ait 


/a:--éfcclog*Q)  = 
/a:-Wxlog'(i)  = 


1,1 
1  .!1.3 


et  en  général 


I«2«0.  •  •  •( 


32.  A  l'aide  de  cette  formule  on  peut  exprimer  les  quantités  IT,  T',  etc., 
par  des  séries  régulières,  composées  des  puissances  réciproques  des  nombres 
pris  à  des  intervalles  égaux  dans  la  suite  des  nombres  naturels. 

Ainsi  en  développant  d'abord  la  différentielle  qu'il  faut  int^er  pour 
avoir  T',  on  a 

•'  o  *  l  —  «^-•—  «»*f+«i-"_  af+«-M.-._>  etc.  J  ' 

et  effectuant  l'intégration  entre  les  limites  or  s=  o ,  J?  =c  i ,  il  vient 


^' ~ />•  "^  0» + »)•  "^O»  +  a«y  ■*■  ®'^- 


II  I  . 

? — '.    ■.. *^"  <■"".■     1    '^T'""  5 — .  '  I  ,     '<t  ^^  etc. 


68.. 
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Désignons  en  général  par  (a,  n)",  la  somme  de  Ja  suite 

laquelle  deviendra  (i ,  /i)"*,  (a,  «)",  (3,  /i)",  etc.,  selon  qu'on  fera  a==  i ,  a , 
5,  etc.,  I»  étant  constant  :  on  aura  suivant  cette  notation , 

>.  (m') 

^T«'=  (p,  »/-  (/,  +  7,  «n   ' 

etc. 

35.  Il  faut  observer  que  n  et  m  restant  les  mêmes,  on  n'aura  besoin  de 
considérer  les  valeurs  de  (a,  »)",  que  depuis  a=  i  jusqu'à  a=:n;  car  il 
est  visible,  par  exemple,  que  (/i  +  i ,  /i)"  se  réduit  à  (i ,  /i)"—  i ,  et  qu'en 
général  on  a 

(a  +  »,»)-=(a,ii)--^.  (nO 

Par  suite  de  cette  formule,  on  aurait  de  même 


m  9 


et  en  général  on  réduira  toute  quantité  (a,  /i)",  où  a  est  plus  grand  que  /t, 
à  une  quantité  semblable  où  a  n'excédera  pas  n. 
On  voit  encore  que  (n ,  n)*  représentant  la  suite 


1    .      I       .      I 


cette  quantité  est  la  même  chose  T^e 

Si  donc  on  désigne  par  S.  la  somme  des  puissances  de  degré  •—  m,  des  nom- 
bres naturels,  en  sorte  qu'on  ait 

S«=i+^-h^+^  +  ^-f-etc.,  (pO 

on  aura  (u,  /i)"  =:  —  S».  Enfin  il  est  visible  qu'on  aura  aussi  l'équation 

S,==  (i ,/»>•  +  (a,  /»)-....  +  (n,  n)-^  (qO 

laquelle,  en  substituant  la  valeur  de  {n^  ;»)",  devient 


N 
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('  ~^)^-=  (^  '  ")"+  (^'  »)"+  (5'  »)-+.....'+  (n—  I ,  «)-. 

54.  Considérons  particulièrement  le  cas  de  n  =  3,  ^=1,^=1,  alors 
on  aura 

T'  =  (i,a)-  -  (a,3)-  =  (,  -  -J)  S.  =  i  S. , 

r'=  (.,2)»  -  (a,a)»  =  (i  -  ^)  S,  =  I  S,, 

ï"'=  (.,q)*  -  (2,2)*  =  (i  -  7O  S4  =  ^  S,. 
elc. 

On  sait  que  les  quantités  S.^  S4)  S|^  etc.,  sont  connues  en  i'onctions  de  tt, 
et  qu'on  a  8,=  ^^',  84  =  1/^^,  Se=  9^^*,  etc.  A  Tégard  des  quantités 
S39  S5,  etc.,  ce  sont  des  transcendantes  particulières  qui  ne  se  rattachent 
point  aux  autres  transcendap:^s  connues;  il  est  facile  néanmoins  d'en  trou- 
ver les  valeurs  avec  une  grande  approximation^  par  les  belles  méthodes 
qu'Euler  a  données  pour  cet  objet  (^Calc.  diff,^  pag.  45 1  et  suiv.). 

Au  moyen  de  ces  diverses  quantités,  on  connaîtra  donc  les  intégrales  sui- 
vantes ^déduites  des  équations  de  Part.  3o. 


h 


dx 


W 


/, 

/> 
/, 


\/{\  XX)  2   • 

Af  log- 


f-    =:î(log«2+^), 

I  —  **)  2\      S         '     la/ 


et  on  pourra  prolonger  indéfiniment  cette  suite  ovï  tout  est  connu,  excepté 
Ss,  S5,  etc.,  dont  on  connaît  au  moins  les  valeurs  très^  approchées ,  jusqu'à 
S,5  (Cale,  diff.^  pag.  456.) 


'  * 
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VV»y^y^^^V»^»^^y^»»V»V^»V^>^^»»%^»^»»^»»»»»M^»yW»»W»WWI<WWilWM<WWI<WW%<^MM^M^^^MM^M»^»»MW^ 


CHAPITRE  VI. 

De  la  réduction  des  Transcendantes  désignées  par  (a ,  n)"  dans 

le  chapitre  précédent. 

55.  Occupons-nous  maintenaut  de  réduire  au  plus  petit  nombre  possible 
les  quautités  (i ,  '»)",  (2,  rif^  (3,  /z)",  etc.,  qui  répondent  à  une  même  va- 
leur de  n.  Pour  cet  effet,  nous  supposerons  connue  la  formule  suivante  dans 

laqueHe  «"»*-(*)> 

/(^'"',1.Ç'  -)  <^  =  a»  cota».  (rO 

Cette  formule  étant  différenciée  successivement  par  rapport  à  a,  donne  les 
résultats  suivans  : 


sm*  am 


i  fil X- — A'-log'  -  =  -r4 —  cosactf  I  ,  f. 

etc. 


"!*• 


'<- ^-7 — dy,  on  aura  en  réduisant  en  série  et  intégrant  les  diffiS- 

'        a^^\n  +  a       n  —  a/     '    \in  +  a      VLn^a/         \3»  +  a       on — a/  ) 


ou 

2a  aa  SA 


V  —  »       _2r — =. etc.  • 

or  par  une  formule  qui  se  trouve  page  i43  de  l'Introd.  in  An. ,  le  second  membre  se  ré* 


duità-cot — ;  donc  V  =  «»cota#. 
n         n 
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Mettant  au  Heu  des  premiers  membres  les  valeurs  qu'ils  obtieuDent  par  le 
développement  en  série  et  l'application  de  la  formule  (k^,  on  aura 


•»• 


•*     /i    .   2 


(«>/»)*  +  (n  — rt>/i)*s=jî27^(î+|oas*a4,) 


etc. 


Ces  formules  serviront  à  établir  entre  les  diverses  quantités  (a,  /i)"^  qui  ré- 
pondent à  une  même  valeur  de  n,  toutes  les  relations  qu'on  peut  obtenir 
par  d'autres  voies,  et  qui  sont  données  sous  diverses  formes  dans  les  ouvrages 
d'Euler.  C'est  ce  que  nous  allons  dévdiopper  dans  deux  exemples. 

36.  Soit  /i  =  6  et  m  =  s ,  on  «ura  l'équation  générale 


(«,«)'H-(6-a,6)-=,^, 


d'où  l'on  déduit  successivemeAt 

(i,6)-+(5,6)' 


8in*  0 


(3,6)-  +  (â,6)'« 


•»• 


8in*  3m 


OU  en  substituant  la  valeur  «  =  g , 


(1,6/ 4- (5,6)-=^, 


»• 


(a,6)'4-(4,6)*ç=^, 

(3,6)-==^. 
La  somme  de  ces  équations  est 

('  ~  è)^«  =  ÏÏS  '^^ 

d'où  l'on  dédoit  S,  a=  |  ^%  œ  qui  est  xm  résultat  connu^  mais  la  démons- 
tration qu'on  en  donne  lâ  n^en  est  pas  moins  remarquable* 

Outre  cette  valeur  de  S. ,  on  connaît  (3,6}*ss^  ^,  (6,6)*=  ^  S ^77^  ^: 
mais  les  quatre  autres  quantités  (1,6)%  (a^6)*,  (4>6)*»  (5,*6)*  ne  peuvent  être 
déterminées  par  les  éouations  précédentes. 
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Observons  cependaDt  que  puisqu'on  a 

(3,6)-=^  4-J-.  +  7^ -f-  ;^  4- etc., 
il  en  résulte 

donc  tes  quatre  quantités  dont  il  s'agit  peuvent  4tre  déterminées  au  moyen 
de  l'une  d'entre  elles,  par  exemple,  au  moyen  de  (i,6)*,  de  la  manière 
suivante  : 

(1,6)-  =  C 

(.,6)'  =  ^  TT-   +  1  C 

.  (4,6)-  =  tIs  ^-  -^  Ç    >•  ^"'^ 

(5,6)'  =  i  ,r»  -  Ç 

37.  Quant  à  la  valeur  absolue  de  Ç,  elle  n'est  déterminable  exactement  par 
aucune  formule  connue  ;  mais  on  peut  en  trouver  une  valeur  aussi  ap- 
prochée qu'on  voudra  par  la  méthode  qu'Euler  a  donnée  (Cale,  dlff, , 
pag.  45i.) 

Pour  cela  ayant  fait 

on  trouve  en  général 

.^  P         I  I       j^   1  I  A'n       j^      Vr? 

"""  7>  *  a  +  Tw:  ^"   2  *  {a^nxY  (a  +  iwr)^  ^"   («+iMf)^ 

Cri"  D^n^ 


A',  B',  C,  D',  etc.  étant  la  suite  des  nombres  BernouUiens. 

Il  résulte  de  cette  formule  que  la  somme  de  la  suite  prolongée  a  Tin- 
fini  étant  désignée  par  (a,  7i)%  on  a  (a,  7i}f=C;  donc  réciproquement 
on  a 

S  -f-  /^  .  „xr  —  etc.  (arO 


(a+ inxp  ^^  (a  +  n*)' 

«t. 

On  sait  que  la  suite  A',  B',  C,  IK  est  divergente  à  compter  du  troisième 
terme,  et  le  devient  plus  que  toute  progression  géométrique  donnée^  d'où 
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il  suit  que  la  suite  conteDue  dans  la  formule  {xf)  deviendra  nécessaire- 
ment divergente  après  un  certain  nombre  de  termes.  Mais  ce  qui  est  fort 
remarquable,  c'est  que  cette  formule  n'en  est  pas  moins  propre  à  dcmner 
la  valeur  de  (a,  /i)*  avec  tout  le  degré  d'approximation  qu'op  peut  désirer. 
Pour  cela  il  faut  donner  à  x  une  valeur  arbitraire  d'autant  plus  grande 
qu'on  voudra  obtenir  une  plus  grande  approximation  (la  valeur  ^=10 
suffit  pour  donner  18  ou  20  décimales  exactes).  Au  moyen  dé  cette  va- 
leur, on  commencera  par  prendre  la  somme  effective  de  la  suite 

.  —  L  J 1 I-         '  '  jL L_  . 

substituant  cette  valeur  de  s  ainsi  que  celle  de  x  dans  l'équation  (x'), 
on  aura  pour  la  valeur  de  (a,  n)*  une  suite  d'abord  très  convergente  , 
mais  dont  la  convergence  diminuera  de  plus  en  plus,  jusqu'à  un  certain 
terme  où  elle  deviendra  divei^ente,  et  cette  divergence  augmenterait  de 
plus  en  plus  à  l'infini. 

Par  le  calcul  des  termes  successifs ,  on  obtiendra  des  résultats  alterna- 
tivement plus  grands  et  plus  petits  jque  la  valeur  cbercbée,  et  on  devra 
s'arrêter  aux  termes  où  cesse  la  convergence. 

Ces  termes  indiqueront  deux  limites  fort  rapprochées,  entre  lesquelles  se 
trouve  nécessairement  la  valeur  de  {a ,  /i)*. 

Si  ces  deux  limites  ne  donnaient  pas  encore  une  approximation  suffi- 
sante ,  il  ne  resterait  d'autre  parti  à  prendre  que  de  recommencer  un  nou- 
veau calcul  en  donnant  a  x  une  valeur  plus  grande.  Mais ,  pour  l'ordinaire, 
une  valeur  médiocrement  grande  de  x  donnera  une  très  grande  approxi- 
mation. 

Nous  donnerons  ci-après  un  exemple  du  calcul  de  ces  sortes  de  suites 
qu'on  peut  appeler  suites  demi-conuergentes. 

38.  Soit  maintenant  m  =  3  et  /s  =  6,  nous  aurons  l'équation  générale 


(«,6)»-(6-«,  6)»  = 
d'où  l'on  déduit  les  deux  suivan  tes  : 


ét^  cos  am 


(1,6)'  -  (5,6)'  =  --^-^  =  4«>«/3  ) 
(,.6).  -  (W  =  ^^  =  3-^     }' 

D'ailleurs  on  a   (6,6)^  =  ttr  Ss ,  et 

{i,6y  -h  (2,6)»  +  (5,6)»-|-(4,6)»  H-  (5,6y  =  jjg  S,. 
T.  U.  69 


Cy') 
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Ces  ëquàtioâs  sont  insoifisantes  pour  déterminer  toutes  les  iûcoiiiiues  ; 
mais  les  diviseurs  de  6  qoi  soât  a  et  5 ,  en  foamissetit  de  nour^es. 
On  a  en  efièt , 

(a,6)'=  J  (i+^4-i5  +  -^H-elc.)=J  [(i,6)»-H(4,6)»], 

(3,6)V=  ^0+5-3+5-'  +7  +etc.) =^[(.,6)»  H-  (3,6)»+ (5,6)»]  ; 

de  là  on  voit  que  les  cinq  quantités  (i,6)»,  (2,6)»,  (3,6)»,  (4,6)»,  (5,6)»  se 
détermineront  eh  supposant  connue  Tune  d'entre  elles.  Ainsi  en  faisant 
(1,6)»  =  ^,  on  aura 

(1,6)' =   H  y 

(5,6)»  =  13  (Ç  -  «.V3), 

(SfiY  =  Ç  —  4«»  v/5. 
La  somme  de  ces  quantités  doit  être  égale  à  Hf  S3 ,  ainsi  on  aura 

on 

9>  ^  9' 

Aëeiproquement  on  peut  eiprimer  toutes  les  quantités  (i,6)^,  (^>6)*>  ^^^-y 

au  moyen  de  8$  et  de  o)  =  g,  et  on  trouve 

(''^)'  =  ^  s,  +  a«»  t/5 

(5>6)«  =  i^  S, 


»  /  •  (O 


(5,6)»  -  ^  S,  -  3««  /S 
(6,6)"  =  ::!s  S. 


ai( 
39.   On  déduirait  aisément  des  équations  (q'^}  les  autres   propriétés 
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oofiDnes  des  quantités  (a ,  7»)",  c'est-à-dire  des  suites  qui  résultent  de  la 
décomposition  de  k  suite  générale 

S-  =  I  +  5J;  +  2^5  -f-  ^  +  5;  -f-  etc, , 

en  prenant  les  termes  de  trois  en  trois,  de  quatre  en  quatre,  ou  en  général 
de  n  en  n.  On  trouverait 9  par  exemple,  que  la  suite 

'  —  ^  +  ^  —  ^  +  ^*^- 

est  sommable  lorsque  m  est  impair,  et  qu'elle  ne  l'est  pas  lorsque  m  est 
pair. 

On  tix)uverait  au  contraire  que  la  suite 

I   4-^-1-55  +  ^+  etc. 

est  sommable  lorsque  m  est  pair ,  et  qu'elle  ne  l'est  pas  lorsque  m  est  im- 
pair. Le  mot  sommable  est  ici  entendu  non  dans  un  sens  absolu ,  mais 
relativement  aux  méthodes  connues  jusqu'à  présent. 

Ces  choses  n'ayant  point  de  difficulté ,  et  ayant  d'ailleurs  été  démontrées 
par  d'autres  voies,  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas  davantage.  Nous  ferons 
voir  seulement  comment  on  peut  trouver ,  par  des^uites  qui  soient  conver^ 
gentes  dans  toute  leur  étendue,  les  valeurs  des. quantités  Ç  et  Ss  qui  ^ont 
restées  inconnues  dans  les  art.  56  et  58;  Teçherc^ié  ptûs  difficile  qu'elle  ne 
parait  au  premier  coup  d'oeil^  parce  qu'en  suivant  les  méthode»  r<(ui;rae 
présentent  naturellement,  on  retombe  sur  la  ménie  difficulté  qu'on  voulait 
résoudre. 

40.  Pour  obtenir  d'abord  la  valeur  de  Sj,  j'observe  qu'on  peut' 'im- 
poser _     ^  ^ 


\ 


(W  =  iXi^^'^r 
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car  les  seconds  membres  élant  intégrés  depub  j^  =  o   jusqu'à  j^ssi, 
au  moyen  de  la  formule  (kf) ,  ces  équations  deviennent  identiques. 

Or,  d'après  les  équations  (y)j  on  a 

(1,6)»  -  (Sfiy^  IfrEr^  '^ •^•^  =  ^^'i/s , 

(a,6)»  -  (4,6)»=  i  /f=-^  djr  log-j^  =  ^3. 

Ces  deux  équations  ajoutées  ensemble,  puis  soustraites  l'une  de  l'autre, 
donnent  les  deux  suivantes  : 

57  7+]?+?-  -  4«  V/3  -  3j73  =^  — — , 
de  sorte  qu'on  a  entre  ces  intégrales  le  rapport  très  simple 

>— j'+j'*~"4y»+^+y 

mau  cette  fommle  est  susceptible  d'être  généralisée  ainsi  : 

ÇdyXo^y  _a«+i    P  dy\og'y  ,,„. 

J  i—y+y         a"    J  >+^+^'  ^    ^ 

En  efièt,  soit 

p_  r  ày\o^y  f._  r  dyiog'y 


on  anra 


(P-Q)=/T^^i 


mettant  dans  cette  dernière  j^?  au  lieu  de 7*,  il  viendra 

et  par  conséquent  P  =  ^-~  Q. 

Par  la  combinaison  des  équations  (a'O  y  et  la  substitution  des  valeurs  don  - 
nées  par  les  équations  (z') ,  on  obtient 

('.ey  +  (4,6)'  =  If^  =  i^s.+|»'^5. 

(5.6). +  (6,6)- =1/5:^=^58, 

Soustrayant  la  sieconde  de  la  première ,  on  aura 
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I  Ai±2ltoÙf~4  s,+  i6  e,.  y/5  ; 
^J      ^-{-y+y'        9  9 

d'ailleurs  oa  a  dëjà  trouvé 

a*/  i+J^  +  J'*       9        ^     ^ 
donc  en  éliminant  «' ,  on  aura 

9         •/      i+y+^  ^    ^ 

Cest  de  cette  formule  que  nous  allons  tirer  la  valeur  de  Sf 
4i*  Je  remarque  d'abord  qu'on  peut  fiiire 

rCy+î)^j<log!r_  r  ^   ioff«r~  '  r  ('— j^)<»loB!!r 
J      i+y+y"    "^J  i+y  ^^      V {i+y)\i+y+y'y 

La  première  partie 
donc  on  aura 

ils  —  r  i('—.y)4yio8!y    . 

aoitjr  =  — ^ — y  et  la  tranaformée  sera 

formule  qui  doit  toujours  être  intégrée  depuis  z  =  o  jusqu'à  s  =3  i. 

On  voit  maintenant  que  comme  2*  est  toujours  plus  petit  que  i,  on 

pourra  réduire  t^t^  en  une  série  convei^ente,  de  sorte  que  l'intégrale  ne 

dépendra  plus  que  de  termes  de  la  forme  /z^'^^dz  log*/*.  Mais,  pour  rendre 
la  série  encore  plus  convergente,  je  Êiis  2(^  =  i  —  u*,  et  j'ai 

int^rale  qui  doit  être  encore  prise  dejiuis  ussp  j[usqu'à  tis  i. . 
Cette  intégrale  étant  pri3e  par  parties  y  deyient 


■  —.1  '  _        vB»' 


— ilog(i  -  ^.logV+/f  logi .  ]og(i  -  f)  ; 

la  première  partie  s'évanouit  aux  deuxiifn^tes  de  l'int^sale;  ainsi  on  a  sim* 
plement  '  ^     .  j  *  1        «:  î  ~  ~"      v 
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Développant  ï^g  ('  ""  t)>  et  substituant  la  valeur  -^  tt  -**•  —5^,  on  aura 
Soit  donc 

l/iC&logi=.P", 

■;•    .'  .  ,      —  I ,   '  \   I   etc.,     , 
ces  intégrales  ètôbt  pri^és^  depuis  z  =  o  jusque  z=s  i ,  et  oh  aura 

-5^83  =  P' +  -  . -7  +  5  •  77  -f- 7  .  7T  +  etc. 

4:1.  Pour  avoir  'maintenant  les  quantités  P*,  P',  P^,  etc.,  j'observe  qu'on 
a  en  cénéral 

Dans  cette  formule ,  nous  supposerons  que  ^intégrale  fuS^dz  eçt  j^ribe  de 
manière   qu'elle  s'évanouisse    lorsque  s  =  i    ou    11=0,   alors  la   partie 

log  -  fvf^dz  s'évanouit  aux  deux  limites  de  l'intégrale,  et  on  a  simple- 

ment  ^ 

où  l'on  voit  qve    les  Ic^ritboies  ont  entièrement  disparu,  et  qu'c 
iloît  plus 'teéïi-  Coijifcte  que  de  ià  relation  i**=  i  —  a*. 
On  a  d'ailleuis'       ''''  "      "  '  '       ' 


on  ne 


Ue  '^Ui 


m: 


Or,  zdzzsz  —  ^îirftf,  ^t  par  conséi^ent  •  "^ 
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cette  intégrale  devant  être  pr^e  depuis  2  =  0  jusqu'à  2=1,  elle  se  téduit 
à  — '  — 1 r-t  ;  donc  on  aura  '  r         ^    , 


p(«)  =     ^^     .  pc— 0  _ 


211»+ I    *  27»(2ll»+l)* 

La  première  valeur 

donc  on  aura  successivement 

P*»  =  log  2 , 
P'  — -  ?  P»  _    ' 


I 


pw  sa:  -  P"  —  *i- 

etc. 


Au  moyen  de  cette  loi  très  simple,  ou  calcukm^ém^t  les  différens  termes 
de  la  suite  décroissante"  P%  P'>P^  V\  etc.  Ensuite  6n  aura  Sspar  la  formule 


r;.-:   a 


ce  qui  donne  une  approximation  très  rapide,  puisque  chaque  terme  est_ 
moindre  que  le  quart  du  précédent. 

En  calculant  cette  suite  jusqu'au  terme  P^'  inclusivement ,  on  trouve 
Sf  =  I  •  2020567.  Euler  a  trouvé  p^r  la  méthode  dpnt  nous  aycois  par)é , 
et  en  poussant  l'approximation  beaucoup  plus  loin, 

Ss^  i:20ào^6§o^iSg5g4o^H 

(Voyez  Cale,  diff.^  page  453.) 

43.  Poar  trouver  car  des  procédés  senablables  la  valeur  d^  \^  trans- 
cendante Ç,  dcfneurée  inconnue  dans  4e^  équations  (u^,  j^observe  qu'on  a 


/ 
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de  là  je  tire 


(4,6)--(5,6)W7^^.  =  ÏÇ— â*-; 


(i,6)'  +  (3,6)*      _.,       ,., ^-y+y 


donc 


y+y 

tout  se  réduit  donc  à  trouver  la  valeur  de  cette  intégrale. 

Si  on  &it  successivement  7  =  :  {i  —u)jjr=i\  (i  +U),  et  qu'on  ajoute 
les  deux  transformées  prises  positivement,  on  aura 

nouvelle  intégrale  qui  doit  encore  être  prise  depuis  ti=:  o  jusqu'à  u  =  r  • 
La  première  partie  de  cette  intégrale 

y-3-+?-=  v^  Ï*>S  4-  arc  tang  ^, 

et  en  faisant  u  =  i ,  elle  se  réduit  à 

alog  4     ^  ^,  ajrjog^ 
1/3     •  6  ^      3v/3    • 
X.'autre  partie 

,  /- 3^  »*«('-«•) 

étant  appelée  T,  on  aura  par  le  développement  de  la  fraction, 

or,  en  intégrant  par  parties,  on  a  . 

/-"-<*"»«<•-"•)  =  ^Sïf' ">«(-«*) +/^St^  ■  r^ . 

et  puisque  la  quantité  (i  — •  tt*"^*)  log  (i  —  a*)  s'évanouit  aux  deux  limites  . 
de  l'intégrale ,  on  a  simplement 

—  «•■  ^ioe  (i— w*)  = p-r  / r— .  azida 


.V 


Développant  la  quantité  sous  le  signe  et  intégrant  depuis  ii=o  jusqu'à  ii=s:  r, 
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(«aura  . 

donc  enfin 

T  =  |.(î-loga) 

-^•K'  +  J  +  H^-loga) 
etc., 


série  convei^ente,  puisque  chaque  terme  est  moindre  que  le  tiers  du  précé- 
dent. T  étant  connu,  on  aura  (  par  la  valeur 


y—  ^   i   ftrloga    .    S  rp 
^~i8^    181/3   ^  la  ^' 


»<^W^%^WW(^^^^WW^»»^WMW^^WWW%»W%IW><^M^<<»IM^W»»»»<»)W»»»M»»»I<<^^ 
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Des  Intégrales  Eulériennes  de  la  seconde  espèce. 


44*  vjONSiDÉAONs  maintenant  Fintégrale/a:*"''^^?  0%*)  f  V^^  nofjs  suppo- 
serons toujours  prise  entre  les  limites  or  =  o,  a:  =  i.  On  a  d'abord,  en  in- 
tégrant par  parties, 

/^.^(/iy==(/i)-+£ /,r-.^(/i)-; 


et  comme  la  partie  hors  du  signe  s'évanouit  aux  deux  limites,  pourvu  qu'on 
suppose  n^  o,  on  aura  alors 

faf'-'  dx  (log;)* = 5  A^'  ^  O^g;)""'  J  (*) 

et  en  général ,  si  7»  est  un  nombre  entier  positif, 
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Lorsque  n  ne  seta  pas  nn  nombre  entier,  l'inlëgrale  faf^^^dx  Mog  •  ^ 

sera  en  général  une  transcendante  dont  il  convient  d'examiner  les  pro- 
priétés. 

Et  d'abord,  au  moyen  <le  la  formule  (a),  qu  pourra  toujours  rame- 
ner cette  transcendante  aU  cas  du  Fêxpô^Bt  n  est  compris  entre  o  et 
—  1. 

Déplus,  f observe  que  sans  rien  diminuer  de  la  généralité  du  calcul, 

on  peut  faire  m=(i  j  car  la  formg^Ie  y^f^'^flog  -  i  étant  proposée,  si 
Ton  Élit  a:*=z,  cette  formule  deviendra  -ji^^fàz  \}o^-j  • 

log-  J     ,    dans 

laquelle  nous  supposerons  que  #. est  positif  et  plus  petit  que  Tunité.  Cette 
quantité  étant  simplement  fonction  de  a,  nous  la  désignerons  par  T{a)  et 
nous  ferons 

L'objet  des  recherches  suivantes  est  d'évaluer  la  fonction  F  (a),  lorsque  a 
est  une  fraction  rationnelle  donnée,  tdle  que  |-,'  j,  |,  etc.,  et  nous  nous 
proposons    particulièrement  de    comparer   entre  elles   les  fonctions  qui 

répondent  à  des  valeurs  de  a  de  même  dénomination  ,  telles  que  T  \r^ , 

r  f^J ,  etc.  Enfin  nous  chercfherons  aussi  à  déterminer  par  approximation 

la  transcendante  T{a)  pour  toute  valeur  de  a  rationnelle  ou  irrationnelle. 

46»  &>  |>FQwqti  les  ipbégraies  4epui3  xvx^o  jjiSfii'i  ocrp:  v  ^  et  eijppo- 
sant  /»  >  I ,  on  a  cette  fornjiule  de  xéductipn , 

d'où  il  suit  que  ^  /7i  est  un  entier,  on  aura  exaetement 

*^  ^  ^  et. et -(-Cet  -f-  2il..«,4.4'  (^  "^^  ^ 

,  Désignons  par  *  (^^  /w)^  l'iptégjr^e  ya:*'^?rfa:(ii— j;^)'"*"',  prise  depuis 
or  =0  jusqu'à  :c  =  i ,  et  dans  l'hypothèse  que  /Tt  est  un  entier  positif,  on 
aura  donc 
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1.2.3  ..(m- 0  ^^-^/^    y^y 

Dans  cette  équation,  mettons  successivement  Att^  et  (A+  ï)w  à  la  place 
de  /7i,  nous  aurons 

«fc-f-C.Ét+2ff ee+  (A/1»—  l)C  ~"^in— i-^     ^_',        ^^ 

1 .2.3. . .  .Am  +  m— I  .  tf  A^û»    Am  f  jji^ 


-'v^ 


Divisant  la  seconde  par  la  première,  et  faisant  pour  abre^r,  ct-{-Am5=a', 
il  vient 

Am.Am  +  i  .A7ï»-f"2« .  .A/;»+77»— 1  "^   .    *^(«,  A?;»  +  i»y  ^ 

mais  en  mettant  a'  à  la  place  de  ft  dans  Féquation  primitive,  on  a 


et'  +C.ct'4.  aC. .  .«'+1*— -i.fl  . 

et  multipliant  ces  deux  équations  entvç  elles,  on  a  pour  produit 

I  .a.â. . . .»»— I ^    'f»  O  (et,  xm) .^(a^ xmJ^y  m) 

A/n.Ailf»-t- X»  .^.Al»-hl»f— ï  ""      *  4>(etyAJ»-|«|]»î  ' 

Le  premier  membre,  en  vertu  de  l'équation  primitive,  peut  être  r^ré- 
sente  par  fx^^^^dx(i — x)*^';  et  parce  qu'on  peut  mettre  af  kh  place 
de  a:,  sans  changer  leslimiCeade  l^ntégrale,  il  peut  ^tfe  «uaû  ffqprésènté 
par  nfx^'^-'^dx(i  —  x")**^*;  donc  on  a  , 

Cette  équation  ainsi  exprimée  par  un  nombre  fini  de  termes,  acquiert  une 
plus  grande  généralité ,  et  ne  suppose  plus  que  m  est  un  nombre  entier. 

En  effet,  les  deux  membres  devant  se  réduire  à  une  même  fonctioA  de  m 
et  de  Am,  laquelle  est 

I  m— I  I        •_''*—*  .  m  — a  i  - 

AT»  I  Am-f-i   '  i.a    .  Xn^'jr^ 

\ 

on  est  maître  de  donner  à  m  et  A  des  valeurs  positives  quelconques^  et  à  plus 
ibrte  raison  aux  quantités  a,  f ,  /ï,  qui  disparaissent  dki)s  lès  deux  medibres!. 
47-  Soit  dotic  «i±=^  «t  6  ±±à  un  infinittt^^nft  petit,  on  aura 

I  -.«C  =  ^io^i,  et  *(«^  7»)=  ^^i/aaf(7£)'^, 

70.. 
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de  sorte  qa'w  aura  en  général 

«(a,;t)=^*-.r(*). 

Au  moyen  de  cette  formole ,  l'équation  (/)  devient 
Soit  maintenant  m=:  -,  Xmss^.  on  aura  donc 


Le  premier  membre  n'est  autre  chose  que  la  transcendante  désignée  ci-des^  . 
sus  P^^Œ)i  ^^^  on  aura  cette  équation  remarquable 

^  ©•'■a) 

« 

D'où  l'on  voit  que  la  transcendante  (^j  serait  connue ^  si  on  connaissait^ 

pour  la  même  valeur  de  /i,  les  fonctions  de  la  forme  F  ^\  a  étant  entier. 

48.  Il  résulte  d'abord  de  cette  valeur  de  T-V  qu'on  peut  échanger  entre 

eux.  les  nombres /i  et  7,  et  qu'ainsi  on  a  ft-j  =  (^\  ce  qui  est  une  des  prin- 
cipales propriétés  de  ces  fonctions. 
De  plus,  on  tire  de  cette  formule 

Dans  le  second  membre,  il  est  visible  que  deux  des  nombres  p^  q,  r,  peu*- 
vent  être  échangés  à  volonté ,  ce  qui  donne  le  théorème  fondamental  contenu 

dans  l'équation  (e), 

©•(^=(?)-(^0'. 

dont  on  a  aind  une  nouvelle  démonstration  très  simple. 
49*  Faisons  voii;^mâintenant  comment  les  fonctions  F  se  déterminent  au 

moyen  des  fonctions  T-j  supposées  connues  pour  une  même  valeur  de  n. 

Observons  d'abord  qu'au  moyen  de  l'équation  (a),  on  a  en  général 
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ce  qui  penneltra  de  réduire  les  cas  où  a  est  plus  grand  qua  l'unité  à  ceux  où 
il  est  plus  petit. 

Si  l'on  a  a  S5  1 ,  alors  V  (a)  se  réduit  h/dx^six=i  i  ;  ainsi  on  a 

r(i)  =  I.  (>,) 

Cela  posé,  &isons  (fssn^^p  dans  l'équation  (ë),  alors  la  valeur  du  pre- 
mier membre  est  connue,  et  on  a 

$nï  pm  nV  (i)  .  ' 

ou  en  d'autres  termes , 

r(.)  r(,-.a)=jjJ^.  (fl) 

Lorsque  ass^^  on  a  (ra)*s=7r;  donc 

r(i)=:i/9r.  (,) 

L'équation  (0),  très  remarquable  dans  cette  tkéorie,  fait  voir  qu'il  suffit 
de  connaître  la  valeur  de  F  (x)  depuis  a:  =  ^  jusqu'à  ^  :=  i ,  et  on  en  dé- 
duira les  autres  valeurs  de ,  cette  fonction  depuis  x^l  jusqu'à  ^  s=  o. 
Au  reste ,  la  valeur  de  T  (x)  depuis  ^ = j  jusqu'à  ûcssu^  ne  varie  qu'entre 
les  limites  ^/tT  et  i,  ou  1,77^4^  et  i,  tandis  que  depuis  ^rcssi' jusqu'à 
x:ssiOy  elle  varie  depuis  1177:14^  jusqu'à  l'infini;  et  en  particulier  lorsque 

a  est  infiniment  petit ,  la  formule  (6)  donne  F  (a)  =  -. 

5o.  Si  dans  l'équation  (c)  on  ùit  p^=i  y  et  qu'on  prenne  successivement 
9  =5 1 ,  3 ,  3*  •  •  •  jusqu'à  7»  — - 1  y  on  aura  cette  suite  d'équations  : 

(1)=  '  ©^© 


G) 

(0= 

C-i) 


G)'©- 
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Multipliant  les  a—  i  premièr^s^ét^iâiâtiODS'éktfe elles,  on  aura  le  produit 

G);-  G)  •:©.  :I^-  •  -:  •(riri)  T  ^„_.  %a!tf .. 

.  :  I     j  ^  ^ 

si  on  les  ,aiuJ[tipl|e  toutes ^  ou,  cju'on  fesse  a  ===  5^  le.  jgrpduit  donnera 
Soit  donc  pour  abréger  *  __ 

T = \/G  ■  ©  •  ©  (D- •  •  • -tJ^)] . 

et  on  aura  —     -  . .' •^ —  i     I     >  Z 

r(i)«nT.  -       -,  .  •      :    : 

Connaissant  tT-J,  on  en  déduira  ^^j  par  l'équation   déjà  trouvée   qui 
donne 


I   I  -»  I  SmZZ    -■■  ■  ■  *     f  ^zs       ■        ■  ■■  ■     . 

• ,  W       /i\/^-/i\  AT^'X  1*"" 


(«) 


Et   comme   les    quantités  f-J,  f-V  Qj,  etc.  sont  censées  connues  pour 
chaque  valeur  de  /i ,  il  ne  reste  plus   rien  à  désirer    pour   la  détermina- 


tion des  fonctions  Tf-\  ^ 

Ces  formules  font  voir  que  ttitxte  4b^clion  tT- j  où  -  est  rationnel ,  peut 

se  déterminer  en  général  par  larqu^idraturé-'^s  Courbes  algébriques  ;  mais  ce 
moyen  de  solution  ne  s'applique  avec  succès  que  dans  le  petit  nombre  de 

cas  où  nous  avons  fait  voir  q\j^e  }éivînjl^grales/^  relatives  à  un  même  nom- 
bre n,  peuvent  s'exprimer  par  le^/fbactions  élEptiques. 

5i.  Réciproquement,  si  on  connaissait  la  valeur  de  F  (x)  pour  toute  va- 
leur rationnelle  de  a: y  moindr^  ^âe  Vii&ité,  ^jserait  facile  de  déterminer 

Fintégraler-V  car  on  a  en  généç^l  ^^ 
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et  s*il  arrive  ^^e pf+^^w\i> n^f  oa  chaDgQrîvd-»Pï^l''^q»*tk)/i  (Ç),  cette 
formule  en  celle-ci 

'    r(f)r(l\ 

0»  +  g  —  »)  r  (^<: — ^ J 

•  a 

Nous  remarquerons  que  ces  formules  sont  proprp»  à  <loQuer  l'expression  géné- 
rale de  T-yau  moyen  des  quantité  de  la  même  espèce  (-\  (-j,  (^\  etc. 

En  effet,  le» -valeur»  de  T  @,  r0,  r(&iâ)ilant  tirée»  de  b  formule 
(x),  on  en  d«duira 

www \r-*J.. 

formule  qui  servira  tant  que  ^  -f"  7  ^^  P^^^  P^^^^  ^^^  ^* 

Si  on  a  ^  -(-  ^  ^  n,  il  faudra  faire  usage  de  Ja  seconde  formule ,  qui  don- 
nera par  de  semblables  snbstitùïîÔBs,  *     * 


Ces  fei*QQùles  répondent  aàx  équations  (k)  et  (n)  trouvées  oî^dessus,  et  on 
les  ferait  coïncider  entièrement  en  substituant,  au  lieu  de  chaque  quafïtité 

f- j  ,  sâ  valeur  i  «_  , 

Va/  sin  *  ' 

ainsi  les  fonctions  T  offrent  uq  nouveau  moyen  direct  et  \fès  si^iple  de  déter- 
miner Texpression  générale  des  quantités  T-J. 
-    5a.  Pour  revenir  anx  quantités  F  (a) ,  nous  avons  déjà  trouvé  Péquation 

au  moyen  de  laquelle  les  valeurs  de  la  fonction ,  depuis  a  =  o  jusqu'/iii :=  ~^, 
ft^  dé4tti^nt  des  yakuM-supposéei^connaei-,  depuis '(filète ^  jusqu'à  a  ss:  i: 

Kons  )^k»s  vfW'Qifnu;  ^én^ntitiit  qttll*fiiiffit  dier  coAuaftre  lès  valeucs 
de  la  fonction  dans  la  moitié  de  cet  intervalle,  c'est-à-dire  seulement  depuis 
<i.«S¥  %  îi^çqyi^  a  s»  I  y  et  on  eq  4édiaira  toutes  les  autres  valeurs. 
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En  effet,  si  on  suppose  a  <  ^  n,  Péquatbn  (c)  donne  tout  i  la  fois 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'ëquation  (d') ,  puis  mettant  simplement  a  au 
lieu  de  -,  et  réduisant  les  fonctions  d'après  la  formule  (0),  on  aura 


,1— «a 


r  (a)  =  —:  ces oT.r  {2a).T  (^  — «) , 

équation  qui  suppose  a  ^j.  ^ 

Cette  équation  combinée  avec  l'équation  (6) ,  donnera 

r(i— a)=:-^cosa^r(i-.2a)ra+fl)j 

enfin  de  celle-<û  on  déduit,  en  mettant  a  -—  ^  au  lieu  de  a, 

r  (a)  =  ^'ri}^ ..  ^Sï=^  (,) 

^  ^  8in  aw       r  (a  —  aa)  ^  ^ 

53.  Nous  supposerons  connues  les  valeurs  de  F  (a)  depuis  a  ss  ^  jusqu'à 
as:;  x. 

Gela  posé,  i^.  Le  second  membre  de  l'équation  (r)  sera  connu  pour  toute 
valeur  de  a,  depuis  azsa  \  jusqu'à  a  =:  |;  donc  on  connaîtra  T  (a)  dans  ce 
même  intervalle  depuis  a  :;=  |  jusqu'à  a  =s  |. 

2*.  Au  moyen  de  ce  premier  cas ,  le  second  membre  sera  connu  d  a  -—  aa 
est  compris  entre  t  ^t  |;  on  connaîtra  donc  F  (a)  toutes  les  fois  que  a  est 
comprb  entre  t7  ^^  If  • 

3*.  Au  moyen  des  deux  premiers  cas,  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (v)  sera  connu  si  a  -^  aa  est  compris  entre  tj  ^^  Hi  donc  on  connc^tra 
F  (a)  pour  toutes  les  valeurs  de  a  comprises  depuis  a  ss  f  =  If  jusqu'à 


a  —  ** 


4^.  Le  second  membre  sera  encore  connu  si  s  -p-  aa  est  compris  entre 
17  e t  yr  ;  donc  F  (a  )  sera  connu  depuis  a  =^  ff  =  -f^  jusqu'à  a  sss  f^ ,  et  ainsi 
de  suite. 

Par  ces  diversp^  opérations  les  valeurs  de  a  pour  lesquelles  F  (a)  devient 
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connu,  se  rapprochent  alternativement  de  la  limite  |,  qu'elles  n'attei- 
gnent cependant  qu'à  l'infini,  puisque  |  ne  peut  pas  s'exprimer  exactement 
en  fractions  dont  le  dénominateur  soit  une  puissance  de  2.  Mais  on  voit  que 
par  quatre  opérations  seulement,  l'intervalle  où  F  (a)  reste  à  déterminer,  ne 
s'étend  plus  que  depuis  a  =  |^  jusqu'à  a  =  ||.  Une  cinquième  opération  res- 
serrerait cet  intervalle  de  U  ou  -^  à  7^,  et  ainsi  de  suite. 

La  limite  commune  de  ces  suites  est  f  ;  etT  f  se  détermine  directement  en 
Élisant  a  =  j  dans  la  formule  (r) ,  ce  qui  donne 


3/  sin  I T 


F"-©- 


54»  Dans  les  cas  particuliers  où  l'on  chercherait  à  déterminer  une  valeur 
de  T(a)j  on  ne  doit  s'embarrasser  aucunement  de  la  distinction  des  cas  pré- 
cédens,  et  l'application  immédiate  de  la  formule  (v),  répétée  autant  de  fois 
qu'il  est  nécessaire ,  ou  jusqu'à  ce  qu'il  n'y  ait  plus  dHnconnue  à  déterminer , 
conduira  toujours  au  résultat  qu'on  cherche. 

Soit  proposé,  par  eiemple,  de  trouver  la  valeur  de  T (0.675),  on  aura 

directement  • 

T-/     a  i^\        a-^'^t/r     r(o>825) 
r(a.b75;  =t=  ^^3go3^.  .  r(o.65)- 

Dans  le  second  membre  T  (o.65)  est  inconnue;  pour  la  trouver,  il  faudra 
faire  une  seconde  application  de  la  formule,  et  on  aura 

r(o.65)  = -jrj-g^r- •  iTç^— ) , 
une  troisième  application  donnera 

-,        V       a— •^•i/tr    r(o.8) 

enfin  une  quatrième 

d'où  eu  remontant  on  conclura  la  valeur  de  F  (0.675)  exprimée  en  quantités 
connues.  Cette  détermination  est  un  peu  longue  dans  ce  cas,  parce  que  o  «675 
approche  beaucoup  de  la  limite  3. 
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Considérations  générales  sur  les  Intégrales  Eulériennes  de  la 

première  ef  de  la  seconde  espèce. 


55.  JLk  <lésignânt  par  (^  j  l'itikëgrale  / -^r^ — ^^ —  ,   pw«e  ilepvis  xs=o 

jusqu'à  ^rs=:  I ,  £uler  avait  pour  but  de  cooiparer  entr^  elles  Ie&  diverses  in<- 
thaïes  de  cette  forme  qui  répondent  à  une  même  valeur  de  /^,  et  il  .suppo* 
sait  d'ailleurs  ies  nombres  p^,  ^ ,  n  «ntiers j  «lais  on  jpeut  considérer  les  choses 
d'une  manière  plus  générale. 

Soit  af  z=ij ,  on  aura  îa  transTorgaëe  -  (f^ ""  *  rffî(  i  — /  )•""  '  ;    mettant 

dams  Celle-ci/?  et  9  à  la,plaoe.de^«t-,'eUe't}evi6iid]Mi-j^'^'«^  (i  — ^^*"*, 
nouvelle  intégrale  qui  devra  toujours  être  "prise  ^eritre  tes  îhnîtes^rrso, 

De  là  on  voit  que  Pît>tégfaley3c^*"'rf»(i  — ocy^^y  prise  entre  Jes  limites 
xsOy  ^=  I  y  comprend  l'intégrale  d^Eoler,  lorsque  ;!>  «t  ^q  sont  suppoeé^ 
rationnels;  mais  elle  ponri^a-en  «e|»pésenfeer  une  infinité  d'autres. 

Nous  désignerons  cetife  'iieuvelte  iMégrale  patr  le  symbole  [p,(jf]y  qui  ne 
laisse  rien  de  sous-entendu;  les  nombres/?  et  q  seront  à  volante  rationnels 
ou  irrationnels;  mais  ils ^devront-étre.i^osili&d'tifeivel l'autre,  parce  que  sans 
cette  condition^  l'intégrale  aurait  une  valeur  infinie.  Au  moyen  de  ce  nou- 
veau symbole,  Tînt^grale  Eulérienne  s'exprime  ainsi, 

56.  Il  est  essentiel  d'observer  que  l'intégrale  désignée  par  [p ,  q\  peut  être 
regardée  comme  une  fonction  continue  de  ^  et  ^,  ou  comme  la  troisième 
coordonnée  d'une  surface  courbe  dont  p  et  q  seraient  les  deux  autres  coor- 
données. En  effet,  si  l'op  fait  croître  par  degrés  insensibles  l'une  ou  l'autre 
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des  variables  ptiq^la,  fitmction  [p  y  ijf]  diinmutr 9  de  mèaie  progreaaÎTemeittL 
Si,  par  exemple,  on  augmente  p  de  la  ({uaiitité  infiniioent  petite  et,  la  puis- 
sance o:'^*  deviendra  af^*(i — fl^lôg-),  et  l'initégrale  doot  il  s'agit  dimi- 
nuera de  la  quantité  infiniment  petite  afx^-^^dx  log  -  (i  —  ;r)^\ 

5'j.  Pour  découvrir  plus  facilement  les  propriétés  de  la  fonction  [/?,  9],  il 
est  utile  de  considérer  en  même  temps  les  intégrales  Eulériennes  de  la  seconde 

espèce.  En  donnant  à  ces  intégrales]  la  forme /Jir  (/  -j       ,  Euler  supposait 

que  les  nombres^  et  q  sont  entiers,  et  son  objet  était  die  comparer  entrellfli§ 
les  diverses  valeurs  de  Pintégrale  qui  répondent  à  une  laaême  valeur  de  Çy 
mais  nous  avons  déjà  observé  qu'on  peut  conâdérer  l'intégrale  dont  il  s'agit, 

comme  une  fonction  continue  de  la  variable  ^,   qu'on  supposera   positive,  . 

mais  qui  peut  être  un  nombre  quelconque  rationnel  ou  irrationnel.  Ainsi 

/  -j     ,  prise  depuis  a:=;:;:o  jusqu'à  a^:;^iy 

comme  une  fonction  continue  de  a,  que  nous  désignerons  par  Fa,  et  dans 
laquelle  a  pourra  avoir  toutes  les  valeurs,  depuis  a  =so  jusqu'à  a  ==  od. 

58.  Si  ronfaitV=a:  (/i)*,  on  aura  dy^dxQlJ-'adxQ^^' 

Intégrant  de  part  et  d'autre  depiùs  ar=so  jusqu'à  ors;  i ,  et  observant  que 
y  s'évanouit  dans  ces  deux  limites ,  on  aura 

r(al|.i)  =  ^aj  (i) 

c'est  la  première  et  la  principale  propriété  des  fonctions  F.  La  démonstration 
que  nous  venons  d'en  donner  suppose  a  positif,  sans  quoi  Y  ne  s'évanouirait 
pas  lorsque  x^sp  i. 

On  peut  distinguer  dans  les  valeurs  successives  de  Fa,  plusieurs  périodes  j 
la  première  comprise  depuis  a;=o  jusqu'à  a:^  i^h  seconde  depuis  asi 
jusqu'à  A =2,  et  ainsi  de  suite  à  l'infini.  Cela  posé,  il  résulte  de  l'équatiou 
précédente  que  si  l'on  connaît  la  fonction  F  daos  toute  l'étendue  d'une  de 
ces  périodes ,  on  pourra  déterminer  cette  fonction  dans  toute  autre  période. 

Par  exemple,  si  la  seconde  période  est  donnée,  on  trouvera  F|  qui  apparu 
tient  à  la  première  période,  et  F  (|)  qui  appartient  à  la  quatfième,  par  les 
valeurs  suivantes,  déduites  de  l'équation  (1), 

n=3r(j),   r(j)=|.|r(|). 

5g.  La  fonction  Fa  est  la  pl\is  simple  lorsque  a  ;=  i  ;  alors  on  a  F  (a)  ss 

71.0 


.•^> 
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fdx = j?  =  1  •  Donc  )  lorsque  a  est  un  nombre  entier  ^  on  a  généralement 

c'est-à-dire  que  la  fonction  Xa  e^  égale  au  produit  de  tous  les  nombres  en- 
tiers moindres  que  a. 

Cette  nolion ,  fort  claire  lorsque  a  est  un  entier ,  ne  présente  plus  aucun 
sens  lorsque  a  est  fractionnaire;  mais  l'analyse  y  supplée  en  donnant  pour 

/~J     ,  prise  depuis  a:=o  jusqu'à 

^^:i;  intégrale  qu'il  sera  toujours  possible  d'évaluer  avec  tel  degré  d'ap- 
proximation qu'on  voudra. 

60.  La  fonction  \a  est  très  remarquable  par  l'utilité  dont  elle  est  dans  la 
théorie  des  intégrales  définies.  Nous  pensons  qu'il  est  nécessaire  de  lui  impo- 

,  ser  un  nom  particulier,  et  nous  proposons  de  prendre'pour  ce  nom  celui  de 
la  lettre  grecque  F.  Nous  appellerons  donc  en  général  gamma  du  nombre  a, 
le  produit  de  tous  les  nombres  inférieurs  à  a^  savoir,  1  «s.S.  • .  •  (a—- 1). 

Lorsque  a  ne  sera  pas  un  nombre  entier ,  le  gamma  du  nombre  a  sera 
en  général  une  transcendante.  Mais  nous  verrons  que  ces  transcendantes 
ont  beaucoup  de  propriétés,  et  qu'elles  peuvent  être  évaluées  dans  tous  les 
cas  avec  presqu'autant  de  facilité  que  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes. 
Réciproquement  le  nombre  a  pourra  être  regardé  comme  la  racine  de  la 
fonction  Ta  y  et  nous  la  désignerons  de  cette  manière. 

61.  Revenons  maintenant  à  l'intégrale  définie  7^^""'^^  (' — ^)*^S  V^^ 
BOUS  avons  représentée  par  [p^  q]-  Cette  intégrale  est  facile  à  déterminer 
lorsque  l'un  des  deux  nombres  p  et  q  est  entier.  Supposons  que  ce  soit  q , 
et  faisons  \j=zx^(i  — «2:)^""',  nous  aurons  par  la  différentiation , 

Intégrant  de  part  et  d'autre  depuis  a:=  o  jusqu'^a  or  :;=  i ,  et  observant 
que  dans  ces  deux  limites  U  est  nul,  puisqu'on  suppose  à  la  îoisp^o  et 
^  ^  I ,  on  aura 

fx^^dx  (i— ^)f-*  =  ^J^Zl—fx^-'dx  (1  — ^>""*; 
on  aurait  de  la  même  manière 


—  a 


et  ainsi  successivement,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  l'intégrale yîc'"'*^ 
qui,  dsins  les  limites  données,  se  réduit  à  -.  Donc  q  étant  un  nombre  en- 
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lier,  on  a  généralement 

nxf-'dx  (i  —  xV-'  = y-ury  — 2....I ^  £ 

Mais  dans  la  même  hypothèse  on  a,  par  l'équation  (i), 

Tq  =  1.2.5. . ...9 —•  I, 

donc  la  valeur  de  l'intégrale  trouvée  peut  se  mettre  sous  cette  forme 


On  aurait  trouvé  le  même  résultat  en  supposant  p  entier  et  q  un  nombre 
quelconque,  ce  qui  d'ailleurs  se  voit  immédiatement  en  mettant  i  — x  à 
la  place  de  x. 

62.  L'oquation  précédente  ne  contenant  plus  de  facteurs  en  nombre 
indéfini ,  acquiert  une  plus  grande  généralité ,  et  ne  suppose  plus  que  l'un 
des  deux  nombres  p  et  q  est  entier  ;  car  d'ailleurs  chaque  membre  doit  se 
réduire  à  une  même  fonction  de  p  et  q,  laquelle  est 

>       g  —  '  _i I    g— 'y— ^  ^  _J y  — i.^~2.y^3  ^  _i ^^^ 

p  I      T'+ï  '-^         * />  +  21  1.2.3  */>+3    "^ 

Nous  aurons  donc,  quels  que  soient /i  et  ^,  l'équation 

r         -1  rprq 

IP7  9J  —  r{p  +  qy 

qui  sert  à  exprimer  généralement  la  fonction  [/?,  q]  au  moyen  des  fonc- 
tions r. 

63.  L'équation  (3)  simplifie  considérablement  la  théorie  des  fonctions 
Ï^Pf  9]  puisqu'elle  fait  voir  que  ces  fonctions,  qui  dépendent  en  général  de 
deux  variables,  peuvent  se  déterminer  par  la  fonction  F  qui  n'en  contient 
qu'une.  Cette  même  équation,  en  établissant  une  relation  entre  les  fonc- 
tions [/7,  q']  et  les  fonctions  T ,  va  donner  les  moyens  de  découvrir  les 
propriétés  des  unes  et  des  autres.  Et  d'abord  on  voit  que  dans  la  fonction 
[p^  9]  9^^  quantités  p  et  q  peuvent  être -échangées  entre  elles,  puis- 
qu'il en  résulte  toujours  la  même  valeur  de  [jp,  q"].  On  a  donc  la  for- 
mule 

[Py  9]  =  l9yPl  ^  (4> 

On  a  ensuite,  d'après  l'équation  (3)^ 
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rP-4-<7  ri  =5     r(/>-f-g)rr 
li'-^^j'J  —rOj  +  î  +  r)' 

et  celles-ci  étant  multipliées  entre  elles  donnent 

Si  Von  observe^  maiatenaat  que  dans  le  second  membre  de  cette  équation 
deux  des  lettres /7 ,  Ç  ^  ^j  peuvent  être  échangées  entre  elles  à  volonté,  on 
en  conclura  cette  nouvelle  formule  : 

Lpy  ç]  [p+9>  '•]  =  Ipy  ri  0+^1 9]  =  [9^  ri  [7+^  p]  >      (5) 

laquelle  contient  une  propriété  fondamentale  des  fonctions  [p^  91» 

Ces  propriétés  y  au  reste,  s'accordent  avec  celles  que  nous  avons  démon- 
trées dans  les  Chapitres  I  et  II,  relativement  à  la  fonction  désignée  par 

r^J;  mai»  elles  ont  dans  notre  nouvelle  notation  une  plus  grande  géné«* 

ralité,  puisqu'elles  ne  sont  pas  restreintes  à  la  supposition  que  p  et  ç  soient 
des  nombres  entiers  ou  seulement  rationnels. 

64.  L'intégrale  |j9,  if]  peut  être  déterminée  exactement  lorsque  p^q=z  i  ; 
en  effet ,  considérons  la  formule 

si  l'on  fait  i  -*-a?=:-,  ou  jc=s— — -,  l'int^ale  aura  pour  transformée 

,  laquelle  devra  être  prise  entre  les  limites  2=0,  z  =  oo.  Or,  Euler 

a  prouvé  que  cette  dernière  intégrale  =s  ;  ainsi  on  aura  généralement 

[a,  I— a]  =    .  ^    . 

*•   '  -*  $10  or 

Mais  par  Féquation  (3)  on  a  aussi 

[a,  I  —  a]  = \r^ — ^  =  1^1  (1  —  a). 

Donc  entre  les  fonctions  Fa,  r(i  —  a),  on  a  cette  équadon  très  remar- 
quable 

rar.(i--a)Œ-7-^  :  (6) 

1^  /        fin  or  ^  ' 
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c'est  h  seocmde ptopnélié çewajle  des  finiodotts  T.  Sixm  int  ass:  l^iitm 

résulte  r5=  v/^- 

65.  On  voit  par  cette  écjuation  que  les  fonctions  Ta,  T  {i  —  a)^  places 

symëtriquemenl;  dans  la  première  période ,  peuvent  se  déduire  l'une  de  l'au- 
tre^ puisque  leur  produit -est  toujours  une  quantité  oiMinue.  Et  parée  «que  les 
racines  a,  i  —  a  sont  complémens  l'une  de  l'autre,  nous  regarderons  la  fonc* 
tion  r(i  —  a)  comme  étant  le  complément  de  Fa,  et  réciproquement. 

On  a  déjà  remanftté  que  ponr  •déAemnsier  la  ftodion  Ta  dans  teute  mm 
étendue ,  il  suffit  de  connaît»  ocfBe  ibnctBan  dans  If  pvemi^  période ,  de^ 
puis  a  s=  o  jusqu'à  a  =  i ,  ou  dans  une  autre  période  quelconque ,  comprise 
entre  deux  entiers  consécutifs  /w,  m  +  i.  En  veilu  de  l'équation  (6) ,  il  suf- 
fira cie coBnaitre  la  loBCtion  Ttf'dans  la  «Kâtié  d'une  période,  par  «xempie 
depuis  a  =:  o  jusqu'à  az=zjyOu  depuis  a:=;z^  jusqu'à  a  es  i. 

Dans  la  seconde  pénodeM^les  fonctions  r{i  +a),  F  (a  —  «),  également 
•éloignées  des  extrémités^  la  'période ,  seront  pareîlllement  regardées  comme 
complémens  l'une  de  l'autre j  et  puisque  d'après  l'équation  (i)  on  a 
F (i  -+-  «)  =  àTa  et  F(2  —  a)  5=  (i  —  a)  r(f  —  a),  il  s'ensuit  que  les  deux 
fonctions  F(i  +  a),  F(2  —-  a)  pourront  se  déduire  l'>ivcie  de  l'autre  par  l'é- 
quation 

r  ( ,  +  fl)  F  (  a  —  ^)  =  lllJr^. 

\  '  y  \  /  «lin   /»*• 


sin  aw 


On  trouverait  de  même,  dans  la  troisième  période ,  que  les  fonctipiisXj^-;)-a) 
et  F(3^-a).se  servent  mutuellement  de  complément,  et  se  déterminent 
Fune  par  l'autre. 

66.  Des  formules  entre'  les  fomrtions  oomplémenlBires  prendront  noe 
fbrme  plus  élégante  en  les  comptant  du  milieu  de  chaque  période;  alors  ou 
aura  pocrr  les  périodes  successives  les  équations 


N*  /      va    I      /        cosasr' 


^*i 


COBCUF' 

-etc. 
Si  l'on  fait  a  =  o  dans  ces  diverses  équations,  on  aura  les  valeurs  des  fonc-^ 
tions  qui  se  rapportent  au  milieu  des  périodes ,  savoir  : 

Ces  fonctions,  et  ce]le.s  où  a  est  un  entier,  sont  les  seules  qu'on  puisse  dé- 
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terminer  exactement  >  sans  employer  de  transcendantes  plus  composées  que 
les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes. 

67.  Si  l'on  considère  les  fonctions  successives  T  -,r-,r-....r     ""' , 

dans  lesquelles  n  est  un  nombre  entier,  il  suffira  de  connaître  les  

premiers  termes  de  cette  suite  ,  si  /z  est  impair ,  et  les  -  — -  i  premiers  seule- 
ment si  n  est  pair.  Les  autres  se  détermineront  par  Féquation  (6),  à  taqneUe 
on  joindra,  dans  le  second  cas ,  l'équation  F  7  =  |/7r. 

A  l'égard  des  intégrales  f^Jqui,  dans  la  notation  d'Euler,  répondent  à  une 

même  valeur  de  n,  elles  s'expriment  par  les  fonctions  F ,  de  la  manière  sui- 
vante : 

^''-^+,_,)re-±i-.)'  ^'^ 

la  première  devant  être  employée  si  l'on  ap^q^n^etlz.  seconde  si  l'on 
a  /^  •l-^  >  /i. 

Au  moyen  de  ces  deux  formules  et  de  l'équation  (6) ,  toutes  les  intégrales 
r^j  dans  lesquelles  les  nombres  p  et  ^  sont  pris  à  volonté  dans  la  série  i ,  a, 

5 . .  •/! ,  pourront  s'exprimer  par  les  premiers  termes  de  la  suite  tÇ-j^  F  T-j , 

F  N\  etc.,  savoir,  par  ^^^^— ter  mes  si;»  est  impair,  et  par-— i  si /i  est  pair. 

68.  Gomme  on  a  T- J  =s  H-j ,  on  pourra  toujours  supposer  que  p  n'est 

fpy 

^nt  être  disposées  dans  un  ordre  triangulaire,  comme  il  suit; 


pas  >ç;  alors  les  intégrales  f^J  qui  répondent  à  une  même  valeur  de;»,  pour- 
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G).©.  ^ 

G)  »  (3)  '  (3)  ' 

©.©.©••••©• 

Le  nombre  de  toutes  ces  fonctions  est  donc  -  (i  -f"  n).  Il  &ut  déduire  de  ce 

nombre ,  i  ^.  les  n  fonctions  de  la  forme  f-j  j  dont  la  valeur  exacte  est  -  ; 
2^  les  fonctions  de  la  forme     ^    ,  dont  la  valeur  est  — - —  ;  le  nombre  de 


i»8in' 
7» 


celles-ci  est ou ,  selon  que  n  est  impair  ou  pair.  U  restera  donc  , 

dans  la  série  des  intégrales  T-Y  un  nombre  de  transcendantes  égal  à  |  (n —  i)', 
si  n  est  impmr,  et  à  -  (»  -*  a)  si  /i  est  pair. 
Dans  le  premier  cas ,  un  nombre  7  (/i  —  i)*  de  transcendantes  r^J  peuvent 

s'exprimer  parles  premiers  termes  de  la  suite  T  -,  F  -,  F  -,  etc.;  dans 

le  second ,  un  nombre  -  (n  —  2)  de  transcendantes  f-j  peuvent  s'exprimer 

par  les  -  — •  I  premiers  termes  de  la  même  suite. 

De  là  on  voit  qu'il  peut  être  établi  un  grand  nombre  de  comparaisons  entre 
les  transcendantes  T-J  qui  répondent  à  une  même  valeur  de  /z,  et  qu'elles 
peuvent  toutes  être  exprimées  par  un  petit  nombre  d'entre  elles  ;  nombre 

qui  sera     '^    ou  -  —  i ,  selon  que  n  est  impair  ou  pair.  Mais  ce  nombre , 

2  2 

dans  le  cas  oii  n  n'est  pas  premier,  pourra  être  réduit  ultérieurement  par  les 
autres  propriétés  de  la  fonction  F ,  que  nous  démontrerons  ci-après. 

69.  G)nsidérons  maintenant  le  cas  ou  les  deux  nombres  pet  q  sont  égaux 
dans  la  fonction  [/7 ,  ^]  ;  alors  on  aura 

Soit  j:  =  -y  ( I  -1-  j^),  la  transformée  sera  a'""*/î^  (i  —  J^Y^*  ;  et  comme 

T.  n.  7a 
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cette  nouvelle  intégrale  doit  être  prise  depuis j^  ts  u—  i  jusqu'à  /  =  +  i ,  il 
revient  au  même  de  la  prendre  depuis j^  s=  o  jusqu'à^  =  i ,  et  de  doubler  le 
xlêsultat.  On  aura  ainsi 

[a,a]z=  a^^féfr  (i  ^/')--«. 
Mettant  a;  à  la  place  de^,  ce  qui  ne  c)iange  pas  les  limites ,  il  viendra 
[a ,  a]  s=  ^'"■"ya:"*  dx(i  —  ^)*^,  ou 

farmule  qui  s'accorde  avec  l'équation  (i)  du  chap.  II. 
Mais ,  d'après  l'équation  (3)  ci-àessus^  on  a 

r         -,         Tara  ri       n  T^Ta 


donc  en  substituant  ces  valeurs,  l'équation  précédente  donne 

c'tot  la  troisième  propriété  générale  des  fonctions  T. 

jo.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  faire  voir  comment  on  peut  parvenir  à  ce  ré- 
sultat par  une  autre  voie. 

Gmsidéfdns  pour  ti^t  efibt  la  fonction  '^^(n),  dont  la  valeur  est 


4(/z)  = 


I    .    î    •    5. . .  ,.27»-*-I 


^ 


si  l'on  met  n+  i  à  la  j^tàce  de  n^  on  aura 

^^     ^^    ^  1.3.5 27»  4.1' 

de  li  résulte 

^jn+i)  __  4n  +  a.4yi,+  4  ^^ 
^  (7»)  2/i  4*  ^  •  ^'^  +  ï 

Dont  ^h  génét^l  4{^=:  A**4'^)  A  étenl tme  cdn^àftle  quHl  faut  àêlêtiïMier 
dans  un  cas  particulier.  Or  en  Êûsant  ;»  =  i ,  on  a  4(^  ^=  4^  ^(^n^  A=:  i  ; 
donc  n  étant  un  nombre  entier  quelconque ,  on  aura 

Mais  en  vertu  de  l'équation  (i),  on  a 

(m  +  ,)  (m+.^)<m-f-  5). .  .<m>M)«=î^^^^^. 
Faisaht  successivement  m'cà/»  et  m  =:  — *  i^  cette  forttiuïè  dChfié 


/ 
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1  3     5         ara— 1   vjn  +  X) 

2  2      2  2  ri 

Divisaqt  la  première  équation  par  la  secoode,  il  vient 

27>  +  2.2^-1"  4*  '  '4^    .  rjr(2fi  +  i) 

I  .  3 2»—  I        r(;*-f-i)r(n  +  i)* 

Lorsque  /2  est  un  nombre  entier,  le  premier  membre  se  réduit  à  <2*"  ;  ainsi 
dans  oe  même  cas  on  aura 

rir(2n+0     _     , 

Cette  équation  ayant  lieu  lorsque  n  e^t  un  nq^po^/re  entier  ^  volpi^të^  ^I^e 
aura  ^alem^nl  lie^i  pour  toute  yaleur  de  n^  puisqi^  Ta  est  une  ^O|];:^c^ion 
continue  de  n.  Si  Tan  fait  ensuite  ^;=ar?-i,.Q9  i:eitq]pç4:ier^  exac^^Çjçit  ^ 
réquation  (9). 

71.  Si  Ton  oombiii^e  l^ual^ion  (9)  a^çc  la  prwiièce  des  équations  ide 
l'art  52,  on.ftura  Féquatioiii  {v)  dç  l'art  66,  dont  .nous  >avons  jinootré  l'usage 
pour  déterminera  fonction  Fiidans  toute  l'éteudvie  de  la  .çac^e  a,  pourvu 
qu'on  connaisse  la  valeur  de  cette  fonction  depuis  ^  =  |  jusqu'à  f  ç:7>i.  Qn 
pourrait  prendre  «gaiement  pour  intervalle. oonnu  celui  de  ^^=ss>J^  0>t^^^ 
ou  oelin  de  a  B=  I  .à  a  =  I ,  comme  on  le  ven^  cir^pràs.  > 

72.  Pour  revenir  maintenant  aux  réductions  dont  nous  avons  parié  dans 
l'article  68,  îl  faut  voir  quel  usage  nous  pourronsilaire  d^  [l'équation  (9). 

Si  u  est  impair,  il  n'y  a  pas  lieu  d'appliquer  cette  équation,  parce  qu'il  en 
naîtrait  de  nouvelles  transcendantes  dans  lesquelles  les  quantités  a  auraient  . 
des  valeurs  fractionnaires  dont  le  dénominateur  serait  2/z,  et  qui  ne  seraient 
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plus  comprises  dans  la  suite  des  trancendantes  T  -,  F-,  T-,  etc. 

Mais  si  n  est  pair,  l'applica^ofi  4^ ,l!4qp^tîqn  (9)  aux  valeurs  successives 
a=-,  a=-,  etc.,  permettra  de  réduire  le  nombre  des  transcendantes 

ri,  r^v^tc>  à  'î^,o|i|,,s^|on.cjpe  n  açr^a.de  J^,faç«ie,4i«j|-\a,R\i,^'. 

75.  Toute  la  théorie  des  intégrales  Eùlériennes,  tant  de  l'espèce  T-J  que 

de  l'espèce  Fa,  est  comprise  dans  le  petit  nombre  de  formules  que  nous  ve* 
niions  .d'je;(po6ar.  .On  .en  -pent  dé^^iirci,  sans  «sMeplion,  itMpte^  Jks  £?rn}^^s 
fpi'Ekil^^  donoécisudans  ses  différons  Mémoires  jturces.intégrales,  et'touties 
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celles  que  nous  leur  avons  ajoutées,  d'après  l'ëqaation  (d!  )  qui  n'était  pas 
connue  de  cet  illustre  auteur. 

L'application  de  ces  formules  au  cas  de  naia  a  été  donnée  avec  détail 
dans  l'art  i8.  On  y  a&it  voir  que,  dans  la  méthode  d'Euler,  cinq  transcen- 
dantes A ,  As,.  At,  A^,  As.  sont  nécessaires  pour  déterminer  toutes  les  inté- 
grales T-J  ;  elles  suffisent  aussi  pour  déterminer  toutes  les  fonctions  F 17, 

r  -^  •  •  .rTr,  ainsi  qull  résulte  des  formules  des  art.  5o  et  5i . 

Au  moyen  de  l'équation  (d')f  ces  cinq  transcendantes  ont  été  réduites  à 
trois  seulement ,  savoir,  A, ,  A»,  A3 ,  ce  qui  s'accorde  avec  le  résultat  général 

de  l'art,  précédent ,  qui  donne  7  pour  le  nombre  de  transcendantes  néces- 
saire lorsque  n  est  un  multiple  de  4* 

Enfin,  au  moyen  de  diverses  intégrations  dont  le  résultat  a  été  donné, 
art.  24 9  on  est  parvenu  à  déterminer  eiactementle  rapport  de  A^  à  A3,  ce  qui 
réduif.  Iaa  trois  transcendantes  aux  deux  seules  A . ,  A^.  On  peut  donc  réduire 
à  deux  seulement  les  fonctions  T^,  rj\-.»..r7Y,de  manière  que  ces  deux 
fonctions  étant  connues ,  toutes  les  autres  peuvent  en  être  déduites. 

Cette  dernière  réduction,  qu'on  n'avait  obtenue  que  par  des  intégrations 
très  compliquées,  méritait  une  attention  particulière;  elle  donnait  lieu  de 
croire  que  la  théorie  des  fonctions  T  devait  contenir  d'autres  formules  propres 
à  opérer  leur  réduction.  Ces  formules  ont  en  eflet  été  découvertes  par  des 
recherches  ultérieures,  dont  nous  donnerons  le  résultat  après  nous  être  oc- 
cupés des  développemens  en  série  qui  servent  à  calculer  les  valeurs  appror 
ohées  des  fonctions  Ta. 


v<<^m^(»W)<^m^»»^^m<wm;>m>»%mmm^m^mmmmm^m<mmm^^%^%ww»www^  »»»»»»< 


CHAPITRE  IX. 

Formules  pour  calculer  la  valeur  aussi  approchée  quon 

voudra  de  la  fonction  Tj  =  log  xx. 

74.  Si  on  appelle  P  la  somme  log  i +log2 +  log5,..  +  loga:,  Eiiler 
a  fait  voir  dans  son  calcul  différentiel ,  page  ^05 ,  que  cette  somme  peut 


/ 
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s'exprimer  par  la  suite  : 

P  =  *^+iAa:Tx)~*+j^-.3^-t-5^-etc., 

A',  B',  es  etc.,  étant  les  nombres  BemouUiens.  Soit  donc  e  le  nombre 
dont  le  logarithme  est   i ,  et  R  un  nombre  tel  qu'on  ait 

on  aura  l'équation 

i.a.3...  •.a?=r*J   (a^x)*  R.  (lo) 

Le  premier  membre  est  la  valeur  de  F  (  i  -f"  ^)  lorsque  x  est  un  nombre 
entier  ;  mais  comme  le  second  membre  est  une  fonction  continue  de  x^ 
on  aura  en  général  quelque  soit  or,  \ 

r(c4-a:)=0y(a*ar)'R,  (n) 

« 

telle  est  la  formule  par  laquelle  on  pourra  dans  tous  les  cas  déterminer  la 

valeur  approchée  de  r(i  +Jp),  et  par  conséquent ,  celle  de  \x^=z  ir(i+j:), 
pourvu  que  x  soit  >  i. 

76.  La  quantité  R  peut  se  développer  suivant  les  puissances  de  -  ;  car  on  a 

R^  1  +logR+|  log'  R  H 5  log*  R  +  etc.  ;  substituant  donc  la  valeur 

de  log  R ,  ainsi  que  celles  des  coefficiens  A',  B',  C,  etc.^  qui  sont  A  =  | , 
B'  =  yj,  C=:^,  iy  =  |^^  etc.,  on  aura 

^  12*  ^  2(iax)*        3o(i2i0^       120(120:)*      ^^^* 

Dans  cette  suite,  si  on  appelle  M  la  partie  qui  contient  les  puissances  paires 
de  ^,  et  N  celle  qui  contient  les  puissances  impaires,  on  aura  M*-— N*=3i, 

de  sorte  qu'on  pourra  prendre  indifféremment R  =  M  +  N,ouR=     *    , 

En  effet,  comme  toutes  les  puissances  de  x  sont  impaires  dans  log  R,  le 
changement  du  signe  de  a:  donnera  log  (M 4- N)  =  — log  (M — N),  ou 
log  (M*  —  N')  =  o;  <ïonc  M*—  N*=  i. 

A'  B'  C 

76.  Il  est  à -remarquer  que  la  suite  ""a"!?  "t"  5  ^~*^tc«,  même 

en  supposant  x  assez  grand ,  n'est  convergente  que  dans  un  certain  nombre 
des  premiers  termes;  car  on  sait  que  les  nombres  BemouUiens  dont  les 
expresûons  scmt  fort  irrégulières ,  croissent  continuellement  passé  le  troi- 
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sièma  terme,  de  manière  que  si  T^*^  et  T^*~^*>  sont  -deux  termes  coasécuii& 
des  rangs  n  ^  /i  -h  i ,  le  rapport  -pôô*  ^  P^*"*  iânile  — .  La  Buîte  qui  ex- 
prime log  R  sera  donc  convergente  pendant  un  assez  grand  nombre  des  pre* 
miers  termes,  si  x  est  de  plusieurs  unités;  mais  elle  finira  par  être  diver* 
gente,  et  donnerait  une  valeur  de  log  R  d'autant  plus  fautive  qu'on  la 
continuerait  plus  loin  au-delà  du  terme  où  elle  cesse  d'être  convergente. 

De  là  on  voit  que  pour  une  valeur  donnée  de  x,  il  y  a  un  terme  qu'on 

a'  B' 

ne  doit  pas  passer  dans  le  calcul  de  ia,  suite  —  «—a  +  ^'^^•>   1?  terme 

auquel  il  faudra  s'arrêter  est  celui  qui  serait  suivi  d'un  terme  plus  grande 
alors  l'approximation  ne  peut  aller  plus  loin ,  mais  elle  sera  tout  ^ussi  éten- 
due qu'on  voudra ,  en  prenant  a:  suffisamment  grand. 

U  en  serait  de  même  de  la  série  Rc=  i  -| 1-  -7 — r-   — .  etc.;   mais 

-  A'  B' 

celle-ci  n'est  pas  d'un  usage  aussi  facile  que  la  série +  ^  ^  -f-  etc., 

dont  la  loi  est  manifeste  et  ne  dépend  que  des  nombres  BernouUiens» 

77.  On  peut  fixer  a  priori  le  nombre  des  termes  après  lequel  cette  dernière 

suite  cesse  d'être  convergente;   car  en   considérant  tes  deux  termes  con* 

sécûtifs 

TC»)  TC'-^O 

2».2n — I,X*«"*  ^  an  +  2.2/i+  !.«■•■♦•*'' 

et  les  supposûtit  égaux ,  on  aura 

TC^O  2»+2. 21^  +  1 

mais  plus  n  est  grand,  plus  le  premier  membre  approche  de  la  limite 

^tljtl^LillÇEul.  Cale,  diff*^  pag.  4^9)  ;  donc  on  aura,  à  très  peu  près, 

wd^icx*  Ainsi,  en  faisantes 5,  on  a  /z=  i5  ou  16,  c'est-à-dire  que  la 
âérie  cesse  d'être  convergente  vers  le  i5'*"'  terme;  si  on  faisait  a:  =:  10  ,  la 
série  cesserait  d'êlte  convergente  vers  le  3 1**^  terme ,  et  ainsi  de  suite. 

78.  Oo  peut  en  même  temps  avoir  la  mesure  du  degré  d'approximation 
que  l'on  peut  obtenir  avec  une  valeur  dounée  de  x.  En  efiet,  si  on  appelle 
Â  le  /i****'terme  delà -suite  ^le  à  log  R,  on  aura 

TC») 

2/».2l>—  I.X*    *  ' 

*iet  comme  on  a,  à  très  peu  près, 


TCO 

on  pourra  faire 
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a««-V*"      ' 


O  —  i.a.3. . ,  .2;»— 2 

Cette  valeur,  au  cuoyen  de  la  formule  (lo) ,  devient 
et  en  mettant  n  an  Uen  de  mc\,  on  en  déduit  aisément 

log  11= 2/1— ï  log  (^»). 


Soit,  par  exemple,  x=:5  et  n=i6,  ou  aura  log  £1  =  — 33. 96.  A  ce 
logarithme  hypeAoHque  répond  le  logarithme  vulgaire  — 14-7^>  ^^  sorte 
qu'on  a  A=:  lo*"'^*'*;  o'est-^à-dire^  qu'au  moyen  des  16  premiers  termes 

de  la  suite —  0-7-5  +  etc. ,  on  aura  la  -valeur  de  log  R  approchée  jus- 

qu'à  i5  décimales  environ.  Si  on  faisait  x^  10,  on  pourrait  avoir  29  ou 
3o  décimales  exatftes  et  ainsi  de  suite 

79.  Cette  théorie  «fit  £icile  à  vérifier,  puisque ^  toutes  les  fois  que  x  est 
vu  entier,  la  valeur  de  T{\*\^x)  est  esaotement  \*%.^..*.x.  Soit  par 
exemple  ^  ^  5 ,  il  résulte  des  formules  précédentes  que  la  série  ^ale  à 
log  R  cessera  d'être  convergente  après  un  nombre  de  termes  j»=:  9  ou  10, 
et  que  le  nombre  de  décimales  exact ,  obtenues  par  ces  neuf  ou  dix  termes , 
sera  de  8  ou  9. 

Eme&et ,  la  vraie  viileur  de  log  R  se  déduit  de  l'équation  6b=  (-T  (6^)^j 

laquelle  donne 

log  R  =  0.02767  792S6  86. 

Cette  même  valeur  déduite  de  la  suite  log  R  =  — —  —  r-^-s  -f-  h  au  etc., 
se  traîne  en  oiicuki*  suoœsmreineBt  ies  dffîreos  lenma,  cpOMneil  suit  : 
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I»  terme +  0.03777  77777  78 

^ —  o.oooio  a88o6  58 

0.02767   4^971    20 

3* 4-       32660  53 


0.02767  8i65i  73 

4* —      3721  71 

0.02767  78910  02 

5* + 42765 

0.02767  79357  67 
6* —         108  24 

0.02767  79229  45 
7* +  ^o  :x\ 

0.02767  79269  64 
8* —  20  59 

0.02767  79249  o5 

9* +  ï5  91 

©•02767  79262  96 
10* • —  1198 

0.02767  79250  98 
II*. ......••  4"         12  8.1 

0.02767  79263  79, 

Oa  voit  que,  coaformëment  à  la  formule,  la  série  cesse  d'être  convergente 

passé  le  10*  terme,  et  que  la  valeur  de  log  R  qui  en  est  déduite,  doit  être 

comprise  entre  0.02767  7926296  et  0.02767  79250  98;  ce   qui  donne 

par  un  ndlieu 

log  R  =10.02767  79256  97, 

valeur  exacte,  presque  jusqu'à  la  onzième  décimale.  Mais  ,  en  continuant  la 
suite  plus  loin ,  on  s'éloignerait  de  plus  en  plus  du  vrai  résultat. 

Cet  exemple  met  dans  tout  son  jour  la  manière  de  tirer  tout  le  parti 
possible,  pour  les  approximations^  des  suites  demi^om^ergentes ^  c^est-k- 
dire  des  suites  qui  sont  convergentes  dans  les  premiers  termes,  et  qui 
deviennent  ensuite  divergentes. 

80.  Cherchons  maintenant  une  formule  qui  donne  le  développement  de 
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log  Tx ,  lorsqu'on  suppose  x  plus  petit  que  l'anitë.  .Soit  pour  cet  efièt 

N  =  _J-  +  _î_  +  _î_  +  etc., 

cette  dernière  suîle  étant  prolongée  à  Pinfini. 

Nous  regarderons  la  quantité  M  comme  une  fonction  continue  de  x, 
puisque  sa  valeur  peut  se  développer  ainsi  (Cale,  diff^^  page  44^)  • 

M  =  logar  +  C  +  ^-^  +  ^-^  +  etc.;  (,a) 

cette  formule  donnera  immédiatement  la  valeur  approchée  de  M  lorsque 
X  sera  plus  grand  que  l'unité ,  mais  on  en  peut  déduire  aussi  Cette  valeur 
lorsque*  or  sera  plus  petit  que  l'unité.  Car  M  (or)  et  M(âp+ i)  désignant 
des  fonctions  semblables  de  x  et  de  x  4~  1 9  on  a  évidemment 

« 

M(ar)=:M(a:+i)-^,  .- 

et  l'application  répétée  de  cette  formule  fera  dépendre  M(^),  successive* 
ment  de  M(ar-|-  i),  de  M(x-+-2),  etc.,  c'est-à- dire  en  général  d'une 
formule  M(x'),  où  la  variable  sd  surpassera  x  de  plusieurs  imités,  ce  qui 
permettra  de  déterminer  facilement  M(j/)  par  la  série  précédente. 

81.  Cela  posé,  si  x  devient  x^cù^cù  étant  plus  petit  que  l'imité,  les 
fonctions  M  (or)  et  N  (x) ,  deviendront  M  (a: -f- «)  et  N(x+a);  or,  je  dis 
que  lasommeM(ar)+N(Ar)  c=M(a:  +  û>)+N(ar  +  a)),.et  que  les  deuji 
sommes  sont  égales  à  une  même  constante  C^ 

En  eSet,  si  la  suite  qui  a  pour  somme  N(a?),  au  lieu  d'être  prolongée  à 

l'infini,  était  continuée  seulement  jusqu'au  terme —7- — ,  m  étant  un hoiii* 

bre  entier  très  grand ,  la  somme  M  (ar)  +  N(x)  et  la  somme  M  (x  •+•  û^)  -|- 
]y(jp-f~^)  '^^  pourraient  différer  entre   elles  que  d'une  quantité  moindre. 

que  —7- — -T-- ,  puisque  cette  différence  est  celle  qui  a  lieu  lorsque  a»  =  i . 

Or,  m  étant  très  grand,  la  différence  — r- — ^r—   est   censée  nulle;   à  plus 

.forte  raison  le  dera-t-elle,  lorsque  la  suite  N(x)  sera  prolongée  à  l'infini. 
Qo  aura  dono  .  .    -  —  •     *■  -^ 

mais  puisque  la  valeur  de  N  est  .,..■■     ^    '■  - 

T.  11.  73 
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Si  on  développe  chacune  de*cea  (bncliona  dans  l'hypothèse  que  x  est  plus 
petit  que  l'unité ,  on  aura 

N  =   I  4-  î+l  +  7  +  c^c., 

-   ^(i  4-?+5;+î;  +  ctc.) 

+  ^  (i  +  p+53+^+  etc.) 

— *  etc. 

lia  première   partie  i  +  1+3+4  4"  e^^*>  ^^^^^  autre  chose  que  la- 
cooatMite  C^y  car  la  fMctîoB  VLÇx)  est  eéro  lorsque  jtsso;  donc  on  aura 

M=?S^— S^  +  S^o;^  — 850:*  +  elc-,  '  (i5) 

S.  représentant  en  général  la  somme  des  puissances  réciproques ,  de  degré  n^ 
des  nombres  naturels. 

82.  Mais,  d'igprès  l'équation  (i)  dont  le  premier  membre  =.  xTx ,  on  a, 
en  supposant  a:  ^  i , 

dlogTx      ,  t         AT     .    B'         C'     ,     ^  ,.^ 


»  '«j     blIipu- 


et  dao^.la  ^jiêine  hypothèse  oa  a,  suivant  l'équation  (ta), 

donc 

-^'=-î-C  +  M.  ^     (.5) 

<^|(W>jffli  qiML  4«it  aybic  l^w.ydl  qwfltjgifcaty  puitKfue  Blpeobéiiie  regmdéa 
coQjme  uive.(i3nctibn  coptinye  de  ^., 

$h^stitqaot  donc  au,  lieu  deM.lé  deyeloppement  de  cette  fonction  don- 
née par  l'équation  (3)  dans  l'hypothèse  de  a:  <  i  ,  on  aura 

^^=-i-C-|-S^-S^+S^-etc.,  (16) 

ce  qui,  donne  en,  in  tarant 

logra:  =  — logar  — Car+iS.^— ;iSs:ï«+^S4X*-^etCM      (uj} 

On  n'ajoute  pas  de  constante,  parce  que  xTx  our(i-H^)  se  réduit  à 
l'unité,  lorsque  ^=0. 
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Puisque  T{î+x)  z=sxTXj  on  déduira  de  la  formule  (17) 

logr(i  +  a:)=  — Cx+iS.o:*— ISaX^-^-iS^a:*— etc.,       (18) 
et  en  changeant  dans  celle-ci  le  signe  de  Xy  on  aura 

logr(i— a:)=Cx  +  iS.x*4-^S,a:«  +  iS4X*  +  etc*  (19) 

85.  Observons  maintenant  qu'en  vertu  de»  deul  éqUatiôoA  T{i+x):=icTXy 
Tx  r(i  —  x)zz 


TT 

8in  wx^ 

r(i+^)r(i- 

-*x)a 

wx 

sm  9X 

Prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  et  substituant  les  valeurs  don- 
nées par  les  équations  (18)  et  (19)9  on  aura 

C'est  la  formule  connue  qtn,  par  sa  différentielle,  sert  à  déMfittiner  les  vakurs 

S.= ^cr-,  84=  ^  ^,  Se= 9i5  ^'^  ^tc. 

On  peut  faire  usage  de  cette  formule  pour  rendre  encore  plus  conver- 
gentes les  suites  contenues  dans  les  équations  (18)  et  (19)  ^  en  les  mettant 
sous  cette  forme  : 

k)gr(i4-ar)  =  ilog  ^— O  — iS»x»  — JS.*»  — «te 


Anfrjr 


;  j.  c: 


log  r(i  —  jc)  s^  1  log  jj^ -p  Ca: -f- i  s,*» -M  S,JC» -f- éW. 

•  * 

Ainsi  on  a  des  séries  régulières  et  toujours  convergentes  pour  calculer  la 
valeur  d'une  fonction  quelconque  Va\  ellesstipposent  seulement  qu'on  connaît 
les  valeur^  des  transcendantes  S.^  Ss,  S:^,  ôtc,  qui  représénTlsnt  lés  sommes 
des  puissances  réciproques,  de  même  degré,  des  nombres  naturels.  Ces 
valeurs  sont  données  jusqu'à  la  seizième  puissance  et  avec  seize  décimales ^ 
dans  le  Calcul  différentiel  d^uler ,  page  4^6  ;  mais  l'examen  que  nous  aVons 
fait  de  cette  Table,  nous  y  a  fait  découvrir  quelques  erreurs  assez ^giraves,  et 
nous  avons  été  obligé  de  la  calculer  de  nouveau  j  nous  avons  cru  devoir 
en  même  temps  la  prolonger  jusqu'à  la  S5^  puissance,  tefme  passé  lequ^ 
chaque  fraction  qui  suit  l'unité  devient  la  moitié  de  la  précédente.  Yc^ci 
cette  nouvdle  table  corrigée. 


73. 


452 


INTÉGRALES  EULÉRIEINNES , 


n. 


s,. 


40668 

6903 1 
32557 

77551 

30619 

92775 
73561 

85926 

45751 
41886 

6o865 
27135 
12481 
o5d82 
52822 
76571 
58172 


482264 
595943 
iii382 
455700 

84449» 
819227 • 

979445 
260822 

278180 

041194 

555o8o 
475785 
35o587 
365070 
594086 

976579 
952650 


n. 


Sn. 


21 


I27166 
620339 
529868 

5o5o27 

199260 

081891 

o55o35 

015548 

507118 

255340 

626597 

5 13274 

656629 

5283 12 

i64i55 

582077 

291038 


(22) 


84>  Au  nooyen  de  cette  table  on  aura,  pour  calculer  log  F  ( i  -f-  or),  l'une 
ou  l'autre  des  formules  : 

/r(i+x)=:— -Car  +  iS.a:»— iSjji:»4-iS4a:<— etc., 

/r(i+J:)=i  /(^)-Cx-i  S^  —  i  85^:»  -  etc. 

Lorsqu'il  s'agit  de  calculer  log  Ta  pour  une  valeur  donnëe  de  a ,  on  peut 
toujours  réduire  la  question  au  cas  où  l'on  a  a  =  i  -|-  x ,  or  étan^<C  7  j  ou 
même  <  ^.  Les  suites  précédentes  seront  donc  convei^entes,  et  auront  l'avan- 
tage de  l'être  dans  toute  leur  étendue  ;  de  sorte  que  le  degré  d'approximation 
auquel  on  peut  parvenir  par  ces  suites^  n'est  limité  que  par  celui  qui  a  lieu 
dans  les  valeurs  des  transcendantes  S»,  Sj,  S^,  etc. 

L^  seconde  formule  est  préférable  à  la  première  y  comme  contenant  une 
suite  plus  convergente.  Cependant  lorsque  x  sera  très  petit ,  il  vaudra  mieux 
fidre  usage  de  la  première ,  parce  que  la  valeur  de  log  sin  ttx  ,  donnée  par  les 
tables^  pourrait  n'être  pas  suffisamment  exacte.  Or  le  moyen  de  suppléer 
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aux  tables  serait  de  oalcnler  log  sin  ttx  par  la  formule 

/  sin  TTX  =  /  (^Jtr)  —  S.x*  —  \  S^x*  —  |  Se^:*  —  etc., 

ce  qui  retient  à  faire  usage  de  la  première  des  formules  ci-dessus  ;  mais  lors- 
que X  est  assez  grand  pour  que  les  tables  douneut  sans  difficulté  la  valeur  de 
log  sin  irx  y  il  y  aura  un  avantage  marque  à  se  servir  de  la  seconde  formule. 

85«  On  pourra  simplifier  encore  assez  notablement  cette  formule,  en  lui 
donnant  la  forme  suivante  : 

« 

log  r(i  +«)  =      i-Iog -^ \  log  i^t£ 

0      >      •       '  *     ^  maux        •      ^  I  — jr  •         ,  _. 

+  (i  -C)x-(S,-i)f-(Sr-i)j-etc. 


Enfin,  pour  convertir  ces  logarithmes  en  logarithmes  vulgaires,  il  faudra  mul- 
tiplier les  termes  algébriques  par  le  module  m;  soit  donc 

m(i-C)  =  B,      f(S3-i)  =  B„      5(S,-i)  =  B5,etc., 

et  la  formule  adaptée  aux  logarithmes  vulgaires  deviendra 

/rci+x)=     \i^ — \ii±± 

+  Bo:  —  Bjo:^  —  Bsor*  —  ByJp' —  etc. 

Cette  formule  pourra  servir  à  calculer  log  Y  a  jusqu'à  14  décimales,  si  l'on  a 
des  tables  telles  que  la  Trigonometria  Britannica,  qui  donnent  ce  nombre 

de  décimales  pour  /  sin  ttx;  quant  aux  logarithmes  de  x  et  de  ,  il  sera 

toujours  fecile  de  les  avoir  avec  ce  degré  d'exactitude ,  ou  un  plus  grand 
encore,  par  la  table  connue  qui  donne  les  logarithmes  des  11  ou  1:200  pre- 
miers nombres  avec  20  décimales,  et  le  supplément  que  nous  y  avons  ajouté. 
Table  V  ci-dessus. 

m 

Pour  (^tenir  le  nombre  de  décimales  dont  il  s'agit,  il  sera  bon  de  calculer 
le  terme  hx  par  la  simple  multiplication ,  afin  d'éviter  l'emploi  des  loga- 
rithmes à  14  décimales,  pour  lesquelles  on  n'a  point  de  tables  complètes^ 
ou  auxquelles  on  ne  supplée  que  par  des  calculs  plus  longs  que  la  multiplica- 
tion. D'ailleurs,  si  l'on  applique  la  formule  à  la  construction  d'une  table,  la 
multiplication  dont  il  s'agit  peut  être  entièrement  évitée ,  puisque  chaque 
produit  B  (a;  «f*  â»)  se  forme  du  produit  précédent  Bar,  auquel  on  ajoute  la 
constante  B».  « 

Quant  aux  autres  termes  B^y  ^51^ y  etc. ,  ils  se  calculeront  par  les  tables 


454  INTÉGRALES  EULÉRIENNES, 

ordinaires  i  lo  décimales ,  au  noyai  des  logarithmes  des  coeffidens  qu'on 
trouvera  d-après ,  art.  69. 

Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  qu'on  peut  toujours  supposer  Jc  <  ^  ^^  même 
xK.\.  Dans  le  cas  de  a;  ss  ^,  le  terme  6,50?'^  ne  vaut  pas  trois  unités  déd- 
maies  du  on^ème  ordre  ;  dans  le  cas  de  ^  2=  ^ ,  il  n'en  vaut  pas  tme  du  quin- 
sièine.  Au  surplus ,  quand  on  est  parvenu  aux  derniers  termes  de  la  formule , 
ces  terqtes  forment  avec  las  $uivans  une  progression  à  très  peu  prés  géomé- 
trique ;  de  sorte  qu'il  est  facile  de  tçnir  compte  des  termes  qui  restent  à  calr 
culer. 

86.  La  valeur  de  la  constante  C  a  été  calculée  par  Euler  (  Calcul  différen- 
tiel ,  page  144)  f  au  moyen  de  la  suite  harmonique  i  H —  "t^ô»*»*!""»  ^^^^^ 
la  somme  M  {x)  est  donnée  par  la  formule 

M(:r)=C  +  ^  +  i-^  +  ^-^  +  etc.,  (a5) 

A',  B',  C,  etc. ,  étant  la  suite  des  nombres  Bernoulliens.  Appliquant  cette 
formule  au  casde  jc;==  lo,  on  a^  par  la  sommation  effective  j 

M  =  2.928^  8^539  68253  96825,  etc., 
et  par  la  sommation  approchée, 

M  =  C  +  2*55175  25890  66721  1076; 
de  là  ou  tire 

C  ss  o«577fiî  56649  ot532  8606, 

v%Wur  qui  s'accorde ,  dans  les  1 5  premières  dédmales,  avec  le  résultat  dcmné 
par  Euler. 

La  valeur  de  C  peut  se  calculer  aussi  par  l'équation  (28) ,  en  faisant  soit 
x  =  I ,  soit  j:  :=  ^  ^  il  en  résulte  ces  deux  expressions  : 

I— C=:i/2H-i(Ss— i)  +i(S5— 1)    H-|(S,— 0     -hetc, 

substituant  les  valeurs  des  quantités  Ss,  Ss^  S,,  etc.,  données  par  la  table 
du  n^  83 ,  on  trouve 

par  la  prei^ière  expression     C  ;=  0*57721  56649  01 53a  85, 
et  par  la  deuxième     C  =50.57721  5664^  oi552  861,. 

œ  qui  s'aocorde  aussi  kûen  qu'il  est  possible  avec  la  valeur  déjà  trèuvée  y  et  on 
voit  que  ceUe-ci  est  ^exacte  jusque  dans  la  dix-huitième  décimale.  Il  suit  de 
là  que  les  vaJiieurs  dea  Iranseendantes  Ss ,  Ss,  S^,  ele. ,  contenues  dans  k  table 
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GÎAétf ,  fOBt  cxttctm,  et  ^011  pdM  k^  mipi&yet  tttec  Mi^dticë  diîrt#  té  cdik^l 
des  quantilés  F. 

87.  Pour  faire  voir ,  par  un  exemple ,  l'usage  de  la  formole  (^4)9  {^opwDB^ 
UOU3  de  détermiiicr  le  minimum  de  la  fonclioo  Ta^  Nous  savon»  que  w  mi*{- 
mum  a  lieu  à  peu  pcès  lorsque  a  ss  1 .4616;  nous  aUoitô  dono  chetchef  k 
valeur  de  log  F  (i  -f*^))  en  faisant  0^3=0.4616.  Ce  cas  est  l'un  des  moins^ 
favorables  pour  la  convergence  cîes  suites  ;  maïs  il  poutra  servir  de  type  pour 
les  calculs  semblables  où  l'approximation  s'obtieadca  a^«aplus  de  faeililé. 


siU'TK'^*  •  • 

Diu.  •  •  • 
a  •  •  • 

Diff.  •  •  • 


'•  •  • 


or...  9.66426  58ooi  4768 

0.16141  56728  4'8i 
9.99685  20907  ^586 

0.16458  35821. 1695 
0.45372  5485i  2856 

9.75086  00989  8759 

9.86545  00494  ^69 

Rr...  0.08475  57165  7949 
A...  9.95018  57658  7518 

(i).,.  0.00287  696»!  58i8 

(3) 6  72196  4^49 

(5) 23i3i  0721 

(4) 0^2  1098: 

(5) 59  5556 

(6) «  7709^ 

(7) ^^ 

Pour  les  termes  suivans. 3q 

Somme. .  •  0.00294  6591a,  6365' 
A...  9.95018  57658  7518 


i*^^ 


ZF(i+x)=9.94723  91746  io55 


•' . 


i — X.  . 

Diff. .  • 

!>)•  « 

X  . . 

Ci).. 

65.  . 

X».. 

(5)., 

(6).. 
Bif.* 


^.  16^  8534s  4448 

9.751 10  5o5i2  i5^ 


i^t»«k 


0.45^72  54851   2856r  a 

8«466i  J  ^49^  ^ 
8-99^79  74004  45 


û    I  É 


7.458954^49481 
7.50616    72144 

8.5at5i  90007 

S-* 8^749  6ai5i 

6.71455  5i6i 
7.64986  0601 

4^55419         576a 
5^98659         046 

6.97859  aao 
2.19647a  26& 

5.09028  44 
6.80692  38 


■*ik*^ 


»' 


1.59720  a» 

4.61273  3f 

5.65545  s 

0.24818  8 

i,947a4i 
4-96599 


(5)..  ^.8^1^. 
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88.  Pour  avoir  le  point  précis  du  minimum  ,  il  &at ,  pour  la  valeur  don* 

née X  =  0.4616,  calculer  les  coeffi  ciens  différentiels  -^ ,  -^  ,  ~^T '^  étant 

mis  pour  /r(i  -f-  x). 

11  conviendra  )  pour  cet  objet,  de  revenir  à  la  première  des  équations  (sa). 
Cette  équation ,  légèrement  modifiée  et  adaptée  aux  logarithmes  vulgaires  y 

donnera,  en  faisant  toujours  B.  =  —  (S«  —  i),  les  formules  suivantes  : 


Z  =  — /(i+^)+Ba:4-B.af— B3a:»-hB4a:*  — BfiX^  +  etc, 
^= ^ l-BH-aB.r  — 3Bsar»H-4B4X»  — SBsJc^  +  etc, 

^  =s      ^-j^.  +  aB. — 6B3X  +  I  aB^a:*  -  aoB,*»  H-  etc. , 

0-S-     (7^+4B4— B.x  +  etc., 

etc. 
Au  moyeu  de  ces  formules ,  on  trouve ,  pour  le  cas  dont  il  s'agit , 

;y-  =3  -^  o.ooooi  35093  33  , 


dx 
ddZ 

^  =  —  o.5846o  I. 


0.42026  7079 , 


Désignant  ces  trois  coelliciena différentiels  par— y,g^,  —  h,  respectivement, 
on  aura 

Au  point  du  minimum ,  la  différentielle  de  cette  quantité  prise  par  rapport 
à  (ù  doit  être  nulle,  ce  qui  donne  pour  déterminer  ai  l'équation /"—  gm 
-f.  1  hoè^  =3  o.  Et  comme  y  est  très  petit  par  rapport  à  g"  et  A*,  on  en  tire 

(ê'ssi'ix  4"  ^\  6t  le  minimum  cherchés  Z  —  ^g^»*  -h  j  h(â^. 

Substituant  les  valeurs  trouvées  de  yj  g",  A,onauraâi=o.oooo5  2i45i  io5, 
et  la  correction  qu'il  faut  appliquer  à  Z  ==  —  o. 00000  ooooa  1713.  On  peut 
donc  6xer  comme  il  suit  le  minimum  de  la  fonction  Va , 

â  =1.46165  2i45i   io5 
iog  Ta  =  9.947^5  91745  9540, 
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Sq.  Pour  fkciKter  hisage  des  formiiles  p^oëdeoles  y.  •»  joint  ki  nue*  taUe 
âes  Yakur»  des  coefficiens  B.  et  de  kurs  k^rilhmes.,  calonlé»; jvsqu'aa  ^m^ 
zième  terme ,  ce  qui  est  phw  que  saflkan  t  ponv  les  applÎMAioM  9À  l'oa  »'9  pas 
besoin  de  plus  de  la  diécwale^.  ex^te$  4ws  la  valeijr  de  lo^  F  (i  +^)* 


' 


n. 


I 

3 

5 

4 

5 
6 

7 
8 

9 

IQ 

la 
xS 

«4 
i5 


^1^  N 


B.. 


o.i836i 
0.14004 
o.oagaS 
0.00895 
o.ooSao 
o.ooiaS 
o.ooo5r 
o.oooaa 
0.00009 

0..Q0004 
o.ooooi 

O.OOOOQ 
O.OQCkOO 

0.00000 
0.00000 


29057 
5653a 
oySaô 
8i5j5 
75040 
555a6 
80064 
15466 
69148 
51958 

89061 
40995 

18999 
08856 


6840 
118 

9»7 

S4 

58 
86 
4a 
6a 
80 

49 
17 
69 

ao 

ao 


logB,. 


9 . 36590 

8.46615 
7»95îa4 
7.50616 
7.09875 
5.71453 
6,54507 
5.98639 

5.6354a 
5*a9oa8 

4.949^ 
4.61375 

4.37874 
5.94734 


51988  6i55 

96555  7783 

67490  579 

67415 

73144 

88573 

5i6o8 

29774 
04653 

»9p5ft 
45554 

0948a 
^7637 

9145* 

74888 


9ssài 


^^M^mfÊ^.Mf^MM.m^^^»A.^»^Mm.^^m.m^^»..^».ma^m^»mmmmm»mm»mmmM»»mmmf»»mm»mmm»mf»^»mmm»m^»mmm,^»m»m»m^m»^m^»»..,^.^^y^.yyy^y^ 
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90.  viONSiDÉRONS  la  fonctiou  p(x)  expriiôéè  pmrljn  aiiîte  tf^fifuc 
T.  IL  74 
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dans  laquelle  nous  aipposons  a:<^i;  si  od  développe  cette  quantité  suivant 
les  puissances  de  x^  et  qu'on  désigne,  comme  ci-dessus,  par  S»  la  somme 
des  puissances  réciproques  du  degré  n,  des  nombres  naturels^  on  aura 

(p(jc)  =  S^o:  —  Sjor*  +  S^  —  SsX*  H- été. 

Mais  par  1  équation  (i8),  on  a 

logr(i+j:)  =  — C^c  +  iS.j:»  — iS,a:»  +  ^S4a:*  — etc.; 

diflférenciant  celle-ci  et  comparant  le  résultat  à  la  valeur  de  ^(x)^  on  en  tire 

<K^):=C  +  ^J^^^,  (.6) 

*  « 

d'où  l'on  voit  que  la  suite  désignée  par  ^x)  peut  être  sommée  immédiate- 
ment, au  moyen  du  coefficient  différentiel  de  la  fonction  log  r(i+^)i 
puisque  d'ailleurs  C  est  une  constante  connue  (art.  86)» 

Observons  que  la  fonction  ^(x)  peut  être  mise  sous  la  forme 

alors  on  voit  qu'elle  est  la  différence  de  deux  suites  qui  ont  l'une  et  l'autre 
une  sonune  infinie,  mab  qui  étant  ainsi  retranchées  terme  à  terme,  l'une  de 
l'autre,  laissent  pour  reste  une  quantité  finie.  Cette  quantité  est  d'ailleurs  la 
même  qui  a  été  désignée  par  C"— N,  (art.  Si),  et  elle, représente  par  con- 
séquent aussi  la  somme  de  la  suite  harmc^que 

a  '  3      4  * 

91.  Puisqu^on  a  généralement 

(- ii^+e-rb)+G-îi-.)+"- = «^ + '-^^^- 

on  trouvera,  par  des  différentiations  successives,  les  sommes  de  différentes 
séries,  savoir  : 

'        I        '        I î_   I        '        j.  etc    =  ddlr{i+x) 

1,1        ,        t        ,        i       j.  I        cPlr{i^x) 

(,  +xy'^J^T^'^{^T^''^{Pf^Y  ^-  etc.  —  —     -     .        ^1       , 

1  .  1  ,  1  ,  1  _i_        rf*/r(i+jr) 

1,1,1,1,-  I        cP/r(i+*) 

etc.        ._ 
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Et  en  général,  si  l'on  désigne  par  4ii(i  H"^)  1^.  SQ^iiAe  dé  Ta  suite  infinie 


I 


+  7â-r-v;  +  Trr-Xi  +  etc., 


(i  +«)»^  (2 +«)»  ^  (3+a)»  ^  (4+*)" 
on  aura 

-    4.(1 +x)=.    (-')■    .^^i^;^, 

^^        '         -^  1.2. 3... 71 I  rfx"  ' 

—  < 

de  sorte  que  les  sommes  de  toutes  ces  suites  se.  déterpùneiit  par  les  coeûir 
ciens  différentiels  successifs  de  la  fonction  Zr(i  +,^);  il  faut  seulement  ex- 
cepter  le  premier  terme  4^,(1  -j-  x) ,  d'où  Ton  a  déduit  tous  le^  qiutre$,  ^  q\ii 

ne  se  détermine  par  ^         ^9  qu'en  ajoutant  la  constaote  infînie... 

ï+ï  +  j+?  +  etc.         "^  , 

93.  Représentons  par  (a,  »)"  la  somme  de  la  suite  infinie 

«^  "^  (a  +  »)"  "^  («1 4- 2»)"  "*"  (^'âiô^  "^  ^**'*' 

si  l'on  fait  a:=:snx,  cette  suite  devient 

Ainsi  en  faisant  a:=  -',  l'expression  générale  de  la  tranâ(Qeodajate  (a^  o)**. 
sera 

i^>  ^)  —  ^•'+«W  —  i.2.3...m-r  •  7;r  •  "3Ï=^- 

On  peut  encore  remarquer  qu'en  faisant 

<P.C«)  =  I  +  ^  +  3-.  +  j.  •  •  -+7.  > 

on  aura  en  général  ^,(ar)  +  4'«(*  +  *)  =  consl.  =:  S,;  donc 

C'est  simplifier  la  théorie  de' ces  diverses  transcendantes,  que  de  fhire  voir, 
qu'elles  dépendent  d'une  même  fonction  Ar(i  4~«^)  ^t  de  sescoef&cîais  dif- 
férentiels successifs. 

93.  Considérons  maintenant  d'une  manière  particulière  l'équation 

* 

ddlT{i  4-x) 


ILllfZ— __î__i L_  .1        *       H-cte 

que  nous  meUnns  sous  la  forme 

74 
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Cette  formule  est  le  principe  d'où  nous  allons  déduire  de  nouveaux  théo- 
rèmes, qui  serviront  à  perfectionner  et  même  à  compléter  entièrement  la 
théorie  des  fonctions  F. 

Soit  pour  abréger,  y{oc)  la  fonction  qui  forme  le  second  membre  de  l'é- 
quation (27);  si  l'on  met  2X  à  la  place  de  ^,  on  aui*a 

dans  la  suite  renfermée  en  parenthèses,  les  termes  de  rang  impair  ont  pour 

somme  f{pc)j  et  les  termes  de  rang  pair  ont  pour  somme  /{^  +  x}.  Ainsi 

on  a 

/(aa:)=|/(^)+i/a+^): 

or  l'équation  (12)  donne  f{x)  =  -3^-,  /(i+  x)  =  îî^£g±fl,/(2^)=== 

— T^r^J  substituant  ces  valeurs,  il  vient 

*  ddlr (nx)  _  ddlTx       ddt6(i  +  x)^ 

multipliant  par  dx  et  intégrant,  on  a 

dlr{2x)  _  dlrx   ,   dlr(l  +  x)  , 
■"35"'  —  '^  ^ dTT^^^ 

Multipliant  encore  par  dx  et  intégrant,  il  vient 

logr(3x)  =  logra:4-Iogr(i  +  a:)  +  rta:  +  ^„ 

ou,  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres , 

TxT(i'{-x)z=zAer^T(2x). 
11  reste  à  détermînet  les  deux  constantes  A,  a,  introduites  par  l'intégra- 
tion. Pour  cela,  soit  x  infiniment  petit,  on  aura  ra:s=:-et  r(2,r)=— ;  donc 

A  =  2r j.  Soit  ensuite  x  =  x>  on  aura  Ae""**=r^,  donc#»*=:aj  dooc 
l'équation  générale  est 

r^r  (i  +  r)  =  r  {2x).2'-^  r^.  (28) 

Nous  retombons  ainsi  sur  l'équation  (9)  déjà  démontrée  de  deux  autres 
manières  ;  mais  la  même  méthode  va  nous  faire  découvrir  de  nouvelles 
propriétés. 

94.  En  appelant  toujours  f{x)  le  second  membre  de  l'équation  (27) ,  si 


• 
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l'on  met  Sx  à  la  place  de  a:,  on  aura 

» 

La  suite  contenue  dans  le  second  membre  se  décompose  en  trois  autres , 
savoir , 

dune  on  a 

Kemettant  au  lieu  de  f{^)  sa   valeur      i  ^  ,  et  semblablement  pour  les 
autres  termes,  il  vient 

dx*  dx*    '^        dx^         "*"         dit* 

Intégrant  cette  équation  deux  fois  consécutives^  on  obtient  pour  résultat 

TxT  (i+^)  r(f +^)  =  r(5a:).A^-«^. 
Pour  déterminer  les  deux  constantes  A  et  a,  soit,  i*.  x  infiniment  petit  ^ 
on  aura  A=5r  jFf  =-:--r--  =  2^  v^5;  soit,   a*.  ^  =  j,  on  aura..v 

Ae"3*  =  Tj r  I  =  5  A,  et  par  conséquent  e*=  3^,  Donc  on  ji  l'équation 

r^r  G  H-  a:)  r(f  +  ^)  =  a^r  .3^-^  r(3^)  :  (29) 

c'est  la  quatrième  propriété  générale  des  fonctions  F. 

95.  Si  l'on  considère  semblablement  la  fonction  y*(5ar)  ^  et  qu'on  décom-* 
pose  la  suite  qu'elle  représente  en  cinq  autres,  provenant  des  termes  comptés 
de  cinq  en  cinq,  à  commencer  par  le  i*%  le  a%  le  3%  le  4*  et  le  5%  on 
obtiendra  l'équation 

ce  qui  donne  l'équation  difiPérentielle 

ddlr(^ ddlrx  j,   ddlr  Q  +  x)  ^,    ddlr  (|  +  x) 

,    ddlTii^x)   ,   ddlrji+x) 

'^  dx^  ^  dx'         ^ 


\ 
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dont  l'intégrale  est 

Pour  déterminer  les  constantes  A  et  a,  on  fera  successivement  x  infiniment 
petit  et  or  =  I,  ce  qui  donnera 

A  =  5rirfr|r|, 
Ar^=rir|  r  |  rf  =  i  A; 

donc  e*  ==  5^  :  ensuite  on  a  par  l'équalion  (3) , 

r  -  r  ^  =  -  ^        r  -  r  -  =    ^ 

ce  qui  dbnne  A  = =  4^  V^5.  Donc  enfin  la  fonction  T  satisfait 

sin  ^  sm  -t- 

encore  à  l'équation. 

YxV{\+x)  r(|  -Hx)  r(|+a:)  r(f +a:)  =r(5a:).(2^)\5^"'^'  :    (3o) 

c'est  la  cinquième  propriété  générale  des  fonctions  F. 

96. 11  est  facile  de  voir  qu'on  peut  généraliser  ces  résultats  et  les  com- 
prendre dans  une  même  formule.  En  e&t ,  n  étant  un  entier  quelconque  , 
la  valeur  àej\nx)  pourra  se  décomposer  ainsi , 

il  tVk  résulte  l'équation  différentielle 

dont  rintégrale  finie  est 

Pour .  déterminer  les  deux  constantes  A  et  oc ,   faisons  successivement  oc 
infiniment  petit  et  or  =  - ,  nous  aurons  ces  deux  équations 

==  nr  -  r  -  r  -. . .  .r , 

n       n      n  n      ' 

tt 

Ae~«  =  v-v-  r- rîi-=^  =  -; 

n      n      n  n  n' 
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la  dernière  donne  immédiatement  e*  c=  »"•  Pour  avoir  la  valeur  de  A ,  il 
faut  distinguer  deux  cas,  selon  que  n  est  pair  ou  impair. 

Soit,  I^  n=i2m.  les  fonctions  F-,  F- r^^,  T  ——    auront 

un  terme  moyen  T{=::  V'^^  ®*  ^^  termes  également  éloignés  des  extrêmes 
étant  complémens  l'un  de  Tautre,  leur  produit  sera  donné  par  l'équation  (3)  j 
et  on  aura  pour  le  prodïdt  total  de  ces  fonctions , 

1        y  ir  <r  «-  _. I ^ 

^  •        îr*        2jr'  .     3îr'  •  *  *   .    m— i  .     ir    .     2Wr     .    3»-  .    w»— i     * 

sin-  sin—  sîn  —  sm «•        sm  -  sin  —  sin  — sin  — — -  «• 

n  n  n  »  n  n  n  n 

Mais  en  faisant  z  infiniment  petit  dans  la  formule  qui  termine  Fart.  240 , 
Introd.  in  An.  inf. ,  on  trouve 

sin-  sin—  sin  — sin  — - —  ir=:  a   ^    |//i; 

n         n  n  n 

ce  qui  donne,  dans  le  premier  cas, 

n      n      n  ,     n 

et  par  conséquent 

A  =  (a'TT  ~  n^. 

Soit    2*.  71  =  2^4-  I,  il  n'y  aura  point  de  terme  moyen  dans  la  suite 

ri    rE    r? r  ^^^^  ;  mais  les  termes  Clément  éloignés  des  extrêmes 

étant  toujours  complémens  l'un  de  l'autre ,  le  produit  de  toutes  ces  fonctions 
sera 

«•  a»  iiwr  .    ir    ,     2jr  lllir 

sin  -     sm  —  «m  —  sm  -  sm  — sm 

n  n  n  n         n  n 

D'une  autre  part ,  la  formule  citée  d'Euler  donne ,  lorsque  n  est  impair, 

tr    •     2ir     .     3ir  îHir    ^        -s 

sm  -  sm  —  sm  — •  • . . .  sm  —  =  a  ^    n  \ 

n  n  n 

donc  on  a  encore  dans  ce  cas, 

rir^r? t ^^=^  =:  {27rf^ n\ 

n       n       n  n  v       •        .         /• 


et  par  conséquent, 

A  =  (2^)  ^     B*. 


n-i      , 
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Dbne ,  quel  que  soit  le  nombre  «M^er  Uy  on  aura  géiérafeiiifiBrtla  formule 


»  —  I 


97.  Cette  fomale  tris  reraapcifttaUroQBttp  rend  conuBe  ea9  perlicubersi  1^ 
Ibtmfilea  (38),  (219)  el  (3q);  elle  eu  domieca  tmA  d'auAres  qu'oa  voiidra^  en 
prenant  pour  n  des  valeurs  en  nombres  entiers  au-dessus  de  5. 

11  est  bon  néamnoins  d'observer  que  les  formules  qui  résultent  de  Pëqua- 
tion  Ç^i}f  en  prenant  pour  n  un  nombre  composé,  ne  sont  que  des  conté- 
quences  de  celles  qui  ont  lieu  en  ne  prenant  pour  n  que  des  nombres  pre- 
mktiSBy  et  qu'ainsi  il  suffît  de  considérer  ces  dernières  ^  en  donnant  à  n  les  va- 
leurs successives  2  y  3,5,  7 ,  11,  etc.  On  obtiendra  encore  de  cette  manière 
une  infinité  d'équations  auxquelles  les  fonctions  F  doivent  satisfaire,  et  qui 
donnent  les  moyens  de  mdilîplier  a  l'infini  les  comparaisons  et  les  réductions 
dont  ce  genre  de  transcendantes  est  susceptible. 

98.  Nous  observerons  encore  que  dans  les  usages.de  la  formule  (3 1)  et  de 

toutes  celles  qui  en  dérivent,  on  peut  se  borner  à  hâte  x  <^  ;  car  si  l'on  met 

-  +  a:  à  la  place  de  ^7,  la  formule  qui  naît  de  cette  substitution  ne  difiere 

pas  de  la  formule  (Si);  de  sorte   qu'on  n'obtiendra  entre  les  fonctions 
F  que  les  mém^   relations  qui  peuvent    être   obtenues   en    supposant 

ûQ.  Nous  pouvons  même  aller  plus  loin ,  et  démontrer  qu'il  suffira  de 
fisdre  X  <  — ,  parce  que  l'équation  qui  viendrait  en  supposant  J:= — -f-a, 
ne   différera    pas^  essentiellement    de    celle   que    donne   la    supposition 

En  effet,  si  Ton  fiiit  suecessivemenl  ces  denx  substitutions  dans  l'éqna- 
tion  (5 1  ) ,  on  aura 


r(i+«)r(r„+«)r(ê+«)---rC-S^+«)==mH-»«)(:»*)  -  » 


multipliant  ces  deux  équations  entre  elles ,  et  observant  que  chaque  fonc- 
tion F  dans  une  équation,  trouve  son  complément  dans  l'autre,  on  aura 
pour  le  produit  total  cette  équation  y 
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«r «-(a»)—' 


laquelle  en  faisant  ^  •+■  wjrzzn  s ,  peut  être  mise  sous  cette  forme , 
sin  «a  Œ:a— •  sin  a  sin  (^  4-  a)  sin  (^rf-  a ). . .  .sin  (^^  *  H-  a)  : 

c'est  Tëquation  déjà  citée  de  Tari.  a4o,  Introd.  in  An.  inf. 

De  là  on  voit  que  les  deux  équations  obtenues  en  faisant  ar  =5 —  +  a  , 

•^  =  —  —  û) ,  ne  donnent  qu'un  seul  et  même  résultat ,  et  qu'ainsi  dans  l'ap- 

plication  de  l'équation  (3i) ,  il  suffira  de  faire  or  <  — . 
On  peut  remarquer  encore  qu'en  faisant  ûi  £=s  o,  on  a  la  formule 


r  J.  r  -  r .......  r  2î^=^=  (a^TT)-^  ri, 


laquelle  se  déduirait  aisément  de  la  formule  générale 

n      n      n  n  ^      ' 

100.  11  lie  sera  pas  inutile  de  rassembler  ici  sous  un  même  point  de  vue, 
toutes  les  équations  qui  contiennent  les  propriétés  générales  des  fonctions  F, 
Voici  ces  formules ,  accompagnées  des  lettres  qui  serviront  dans  la  suite  à 
les  désigner. 

(A)  Ta;  =  1.2.5. ..  .(x— i), 

(B)  r(i-h*)=jcr«, 

(C)    rxr(t-.x)=:^^.  ,       ^ 


A  -i-ax 


(D)  rxr (i  +  x)  =  r(2a;) . (a7r)ï a' 

(E)  TxV a  +^)r  ^1  -Har) =r  (5ar).(a^)-  3^"^^, 

(F)  rxrCi+JP)r(|  +  ar)r(|4-ar)r(H-«)=r(5x).(a7r)«5»-^, 


Ces  équations  offrent  une  infinité  de  manières  de  comparer  entre  elleq  les 
fonctions  F ,  et  d'opérer  toutes  les  réductions  que  leur  nature  comporte.  On 
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peut  démontrer ,  par  exemple,  qu'il  suffit  de  connaître  la  fonction  F  dans 
une  petite  partie  de  la  ptemière  période^  pour  pouvoir  déterminer  cette  fonc- 
tion dans  tout  le  reste  de  la  période.  On  peut  aussi  considérer  parmi  les  fonc- 
tions r^,  celles  qui  se  rapportent  aux  diverses  valeurs^  raticnonelles  de  x  qui 
ont  un  même  dénominateur,  et  se  proposer  de  réduire  toutes  ces  transcen- 
dantes au  moindre  nombre  possible»  De  là  naissent  difiërens  problèmes  cu- 
rieux qui  jetteront  un  nouveau  jour  sur  la  nature  des  fonctions  F ,  et  sur 
lesquels  nous  allons  donner  quelques  recherches. 


<W%»»W»MM%»%»%»»^<W»¥V»»»»»VV»»V»¥WW»IWWW»»»»»»»»»»»^V»»W¥»V»»i»»»W»W»»<^<^»»l^^ 
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Ou  tonprouçe  que  les  fonctions  F  pew^ent  être  déterminées  dans 
toute  V étendue  dune  période^  pourvu  quelles  soient  connues^ 
dans  une  petite  partie  de  cette  période. 


IT 


lOi .  JM  ous  nous  proposerons  d'abord  de  fiiire  voir  qu'au  moyen  de  l'équa- 
tion (D),  il  suffit  de  con  naître  la  fonction  Tx  depuis  x  =  o  jusqu'à  or  s=  |  ; 
pour  pouvoir  déterminer  cette  fonction  dans  tout  le  reste  de  la  première 
période  ^  depuis  a?  =  ^  jusqu'à  a:  =  I . 

Gomme  il  s'agit  ici  non  d'efiPectuer  la  solution,  mai^  d'en  démontrer  là 
possibilité ,  nous  ferons  usage  dé  quelques  signes  propres  à  abréger  les  calculs. 
Pour  cet  effet ,  désignons  l«g  Vx  par  (x) ,  les  équations  (C)  et  (D)  pourront 


s'écrire  ainsi  ^ 


4        * 


Les  seconds  membres  de  ces  équations  étant  des  quantités  connues  lorsque  -ce 
est  donné  9  nous  les  représenterons  par  la  lettre  d^  initiale  du  mot  donnée  j 
qui  désignera  également  toute  quantité  cpmposée  de  termes  connus.  Nos  deux 
équations  peuvent  donc  se  représenter  par  la  notation  suivante , 

(C)  (x)4-(i-.jî)  =  <i, 

(D)  •(x)4-a-*)-(2«)=rf. 


\ 
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Cela  posé,  si  dans  TéquatioB  (D)  on  fait  a?  =  ^  -f-  »,  on  aura 

Mais  par  Féqualion  (C)  on  a  (|  +  a)  = —  (i  _  et)  +  rf,  et  par  T^quation  (D), 
G  +  ^a)  =  C4«)  —  (^a)  +  dy  donc 

Tant  qu'on  aura  a  <  -ït?  cette  équation  déterminera  la  fonction  (x)  ou  (4+*) 
par  d'autres  fonctions  où  x  est  moindre.  Ainsi  en  donnait  à  a  toutes  les  va- 
leurs depuis  «  =  G  jusqu'à  a  =  -j^ ,  on  connaîtra  la  fonction  (x)  depuis  x  =  ^ 
jusqu'à  x=:j. 

I02.  Par  exemple,  soit  ar  =  ^,  ou  ct=  ;Î;,  on  aura 

ainsi  la  valeur  de  (^)  est  composée  de  quantités  connues. 
Soit  encore  a:  =  7I  ou  a  =:  y^,  <m  Saura 

Dans  le  second  membre,  la  fonction  (^)  n'est  pas  donnée  immédiatement, 
puisque  (-^)  est  >>  ^3  i^isiis  on  aura  sa  valeur  par  la  même  formule,  en  faisant 
a  =  i^  —  4  =  ^  j  ce  qui  donn  e 

d'où  l'on  voit  que  (^)  deviendra  entièrement  connu. 

io3.  Lorsqu'on  fait  x==|  ou  0t=  i^  A^  formule  précédente  ne  détermine 
pas  la  fonction  (j)  ^  mais  alors  les  équations  (C)  et  (D)  donnent  immédia- 
tement 

(î)+(i)=i^,   cè)+a)-(i)=«'; 

d'où  l'on  tire  la  valeur  cherchée 

Connaissant  la  fonction  (x)  depuis  xzsso  jusqu'à  ^s  | ,  il  reste  à  la  déter- 
miner depuis  j:=^  jusqu'à  or  =  |«  Or ,  par  la  combinaison  des  équations  (G) 
et  (D) ,  on  a  la  formule 

(i-.a)s=(«)-(3«)4-<i. 

Si  l'on  donne  à  et  toutes  les  valeurs  depuis  €»=  o  jusqu'à  a  =:  | ,  le  second 
membre  sera  connu;  ainsi  on  aura  là  valeur  dé  la  fonction  (x)  ou  (î  —  0t)> 
depuis  a:=  î  jusqu'à  a?  ss  |. 

75.. 
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Od  peut  donc  déterminer  la  fonction  Tx  pour  toute  valeur  de  la  racine  Jc, 
pourvu  qu'on  connaisse  cette  fonction  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  ^* 

Ce  problème  revient  à  celui  que  nous  avons  résolu  dans  Fart.  53  ;  mais  la 
méthode  précédente  fait  voir  plus  clairement  la  possibilité  de  la  solution. 

io4«  Il  ne  serait  pas  difficile  d'ailleurs  d'obtenir  les  solutions  efl^tives,  en 
réalisant  les  quantités  désignées  par  d;  on  trouverait  alors  les  trois  équations 

(i  +  a)=a-«)  — (2a)4-(4«)  +  a  +  :i«)/2  +  /sina  — «)^, 

:.(i)  =  (^)+i/-7r-|/2-/sin|9r, 
(j  —  a)=((x)  —  (2a)  +  ^  Itt  —  (i  — 2a)  h — IcosofTC. 

La  première  servira  à  déterminer  la  fonction  (x)  depuis  x  =  ^  jusqu'à  x= |  ; 
la  seconde  déterminei*a  la  fonction  ^  ;  et  la  troisième  servira  à  déterminer  la 
fonction  (x),  depuis  a:  .=:  j  jusqu'à  à;=  |.  Enfin ,  d'après  ces  données,  l'équa- 
tion (C)  servira  à  déterminer  la  fonction  (x),  depuis x=  l  jusqu'à  x=  i. 

io5.  Puisque  l'emploi  des, équations  (C)  et  (D)  donne  les  moyens  de  ré- 
duire à  ^  la  partie  de  la  première  période  où  la  fonction  Tx  doit  être  connue, 
afin  de  déterminer  cette  fonction  dans  la  période  entière,  on  peut  conjecturer 
de  là  que  si  à  ces  équations  on  joint  l'équation  (E) ,  il  sera  possible  de  ré- 
duire ultérieurement  à  ^  (i  —  J)  ou  | ,  la  partie  de  la  période  qui  sert  à  dé- 
terminer tout  le  reste.  C'est  ce  que  nous  allons  vérifier  par  une  analyse  sem- 
blable à  la  précédente. 

Supposons  que  la  Fonction  (x)  est  connue  depuis  x  =  o  jusqu'à  x=^; 
d'après  l'équation  (E)  on  aura 

Mais  l'équation  (D)  donne  Cî  +  ^)  =  (2a)  — (flt)  +  i3Î,  (i4.5a)  = 
(6«)  —  (3a)  +  dy  et  l'équation  (C)  donne  (f  +  «)  =  —  (^  —  et)  +  £/ j  on  a 
donc  la  formule 

(i  +  a)  =  (i-a)  +  (a)-(3«)-(3a)4lC6«)  +  ^. 

Tant  que  6cl  sera  plus  petit  que  g^  +  a,  ou  tant  qu'on  prendra  a<^, 
cette  équation  donnera  la  valeur  de  (x)  ou  f|  +  «)  par  des  Fonctions  dont  la 
racine  est  moindre.  Ainsi  on  connaîtra  la  Valeur  de  la  fonction  (or)  depuis 
x=  ^  jusqu'à  a:  =  j. 

La  formule  précédente  ne  détermine  pas  la  valeur  de  la  fonction  (j);  mais 
par  une  autre  formule  que  nous  donnerons  ci -après  (art.  1 16),  on  a 

(i)=(à)-i(è)+^. 

io6.  Il  reste  à  déterminer  la  fonction  (x)  depuis  ^=  j  jusqu'à  x=z|. 
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Pour  cela,  soit  et  ^3^+2,  l'ëquation  précédente  deviendra 

Pour  faire  usage  de  cette  formule,  il  faut^upposer  connue  la  fonction  (7+^) 
depuis  2  =  0  jusqu'à  z=:a»,  âi  étant  une  quantité  aussi  petite  qu'on  voudra. 
Alors  donnant*  à  z  toutes  les  valeurs  depuis  jssss  o  jusqu'à  zs=2^ y  on  con- 
naîtra la  fonction  (x)  ou  (7  +6a),  depuis  a; =1- jusqu'à  x  =  -J. 

Ou  peut  aussi  ne  faire  usage  de  la  formule. précédente  que  depuis  2 s=o 
jusqu'à  z=47,  ce  qui  fera  connaître  la  fonction  (pc)  depuis  ^r=|  jusqu'à  a:=j. 
On  déterminera  ensuite  cette  fonction  depuis  a:=i  j  jusqu'à  ^=7,  par  la 
formule 

Cette  solution  est  fort  simple,  puisqu'elle  est  fondée  sur  une  seule  formule 
mise  sous  deux  formes  différentes;  mais  elle  suppose  qu'outre  la  partie  de  la 
période  connue  depuis  x=o  jusqu'à  ^=|^,  on  connaît  encore  la  partie 
comprise  depuis  x  =  j  jusqu'à  ar  =  |  4~^9  ^  étant  une  quantité  qui,  à  la 
vérité,  peut  être  aussi  petite  qu'on  voudra,  mais  qui  ne  peut  être  tout-à»&it 
anéantie.  Voici  un  autre  moyen  de  résoudre  le  même  problème,  en  suppo- 
sant connues  deux  parties  de  la  période  non  contiguës,  mais  telles  que  leur 
somme  se  réduit  précisément  à  |. 

107.  Supposons  la  fonction  (x)  connue  dans  deux  parties  de  la  première 
période,'  savoir,  depuis  xsszo  jusqu'à  or  =  7;^,  et  depuis  xss:-^  jusqu'à 
^=-^:  ces  deux  parties  réunies  font  une  somme  égale  àî  ^^  efpotrr  déter- 
miner la  fonction  (x)  dans  tout  le  reste  de  la  période,  il  faudra  exécuter  les 
opérations  suivantes: 

I  •.  Par  les  formules  (E)  et  (C) ,  on  a 

(3flt)  =  [a)  +  (±  +  a)  —  a  — a)  +  £/: 

le  second  membre  est  connu  depuis  «e  =  o  jusqu'à  «;;=  ;^,  ainsi  on  connaî- 
tra la  fonction  (x)  depuis  or  =  o  jusqu'à  :r=  ^. 
a^.  D'après  les  équations  (C)  et  (D),  on  a 

le  second  membre  est  connu  depuis  ee  =  o  jusqu'à  a^ss^;  donc  on  connaîtra 
la  fonction  {x)  depuis  a:=c=  0  jusqu'à  x  =  i^*  >  -  - 

^^.  Mettant  ot—- 1  à  la  place  de  cl  dansTéquatîon  précédente,  on  en  tire 


(^)=(^)-(^)+^= 
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le  second  membre  deceUe*cl  est  connu  depuis  «  ==  o.  jus^'à  «t.  r=  ^  ;  donc  on 
connaîtra  la  fonction  (jer)  depuis  xzsz-^  jusqu'à  x^=i-^. 

Par  ces  trois  premières  opérations,  la  fonction  {x)  devient  connue  depuis 
icstsp  jusqu'à  a?=y^,  et  depuis  «  =  ^  jusqu'à  a:  =  -^.  Il  faut  mainte- 
nant rem^r  la  lacune  que  laissent  ces  deux  espaces,  depub  x=s.  ^  jus- 
qu'à 03x3^,  ou  depuisjp  =  f  —  7pr  jusqu'à  a?  =  |+-jfj/ 

4*.  D'après  Pëquation  (D) ,  on  a 

les  termes  (17+^)9  (j  +  s^)  peuvent  être  remplacés  «par  leurs  complémens 
—  (t^— z),  — '(f— 32);  ensuite  par  l'équation  (D),  le  terme  (f  —  ^z)  peut 
être  remplacé  par  (j  —  ^z)  -^  (70  -^  22).  On  aura  donc 

Dans  cette  équation ,  le  second  membre  sera  toujours  connu ,  pourvu  que  z 
positif  ou  négatif  ne  surpasse  pas  x?* 

Cela  posé,  donnons  à  z  toutes  les  valeurs  depuis  z  =  ^^  jusquà 
^sçitjô;  la  fonction  (j— 4^)  est  connue  dans  cet  intervalle;  ainsi  on  con- 
naîtra la  fonction  {x)  représentée  par  (j+^j),  depuis  a:  =  j  +  ^  jus- 
qu'à x  SB  j-f*T^*  Donc  l'intervalle  où  la  fonction  (jx)  reste  inconnue  ne 
s'étend  plus  que  depuis  x  ==  |  -^  -^  jusqu'à  a:  =  j-|-  j^. 

Donnons  paaintenant  à  z  des  valeurs  négatives ,. depuis  z=s— ^.^^  jus- 
qu'à «  ==  -T-  ^;  la  fonction  (|— 4^)  sera  connue  dans  cet  intervalle,  ainsi 
op  Ç9nn5\îj;i;a,  la  fouq^on  (j4-  2)  depuis  z  =;-^  ^^  jusqu'à,  2  =  — .  -^;  de 
sorte  que  l'intervalle  où  la  fonction  (x)  reste  incoAhue  se  trouve  de  nou- 
veau resserré  entre  0:= |  —  —g^  et  a?  ss  y  -j-  ~^. 

On  continuera  de  procéder  de  la  même  manière,  en  attribuant  à  z  des 
valeurs  alternativement  positives  et  négatives.  Si  Tintervalle  inconnu  s'é- 
tend d'abord  depuis  x=  |  —  «  jusqu'à  ac  =s  j  -|-  4^>  une  première  opéra- 
tion resserrera  cet  intervalle  eutre  les  limites  x=j  —  û>,  •^=j  +  i«; 
une  seconde  opération  le  resserrera  encore  entre  les  limites  x  =  ^  — -  -j^  ûè 
et  a:=s  j -|-i^>  et  ainside  suite. . D'où  l'on  voit  que  l'intervalle  inconnu 
finira  par  s'anéantir  dans  la  limite  x  =3  j  ;  et  en  ce  point  on  aura  ,  toujours 
d'après  la  même  forÇuile, 

5*.  La  valeur  de  la  fonction  {x)  étant  connue  depuis  ar  =  0   jusqu'à 
a:=s  -^ ,  pour  la  trouver  depuis  ^tr^  7c  jusque  x ss  :î,  on  fera  usage  de  la 


1  I 


'  '   '  -L 
'  jT-ii 

^aùi  cet  i:r. 
nue  se  Iiww- 


en  altfii'^' 
terri?  ha 
une  p."?!!^ 
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* 
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^_  formule ,  .  •     ..   ,.,,      ■,,  •,;    .-.;     ;    •,.    -..f.:-.  -  ■•    -.■  .'■.■;  ■ 

(i  — j:)  =  (x)~(3x)+<i. 

::=-  io6.  On  voit  dpnc  qu'il  est  possible  de  déterminer  la  valeur  de  la  foûo- 

tion>  XXy  dans  toute  Pétendue  .de  la  ^emiere  |>4Fiode  ^  et  de  là  fxmr  toute» 

:  ;^  ..^         valeur  de  x^  pourvu  qu'on  connaisse  cette  fonction  dans  une  partie  as$ez 

petite  de  cette  période. 

_  La  partie  qu'il  faut  connaître  est  7,^u(iind  on  ne  fait  usagê*qu9 de.l'équa? 

""  tion  (C);  elle  se  réduit  à  5^  lorsqu'on  fait  usage  des  deux  équations  (C) 

---ri:         et  (D),  et  elle  se  réduit  de  nouveau  âr  ^ ,  lôi^squ'qn  feît  usagé  des  trois  équa» 
"    f  =î  tîons  (C),  (D)^.(E).  Elle  se  réduirait  ulléH'éurement  en  faisant  usage  de 

-:  .^  l'équation  (F)  et  des  suivantes  ;  màia  là.  proportion  de  cette  héduotîon  et 

__^  la  distribution  des  parties  qui  conduisent  à  la  plus  grande  réduction ,  pour- 

raient faire  Pobjet  d'un  geriredêredherclies  analytiques  qu'il  ne  nous  pa- 
-'    —  *         raît  pas  nécessaire  de  conlittuer  pliis^ioirii'Nbusi  rious  cbnlenteroAs  de  remar- 
quer que  les  fonctions  T  se^ràpi^rdèhertt/|iareéi^'lhti  9és'f6tidtÎQns 
.:  '^  :=-          circulaires,  logarithmiques  et  même  elliptiques,  quMl  èuffit  de  connaître 
.:  T^'  w          dans  un  intervalle  aussi  petit  qu'on  voudra,  pour  pouvoir  Us  déterminer 
:  ;  .jr  r=-          dans  toute  leur  étendue. 


<W»<MM>»W>»M^(WrW%W»^^^»W^^»»<M>  i^<M>»»^»»»^WiW%»^»¥»»»VV>ft^^»»»W^»W»¥»»W»W»^¥»%»»»»^>»»»^»»fc%^»%WWftV>WW>»MWMM^WWMi 
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Formules  pour  réduire  au  moindre  nombre  possible  les  trans-- 
cendantes  contenues  dans  la  suiteT  -  >  F  - .  F  -:..•.  .n  ^^^—^  n 


-^,  ^=  '  étant  un  nombre  entier  donné. 


r  k  ^   -,,        T       «x      ,         -       i  \. 


I 


-2:^^'  '\         -r-    -ï-      r    :--    -  ^       _    i     '    ~1       -^ 


log.  Om  est  un  nombre  premier,  on  ne  pourra  faire 'usage  que  de  l'équa- 
tion des  complémèns  (C),  et  les  transcéndailles  dont  il  s'agît  ne  pourront 
être  réduites  à  i^n  nomhse  moindre  «que  iX'^— *J^  Mab  filjitst  un  nombre 
composé,  chaque  facteur  premier  den  donnera  lieu  à  l'application  de  celle 
des  équations  (D),  (E)j  (E),  e|e.;:  qui  est  relative  à  ce'  facteur,  et  il  en 
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résultera  des  réductions  d'autant  plus  multipliées,  que  n  aura  plus  de  fistc^ 
teurs  simples. 

Si  /}  est  divisible  par  j ,  on  pourra  appliquer  Féquation  (D),  dans  laquelle 

f  *j  3  I 

on  fera  successivement  xcs  -,  a?==  -,  or  =  -,  etc.,    jusqu'à  op  =3  7  ce 

qui  donnera  autant  d'équations  de  condition  entre  les  fonctions  F  - ,  F  - , 

3                 »—  I 
F-,,.,..r .  On  se  borne  à  chercher  des  relations  entre  ces  fonc- 

n  27» 

lions  ^  parce  que  les  suivantes,  jusqu'à  F  ^        ,  se  déduisent  de  celles-€Î 

par  l'équation  (C)^  excepté  F  {j  dont  la  valeur  est  connue. 

Si  n  est  divisible  par  3 ,  on  fera  Ji'application  de  l'équation  (E) ,  en  don- 
nant à  ;r  les  valeurs  successives-,  -,  -....jusqu'à  g  exclusivement ,  ce 

qui  donnera  de  nouvelles  équations  de  condition. 

On  fera  un  semblable  usage  de  l'équation  (E) ,  si  n  est  divisible  par  5  ;  de 
l'équation  (F),  si  n  est  divisible  par  7,  et  ainsi  de  suite. 

On  aura  de  cette  manière  toutes  les  équations  de  condition  qui  servi- 
ront  à    réduire   au    moindre    nombre  possible   les    transcendantes  F  -  » 

F  - .  ....  F    "^    ,  et  qui  feront  connaître  en   même  temps  celles  de  ces 

fonctions  qui  sont  nécessaires  pour  exprimer  toutes  les  autres. 

iio.  Considérons  pour  premier  exemple  le  cas  de  /i:s=iaj  et  désignons, 

pour  abréger,  îog    F  (A)  par  Z*;  la  question  est  de  réduire  au  moindre 

nombre  possible  les  transcendantes  Zi ,  Zs^  Z5,  Z49  Z5;  et  pour  cela  nous 
aurons  à  faire  l'application  des  équations  (D)  et  (E)^  puisque  n  a  pour  fac^ 
teurs  premiers  %  et  3. 

Les  valeurs  à  substituer  dans  l'équation  (0)  se  réduisent  à  deux  seule- 
ment,  0?=!^^  .  x=B7r ,  parce  qu'on  doit  supposer  a:  <  ^;  il  en  résulte  les 
deux  équations  de  condition 

Zi  +  Z7  —  Z2  =  ^/^  +  I  '^j 
Za  +  Z8  —  Z4  =  i  fer  +  f  fe. , 

Au  lieu  de  Z7  etZ8,  il  faut  introduii^e  les  complémens  Z5  et  Z^j  ce  qi|i 
se  fera  par  l'équation  (C),  qui  donne,  en  &isant  -p^^s^ûi, 

Z5  H-  Z7  =  /-t^œ/^tt  +  a/a  4.  /  sin  m. 
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Cette  substitution  donnera 

Z5s=Zi  —  Zj  'i'jlTT  +  ^la^ismcûy 
Z4  =  i'Za  4-  ^ for  4-  ?/3  —  i  15. 

L'équation  (D)  ayant  fourni  deux  équations  de  condition ,  on  voit  que 
les  cinq  transcendantes  dont  il  s'agit  se  réduisent  à  trois,  qui  sont  Zi ,  Z3 , 
Z3  ;  et  cette  solution  est  dans  le  fond  la  même  que  celle  de  Part.   18 ,  011 

Ton  n'a  &it  usage  que  des  équations  qui,  pour  les  fonctions  0-\  ,  répon- 
dent aux  deux  équations  (C)  et  (D)  relatives  aux  fonctions  F.  Mais  l'appli- 
cation de  l'équation  (£) ,  due  au  facteur  premier  5  ^  ibumira  encore  une 
nouvelle  réduction. 

Puisqu'on  doit  prendre  ^  <C| ,  on  n'aura  k  substituer  dans  l'équation  (£) 
que  la  seule  valeur  x  =s  7»^  ce  qui  donnera  l'équation  de  condition 

2i  ^-  25  4-  Z9  —  Z3  =  /(2^)  -H  ^I3i 

mais  par  l'équation  (C)  on  aZS  +  Zgsi/  -r-^aBsfar-H^/aj^onc 

Zi  +  Z5  —  aZ3  =  ^ia+^/S. 

Substituant  dans  celle-ci  la  valeur  de  Z5  -exprimée  par  Z  i  et  Z3 ,  il  viendra 

Z5  =  Zi  —  IZ2  +  ^hr  4-  ^i2  —  1/5  4-  ^/sino»; 

d'où  l'on  voit  que  les  deux  transcendantes  Zi ,  Za  sufiisent  pour  déterminer 
toutes  les  autres:  c'est  le  dernier  terme  des  réductions  qui  peuvent  avoir 

lieu  entre  les  diverses  transcendantes  désignées  par  F  — • 

m.  Nous  avions  déjà  atteint  ce  terme  dans  l'art.  24^  ^^  ^^^^^  i^'y 
étions  parvenu  qu'à  l'aide  de  diverses  intégrations  fort  compliquées.  En 
vertu  de  ces  intégrations,  on  a  déterminé  le  rapport  des  deux  quantités  M«, 
Mf  y  comme  il  suit  : 


•  I 


M,  loi  a' ^3^ 

I  r7^    =   a^  3^  OOS  âf  =  — : • 

Or ,  par  la  Ibrmule  du  n®  4?  ?  ^^  * 

M,  =  G)  =  î^i^, 

M,  =  (I)  =  ^f  i 

donc 

,  M.  _  /r^\    ri 

T.  IL  76 
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égalant  les  deux  valeurs  de  rr^,  on  pourra  déterminer  F^  par  le  moyen  des 

deux  transcendantes  Tr^y  V-^j  et 'on  obtiendra  ainsi,  flans  la  notation  pré- 
cédente y 

Z5  =  Zi  —  iZa  +  J/tt  +  i/2  —  |/5  +  ifsitid&, 

valeur  qui  s'accorde  entièrement  avec  celle  qu'on  a  déduite  de  l'équation  ÇS^ 
Ainsi  le  résultat  qui  avait  été  trouvé  presque  fortuitement  par  des  inté- 
grations très  difficiles  y  e^t  donné  immédiatement  par  l'ëqu^dion  (E).  En  gé- 
néral^ il  >parah  jque  les  seules  né^uctioas  \qui  peavenjt  avoir  Jîea  entre  ks 
fonctions  F,  soi^t  eâU^s  que  4onnent  ks  équations  (C)^  (D)»  (£)iet  les  soi- 
vantes,  lorsque  l'application  peut  en  être  Êiite,  à  raison 'des  nombres  pie** 
miers  qui  sont  diviseurs  de  /t«  Ces  équations  ^pt  d'ailleurs  l'avantage  de 
conduire  laux  séductions  par  la^oie  la  plus  simple  dtla.pkis  courte,  «onmie 
on  vient  d'en  voir  un  exeniple;  elles  paraissent  donc  ne.rien  laisser  k  désirer 
sur  la  théorie  des  fonctions  t. 

lia.  Dans  l'exemple  4out  nous -venims^e  dévciîloi](per  ia  solution^  le  .cal- 
cul nous  a  conduits  à  prendre  Zi  et  Z2  pour  les  termes  avec  lesquels  on  de- 
vait exprimer  tous  les  autres.  Mais-Zi  et  Zt2 "étunt  iclatife  aux  fonctions  F-V» 
Tr^j  il  p6ut:par«itre  plus  sie^ple  -dépendre  ^pour  term^  de  coonparaifKm  la 
fonctions  Fj  et  F^.  Danscette  hjtpothèse,  il  faucbra  exprimer  Zi^.Za  et  Z5 
par  le  moyen  de  Z3  et  Z4-  C'est  ce  qu'on  peut  faire  facilement,  au  moyen 
des  formules  précédentes,  et  voici  le  résultât 'fln  calcul  dans  lequel  nous 

comprenons  toutes  les  valeurs  de  log  F  — ,  excepté  Ibg  Tj. 

rF-^  =  /F  5  -f-  /Fi  —  i/^  — Ifa  -1-1/5  —  i/sinJ^, 

>/r-^  t±=^/Fi  —i/^  —  iïa  +i/3, 

/f4  =  /F7  —  /Fi  +i/7r-f-  h  -.'B^UànA^ 
12  4  3     •     2  •  8        '     2  12' 

12  3  4  ^  8*2  12' 

IV-  =  —  flrl  4.  for  +  /a  —  -/5, 

12  3  •  2        ' 

/r- =  —  a/ri  +  -  for  +  |/2 -.i/5,       . 

12  3       "       2  '      3  2        ' 

la  4  3         a  a  o      -       a  la 
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1 1 3.  On  a  trouvé  daB&Fart.  20 ,  ^  j  =  t^ (sîn  45*)  =  B  ;  or  par  la  formule 

qui  suppose  n:=±4y  est  équivalente  à  7^. 
Donc  T^^s^^Hj^tt: 
dBemâknp^aa  m&f^  çIq  U  trausceudanAe  Ç-j  dotttrki  valeur  ert  d^rmé^ 

dans i'art,  1,9, pour  Ircaade  ac=  5,  00.  tirouveca  ^^55?:^^  5"^C^jCdé5Î^ 
gDant  comuie  dans  Part.  34  ^  fonc^on  F*  (sin  iS""). 

Mais  par  la  théorie  des  ftm étions  ellipUques,  on  trouve^  Tes  logarithmes 
vulgaires  de  B  et  G ,  comme  il  suit  : 

=  a.aôffra  72204  ^^92» 
lofe  C  »  ©•2o36i  53657  ^26^. 

De  là  résultent  les  valeui's  des  transcendantes  log  I" —  et  logP  C*'l"7^)> 

comme  on  lès  voit  (ïans  le  tid>Ieau  suivant  ^^  qui  pourra  être  fort.  uAîle  dans 
diverses  redkerches  d^analy^ 


Ibg^ff 


Qé 


T^^^^W^^^HW 


lOwfiHT  '■  1^ 


hgJ^ 


3 

A» 

t  A 

ta 

•g 

1  A 

1  S 

I  A 

1  A 
lO 
lA 
I  I 


, 1.06067  60454  1587 

0.74556  78577  533o 
o . 55958  1 0750  4^47 
0.42796  a7>493  i4a6 
.0.33788  13161  8498 
o.a4857  49553  4707 
o.i843a  48784  0648 
o.i3i65  64916  840a 
o.o88:id  $7954  8a65 
o.o5a6i  aoio6  048a 
o . oa347 ' 73967  1089 


9,96741  66073  69^  j 
9.9573a  iq837  «551 
9.95084  14945  940O 

9*94766  99744  7^58 
9.94754  49406  85o9 
9.95034  16733  731 I 
9.95558  5a526  2854 
9.96334. 5o588  7455 
9.97343  07645  5719 
9.98568  88358  2149 


ZjM 


> 


1  '  i 


1 1 4*  On  a  trouvé  encore  (n*  22)1  po^  le  c^»rde  Jé:p=  8 ,  la  fonction  (-j  b= 

* 

2*F"rtang  gj=2*D,  en  faisant  F'f^tang  g)=D;  mais  la  fonction  |r-J=>jplJ 
donc  (r^)*  gs  8 .  2^Dr JH  JtoiW  oopuniffljûnjrd^à  r4,::it||ouaj>affip»tro^1^'(^^ 


/O 


•  • 


de  là  résulte 
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log  D  c=  0*21651/5^577  2807, 

log  ri  sas  0.8770a  aa495  5974. 
Cette  yaleur  £iit  connattre  odle  de  ff  par  l'éqnatxm  T\ 

celles  des  cotnpléinéiis  r{  et  Tf ,  par  les  équations  r|  If  i 


tt 


■  t 


'  :,rirf= 


sin^ 


sin 


J-.  Enfin  rappltcâtioa  de  la  formule  T{i+d)=:ani^tdn  connattrt  k» 


fi3rmera. 
tableau  additionnel  qui  suit  : 


h^ra. 


TT 


0.87702   22495    5974 

0.57482  82679  744^ 
0.15670  62587  9878 

0.05728  79627  7i5i 


kgrCi-fa). 


9.97595  ^2625  4?^ 
9.94885  95557  021 5 
9*95258  62761  4^86 
9.97929  60157  9562 


II 5.  Après  avoir  développé  fort  au  long  Te  cas  de  n^=:i2y  et  celui  de 
»=:8,  nous  prendrons  encore  pour  exemple- quelques  autres  valeurs  de  a; 
mais  ne  voulant  point  entrer  dans  le  détail  des  solutions  effectives,  nous- 
nous  contenterons  d'en  démontrer  la  possibilité ,  et  à  cet  effet  nous  ferons^ 
usage  des  mêmes  signes  d'abréviation  que  ci-dessus. 

Soit  d'abord  a  =:  24  9  et  soit  désignéepar  (pc)  la  quantité  Ic^  T  ^^  :  on 

eonnalt  déjà,  par  le  cas  de  /i=  12,  les  réductions  qui  ont  lieu  entre  les 
termes  de  rang  pair  (2),  (4)9  (6),  (8),  (10),  puisqu'en  général  l'expression; 

{2k)  désigne  IV  ^7),  qui  est  ^a-  même  cbose  que  /F  (—\  Ainsi  en  appli- 
quant les  résultats  trouvés  dans  le  cas  de  n=  12^  on  aura  entre  les  cinc|. 
transcendantes  dont  il  s'agit ,  ces  trois  équations  : 

(6)=  (2) -i(4) -H  ci, 
(8)  ==i(4)  +  rf,. 

(ia)=    (a)  -  (4)  +  ^. 

Pour  dWtenir  d'autres  réductions^  on  fera  d^àbord  dans  Féquation  (D)  les 
s«b6lâtutic^xs=5in;>  «  =  ^>  «ssa^,  ce  qui  donnera 


_B ri ._] 
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(3) -H  (i5).  w eS^r   ?*i^r 
(5).  -K;(i7}  — (i:o>  =Hd;  . 

Mutant d«B8'  oe$  ^qaatioBs,  a<i  lieu  des  terme» (.t5),  (i&),  (17),  leii>»iBO«ir< 
ï»léinen»  ^(»>),  — (9),  •:— (7),  oaen.tirera 

(9)    «(5) -(6)    H-rf, 
(7)  «(5).^(io)  +  i^. 

Ces  ëquatums  font  voir  que  sut  les  six  transoeiïdàAtes  (r),  (S),  (5)^  (7),  (9), 
(ï  1  )  y  il  suiBt  d^en  connaître  troiSi. 

Mais  d^  plus  ^l'équation  (E)  fournir?  de  nouvelles  réductions^  en  y  sub- 
stituant les  valeurs  x  =3  ^^  a:  =a  ^ ,  toutes  deux  plus  petites  que  |^;  cette 
substitution  donne  deux  équations  qni,  a  A  moyen  ()es  termes  complémen-* 
tairieSy  deviennent 

C0  +  (9)    -  (7)  -  (5)  F=  Z'. 
C5)-f-(i0-(5)-(9)  =  ^. 

Celles-ci ,  en  vertu  des  relations^  déjfi  trouvées ,  se  réduisent  à  une  seule,  qui 
donne 

(5)  =  (i)-(a)H-(6)+"rf. 

Cela  posé,  on  voit  que  les  deux  transcendantes  (i)  et  (3)  de  numéro  impair, 
et  les  deux  (:>),  (4)  de  numéro  pair»,  suffisent  pour  déterminer  tontes  les  au- 
tres y  puisqu'on  a  les  valeiu^  suivantes  : 

(5)  «(0.-i(4>+^, 

(7)  =(0-.-(a)+K4)  +  4, 

(9)    =(3)w   (a)+i(4)-|-rf, 
(ii>r=.(,)-.    (2)4-rf. 

Ainsi,  dans  le  cas  dé  71=3^4,  les  quatre  ttanscendaàtes  Fj^,  T^,  T^, 
r  ^  suffisent  pour  déterminer  tontes  celles  qni  sont  comprises  dans  la  même 
série ,  jusqu'à  F  î^.. 

116.  Considérons  enfin  le  cas  de  nssâo,  et  ptôpoionf-n^tis  de  tre^ve» 
combien  il  faut  de  termes*  de  lar  suite  F/^ 9  F^.  «  •  «.  F|i,.pottr  détenaatfier 
tous  les  autres ,  et  quçls  sont  ces  termes. 

Déûgnant  toujoŒs  logF  g-  paiL(A'))  on.  pourra  d'^prd  coiisidâlrer  les  ter- 
mes oÀ  Â:  est  un  multiple  de  .5 ,  et  appliquer  à  ces  termM  Jes  formnks  tsom- 
vées  pour  le  cas  de  Js;=sx3,  ce  qjiî  donnera 0  ^ 
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dantes  (k) ,  dans  lesquelles  À:  est  tm  multifple  ite  5rr  — 

Si  l'on  coDsidère  séparécu^ntJesf^tergifis  où  Al^sC  ^r  y  on  aura ,  par  l'ap- 
plication des  équations  (D)'^t^)  ,les  celajtii^nidiuiValites  : 

C28):=i-(*).— f4).f  <r,: 

(a4)=:(6)-(.a):+^.         ,  . 

<aa)  5=5,(8)— (i6):4- <i|. 
(i8>  ==&  (ta) -T- (a4>  Hr  ^,: 
(i6).B*(^).^(a8)4.V. 

On  trouvera  ensuite,  au  moyen  des  équations  (E)  et  (Ç), 

(a)H-'C")-.08)-(iq)Fr-^ 
(4)  4- (a4)  -  (i6)  -  (").  =  a, 

(6)' +  (b6)  -  (t4)  -  cs) = ^;- 

(8)  +  (a8)  —  (w) -- (a4)  =  d 

Ces  quatre  équations^  combinées  avec  les  six  qui  précèdent,  ofl^nt  deux 
coïncidences,  et  ne  déterminent  que  buit  quantités ^  savoir  : 

(a8)  =  (a)  -  (4)  +  d, 

(36)  =  (a)  -  (6)  +  rf, 
(a4)=(6>-r-(ia>^rf^      - 

(m) -i=:a(i  à)— (a)^  H-t/; 
(,)9)  *=a(ii)^  (î5>-h-rf^     - 
(i6)  ==  (4)>  -^  (6)'  —  -9  (*3>^  ^ 
,        ,       V  ,  .(i4)  =  (a)  +  (6)  -  a(wX_+  4,  .■:,.. 

„   (8.)?=(6)  +  (4).-(?)+:-rfî. 

d'où  l'on  voit  que  les  quatre  quantités  (s),  (^),  (6),  (i3)suiâ5ént.po«r<ié- 
tetmioer  tous  les  tiermes  (k)^  dans  lesquels  k  est^pariref  non  •divisible' par  R  ^ 
Eli#n  rappKcatioa^des*  équations  '(^)  et  (G)  dôtiae 

(2)  +  (l4)  +  (26)  -  (23)  -  (lo)  -  (io)'=  li, 

-  :(4)i4- (16)  +  (38) -^  (ao)'— (8)  *- (2^^ 

eti'Mftdéux^oi'SCirëdinMilt  i  unifi*squlQ,( savoir:    > 

(ia)  =  (2)-.i^(iy>)+.i?;-^ 


d!où  M  fmik  iiM  Awi  lies  tjtamfxi  (A)  où  À  >asj:  pair^  tpbMnwit  il'iniprkmt  au 

117.  Venons .roaiiUenapt  aux  4]uaDtîléa  où  A:.eat  uop^<*  Oa Avirai  par  J'up- 
plication  des  équations  (D)  at  (Q)  ^  ^es  six  conditions  : 

(17)  =  (r15) -.  (26)  +  rf.      '  7_ 

Ensuite  les  équations  (E)  et  (C)  en  fourniront  quatre  ,^yoir  : 

(i)-H(ai)-(i9)~(3)  =  rf, 

^)  +  M  -  (")  -  (27)  = '^^ 
Mais  ces  quatre  conditions  se  réduisent  aux  deux  suivantes  : 

(,0  =^1)  -h  (9)  ^  (a)  -  <3)  +  <B)  +  ^, 

(13)  «  (3)  4-  (7)  —  (9)  +  â(a)  -  »(©)  -  (>^  +  *<. 

fhtfin  l'ëqnattion  ^)  donnera  deux  conditions  qdi ,  en  vertu  des  relations 

déjà  tarpvi^Qeay  1M9  néduîiient  a  uneiseule ,  SâvgSr  r    '   : 

(9)  =  (3)  4-  (2)  -  (6)  -  i  (10)  +  d. 

De  là  on  mit 'qoWecQesiquatre 'données  ioifNiîfesft),  (5)^  (!^^yKj)y  jcÂc^tes 
aoK^quatre  d0miM8f>m7e8*^3),  (4)}  (6),  (^«) ,  oïl  p«inrni'iiciie?er  de  détenni^ 
nsr  toQbes  Jes  «toansoendantes  <  désignée»  «par  '(A).  On  aura  en  ^et ,  ipoor  îles 
iermoTiioipaim^  C9S  M|>reobBs  : 

1(9)  =  (5)  +  ta)  -  (6)  -  i  (la)  4-  rf, 
(h)  =  (i)  ^  a  <io9  4-  rf, 

(i^  «  '(5)  -  i  (to)  ^  d, 
•(17)  5=»  (7)  -  i  (JT))  4- 1?, 
(i9)  =  (0-(a)4-i(io)  +  rf, 
.(or)  sa  (&)  .^  («  )  .4-  i  (to)  4-  *, 
.  •  <b5)'iaB  (7)  .^  r( •>  -ii  ^)  -^  (la)  4-  rf, 
-•.•••:    .    .(24)<«5  (3) .-*-..<*©)  .4*  rf^ ■• 
..    .•.|îai;)««(5)*.'(«')4-^, 
:      •.  Xa9)^H— (••)4*<<. 
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Quant  aux  termes  où  A  est  pair,  noas avons  d<mnë  ô-dessas  leur  expresnon, 
où  il  ne  reste  plus  à  substitoer  que  la  tttlear  (ta)  =:  "(a)  "^  j  (i6) -{•  d. 

118.  Kemarquons  que  le  nombre  des  transcendantes  nécessaires  pour  dë- 
terminer  toutes  les  autres,  étant  nommé  H,  on  aura 

pour  n  =  12,    R  =  a  =  ii'  (i  —  J)  (i  — i), 

pour  «  =  a4,    N  =  4  =^  0  -i)  (i-i), 

pour  n  =  60,    N  =  8  =  ^  (i  -i)  (1  -i)  (i  -f). 

Dans  cette  formation  du  qooibre  N^  le  Ssicteur  ^  est  dû  à  Fëqnation  (C) ,  le 
facteur  (i  — |)  à  l'équation  (D),  le  facteur  (i  —  J)  à  l'équation  (E),  et  le  fiic- 
teur  (1  —  j)  à  Féquation  (F). 

En  généra],  û,  a^C^y^  etc.,  sont  les  nombres  premiers  inégaux  qui  divi- 
sent N.,  on  aura 

«  =  ;(— O0-i)0-ï)."-. 

•nombre  qui  exprime  combien  il  y  a  de  homibres  premiers  à  n  et  moindres 
quefi». 

Cette  loi  a  été  yériûée  dans  pi  usieurs  autres  exemples  ^  et  il  y  a  lieu 
de  croif«  qu'elle  est  vraie  ..en  général;  d'où  41  suit  qu'étant  donné  un 
nombre  quelconque  n ,  on  peut  trouver  immédiatement  combien  il  &ut 

de  termes  de  la  suite  T  -,  r  -,  T  -• . . *  T  •  pour  déterminer  tous  les 

autres. 

;Ainsi  si  l'on  voulait  construire  avec  le  moins  de  données  possible,  une 
table  des  fonctions  Ta  pour  toutes  les  valeurs  de  n,  de  millième  en  millième, 
depuis  a  =so.o9i  jusqu'à  4  =  1.000,  on  pourrait  le  fidre •  en -supposant 
connu  un  nombre  de  termes  de  celte  suite:=  Soo.^.lssaoo.  Si  au  ^ieu 
de  donner  aux  valeurs  successives  de  a,  ie  dénominateur  commun  1000, 
on  leur  donnait  le  dénominateur  .io5o,  qui.. a  pour^  acteurs  premiers  3, 
5,5,  7 ,  le  nombice^des  termç$  nécessaires  serait  -^  •  i  •  î  •  f  «  f  '^^  ^^^ 
Ainsi  il  ne  faudrait  que  120  termes  pour  en.  détermineir  algébriquement 
io5o,  et  la  Table  ne  serait  guère  luoii;!^ facile  à  inteq>aler  que  dans  l'autre 
cas.  »  •  . 

II  g.  On  sait  de  cette .  manière  combien  il-&ut  de  transcendantes  pour 
déterminer  toute^Jes  autres;  mais  il  n'est  pas  aussi  fiicile  de  prévoir  quelles 
sont^  pour  chaque  valeur  de  a ^  ces; transcendantes.  Sans  le  cas  de  11=60, 
on  aurait  pu  penser  que  ces  quantités,  dont  le  nombre  est  fixé  à  huit,  pou- 
vaient être  les  huit  premiers  tecm^  de  la^uite  T^,  T  ^,  P^,  etc.; 


X 
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mais  le  calcul  a  &it  voir  que  la  fonction  F  ^  ddt  être  exclue  comme  étant 
déterminée  parles  préoédentea,  au  moyen  de  1 -équation  (8)ss(6)-i-(4)^^)*H'* 
Cette  circonstance  a  forcé  de  prendre  pour  huitième  terme  la  fonction  F  ^. 
Au  reste ,  le  problème  qu'on  a  résolu  par  les  huit  fonctions  mentionnées, 
pourrait  l'être  de  beaucoup  d'autres  manières,  c'est-à-dire  qu'une  ou  plu- 
sieurs de  ces  fonctions  pourraient  être  remplacées  par  d'autres  en  nombre 
^al;  ce  qui  ferait  toujours  huit  transcendantes  par  lesquelles  oh  détermi- 
nerait toutes  les  autres. 

120.  Nous  remarquerons  encore  que  les  équations  que  nous  avons  trou* 
vées  pour  les  cas  de  /i=  1  a,  /is=34,  n^6oy  et  toutes  celles  qu'on  trou- 
verait de  même  pour  d'autres  valeurs  de  1» ,  sont  autant  de  théorèmes  qui 
établissent  des  réductions  plus  ou  moins  remarquables  entre  les  fonc- 
tions F.    .    .  . 

Par  exemple,  l'équation  (la)  =  (2)  **-  ^lo)  +  ^>  obtenue  dans  le  cas  de 
lï  =s  60 ,  est  l'expression  abrégée  de  ce  théorème 

r|  =  r^.(ri)-^p,   " 

P  étant  une  fonction  donnée  de  tt  et  de  quantités  algébriques.  11  est 
même  fecile  de  voir^  à  priori ,  de  quelle  manière  ^tt  doit  entrer  dans  cette 
fonction. 

En  eflFet,  si  dans  les  équations  (C) ,  (D) ,  (E) ,  etc. ,  on  fiiit  F^  sss  ^*î-*  4>(ap), 
O  étant  une  nouvelle  fonction,  on  trouvera  que  «tt  disparaît  entièrement 
de  ces  équations ,  de  sorte  que  la  quantité  ^r*^'  F:r  devra  être  indépen- 
dante de  ^  dans  tous  les  résultats  qu'on  tirera  de  ces  équations. 

Dans  l'exemple  précédent  ona|  —  HH^j^Iss^;  donc 

Q  étant  une  fonction  purement  algébrique  qui  ne  doit  plus  contenir  7r. 
Pour  trouver  cette   fonction  algébrique,  il  fondrait  développer  tout  au 
long  les  équations  qui  ont    conduit  à  l'expression  abr^ée  (12)  es  (2)^^ 
i(io)^dy  comme  nous  l'avons  fait  dans  le  cas  de  is  =b  ix 
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CHAPITRE  XIII. 


Propriétés  générales  des  Coefficiens  différentiels  de  la  fonction 

log  Tx- 

121.    D'AP&às  le  théorème  de  l'art.  2g ^  si  l'on  &it 
on  aura 

•       ^    =  -    VT,      OU       -;^-    =   -   T. 

Mais  par  TëqiiàtioQ  (3)  on  a  V  ^f  rl^J^  S^  ^  l«g Vsaaff/H-ft'y— /TQH-^)} 
doûc 

Mettant  7^  an  ^jeu  de  p  +  7  >  ou  aura  l'équation 

a  laquelle  on  petit  donner  àUssî'la  forme 

J  log  r(i  +  y^      4 fog:^t^  jfPi^'fX^  —  s^)dx  . 
ûfr  dp  J         1—* 

l'intégF^e,  du  second  membre  est  prise  à  l'ordinaire  entre  les  limites  x  =:  o^ 


dlo^Vr       d lôg  vp         r<h^     s^  -^3^ 


JC.acs  !• . 


132.  Soit  pzsxQ  et  Ta^«)  le  ooefficient  différentiel    "  ■  "'y  *'^'^  4e    ré^ 
duira  -— C  d'après  la  formule  (18);  ainsi  on  aura 

^fiL^l:^=  -.C+/^i±:  (55) 

c'est  l'expression  du  premier  coefficient  différentiel  de  la  fonction  logr(i+a). 
Ce  coefficient  pourra  se  déterminer  exactement  lorsque  a  sera  un  nombre 
rationnel  ^  puisque  sa  valeur  est  composée  de  la  constante  connue  —  G  et 


.     :  GHAPrntEXiiL        .  '  4P5 

tl'une  intégrale  définie  qui  ne  dépend  que  des  arcs  de  cercle  et  des  loga- 
rithmes* '  ^ 
Soit  alors  a  =  —,  et  soit  a:=^",  on  aura 

Celte  dernière  int^rale  étant  désignée  par  B.,  on  aura 

J         I— 4P  m  "' 

par  conséquent  pour  toute  i^aleur  rationnelle  a=  —  ^^  le  coefficient  diffé- 
tiel \^^   -  au^a  pour  expression 

ce  qui  donne  aussi 

Quant  à  la  valeur  de  B.,  on  trouve  par  les  formules  connues  que  son 
expression  générale  est,  en  faisant  o)  =  -  : 

B»=:-  m  cot  m<»^ —  log  «-^-  cos  tjïm  log  (a  sin  û))— -  cop4w»  log(3^8ina^)-T-Teiç^, 

le  dernier  terme  devant  être  -—  -  cos  {n  —  i)m(ê  \og  (n  sin    *^    ûm  ,  si  /i  est 

impair,  et  — -  -^  cos  mir  log  2,  si  ix  est  pair;  mais  il  &ut  obitrvier  qm  octte 
valeur  suppose  m  <Cfl»  Dans  le  cas  contraire,  il  faudrait  séparer  de  la  djffê- 
rentielle  —  .  '^-^ v  >  ^^  partie  entière  qu'elle  contient ,  et  l'int^;^,  .4^9» 
les  limites  j^  s=  o ,  j^  =  i .  Le  reste  de.  cette  différentielle  représenté  par 

4  .  4^,  .„„i.  pour  tartgrd.  1,  ,„.na,i  B,. 

Xa  même  opération  peut  .être  £dte  d'une  aulre  ijoani^,.  ei^  .dvqmimwf^ 
successivement  la  valeur  de  a  jusqu'à  ce  qu'elle  devienne  plus  pet^ite  qjip 
l'unité.  On  a  pour  cet  effet  les  formules  Y{\^ii)m^dîa^  r(3  4~^)==^ 
(i  -4-d)flra,  etc.,  d'où  l'on  tire 

da  a^^    da   ' 


.ûKr(2  t+-  rt  ..      I.   M  .    I    I  dlTu  , 


;  t  ^        


t  I  ,  «  •  * 


etc. 
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laS.  &  on  désigne  par.  ^(a)  la  somme  de  la  snite  harmonique. •  •  •  • 
I  *|-i-i-7-|«^.  •••-{•-,  on  aura  par  l'art.  82 1 

La  fonction  f  (a)  sera  donc  aussi  exprimée  par  l'intégrale  définie 

<P(«)=/^ÎT^-  -^  (34) 

Cette  expression  se  vérifie  immédiatement  lorsque  a  est  un  nombre  entier. 
En  eSety  dans  ce  ca»  on  aura 


1  — 


■s 


et  l'intégrale  de  ce  polynôme,  prise  depuis  x=:o  jusqu'à  xss  i,  donne  la 
suite   1+5  +  5 +^  désignée  par  ^ (a). 

Ce  résultat  étendu  à  toutes  les  valeurs  de  a ,  en  vertu  de  la  continuité 
delà  fonction  9  (à),  aurait  suffi  pour  donner  l'expression  de  ^(d)  en  inté- 
grale définie,  et  de  là  celle  du  coefficient  difiërentiel  \t7'  y  qu'on  au- 
rait trouvée  ainsi  sans  le  secours  du  théorème  de  Fart.  29. 

I  a4*  Il  résuUe  de  la  formule  précédente  que^  toutes  les  fois  que  le  nom- 
bre a  sera  ratîfonnel ,  la  somme  ^  (a)  de  la  série  harmonique  pourra  être 
exprimée  par  le  moyen  des  arcs  de  cerde  et  des  logarithmes,  ce  qui  est 
un  théorème  assez  remarquable. 

Pour  avoir  la  valeur  efiective  de  f  {a)  dans  le  cas  dont  il  s'agit^  on  obser- 
vera d'abord  que  par  la  nature  de  cette  fonction,  on  a 

M  =  î  +  <P(«  —  Oî 

d'où  il  suit  que  la  détermination  de  la  fonction  ^(a)  se  rédtaira  ton- 
jours  à  celle  d^une  pareille  fonction  dans  laquelle  a  sera  plus  petit  que 
l'unité. 

Soit  alors,   aisz--  ..m  étant  <C  ^9  et  on  aura,  comme   ci-dessus. 

Les  cas  les  plus  simples  peuvent  être  calculés  directement  par  le  moye» 
de  l'intégrale  définie.  Ainsi  on  trouve 
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Lorsque  a  est  infiniment  petit ,  on  aura 
Cette  valeur  se  déduirait  aussi  de  la  formule 

d^        cldlogr(i+a) 

dont  le  second  membre  se  réduit  à  S«  ou  -g-  lorsque  a  s:  o  (art.  i8). 

La  fonction  p  (a)  décroit  donc  continuellement  depuis  a  =  i  jusqu'à 
â  s=x  o  ;  die  est  ^ale  à  i  dans  la  première  limite^  et  à  zéro  dans  la  se* 
conde. 

Nous  remarquerons  qu'Euler  a  donné  la  valeur  de  ^(7)  dans  son  Gilcul 
différentiel,  page  81 4 9  niais  d'après  une  suite  infinie  qu'il  ne  somme  que 
dans  ce  cas  particulier. 

125.  Si  l'on  différencie  logarithmiquement  les  équations  (C),  (D),  (£),  etc., 
on  aura  diverses  relations  entre  les  coefficiens  différentiels  de  même  ordre 
de  la  fonction  TÇx).  Et  d'abord  l'équation  (C)  donne 

dira      rf/r(i  — a)  ^_  ,„. 

Ainsi  le  coefficient  diflfêrentiel   ^r  J^^    peut  se  déduire  du  coefficient 

différentiel  -^p  9  qt^e  nous  r^rdons  comme  son  complément* 

Cette  équation  fiût  connaître  la  différence  de  deux  coefficiens  qui  sont, 
complémens  l'un  de  l'autre,  et  elle  a  l'avantage  de  donner  cette  différence 
pour  toute  valeur  de  a  rationnelle  ou  irrationnelle. 

L'équation  (5^)  donnerait  pour  la  même  différence,  cette  valeur 

dira  ^^ dlrii-^a)  _^  rdx      s^^*  —  <•  ^ 
da    "^    d{i—a)    ""J   x   *       i — s      ^ 

donc  on  a 


466  INTÉGRALES  EULÉIUENNES, 

formule  qui  a  lieu  pour  toute  valeur  de  a,  et  qu'il  est  aisé  de  vërifier  lorsque 
a  est  rationnel.  Cette  formule  s'accorde  entièrement  avec  celle  du  n^  55. 

126.  Difierenciattt  de  mâme  l'équation  (D),  et^changenit  jp  tn  a^  on 
aura 

Le  premier  membre  se  compose  de  deux  différences  qui  se  déterminent  par 
réquation  (3^),  et  dont  les  valeurs  sont 

dlVa dl  r  (aa) rdx     x^  —  ^ 

da            d  (aa)       j    x    *    i  — x  ' 
d/  r  (i  +  g)       dl  r  (aa) rdx^     jc«^  — y»-^^ 

Donc  en  faisant  les  substitutions ,  on  aura  la  formule 


/dx     ^r^-f.*^"*"*— 2x**  , 

—  •  — =2/2. 
X                        I— 4P 


De  l'éqpation  (E)  on  déduirait  semblablement  la  formule 

fdx  ^  X-  +  xi "^^  +  J"^^  —  3^_  j^j 

J      X     *  I  X  ^ 

et  ainsi  des  autres. 
Ces  formules  peuvent  aussi  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

et  Ton.  peut  remarquer  qu'elles  sont  toutes  contenues  dans  la  formule 
générale 

/(T^7-T^ir)=^.  (57) 

m 

1:17.  Ce  résultat  est  &cile  à  vérifier  lorsque  a  est  un  nombre  entier.  En 
effet,  appelons  F(a)  le  premier  membre  de  l'équation  précédente;  si  à  la 
place  de  a  on  met  a  -f- 1 ,  on  aura 


_-  .  rsfdx  x^  .    rx^-'dx    ^  /Uu^^-^-^it  x^  ,     /*/>«»*- 

MàiBon  a  ;  —  =5— •-^i et  1  .  ^   *sss—  — -t-  / 


'nx^^'-^dx 
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Faisant  ar=s  i  dans  les  parties  hors  du  signe ,  et  retranchant  une  intëgmle^ê 
f autre,  on  aura  F(fl-f.  i)c=5.F(tf),  et  par  conséqsent  F(a)=:F(i).  Mais 
lorsque  a  =  i  ^  on  a 

'  t 

faisant:  ensuite  or  =  i ,  on  aura  F(i)  =  //rj  donc  F(a)  =  In.  La  formule  gé- 
nérale est  donc  démontrée  lorsque  a  est  un  nombre  entier. 

128.  Supposons  maintenant  11=:'^ ,  ;?  et  ç  étant  des  nombres  entiers,  si 
l'on  fait  X  s^j'^,  on  aura 


n-)=/(f^-^^, 


intégride  qui  devra  toujours  être  prise  depuis  j^  se  o  jusqu'à  7*==  1. 

Si  l'on  faisaitj^"  =  z,  la  valeur  de  F(a)  pourrait  se  mettre  sous  la  forme 

FW=/(^-^'). 

c'est-à-dire  que  F  serait  la  différence  de  deux  intégrales  de  même  forme  et 
prises  ekiftre  les  mêmes  limites^  d'où  il  semble  qu'on  defvrait  conclure  que  F 
est  nulle.  Mais  il  faut  observer  que  les  intégrales  dont  il  s'agit  sont  toutes 
deoE  infinies^  et  que  leur  différence,  qm  peut  être  finie,  dépend  de  la  relation 
qui  existe  entre  z  etjr^  et  ne  pevit  être  trouvée  que  lorsqu'on  aura  écarté  les 
infinis  de  part  et  d'autre. 

Pour  cela ,  je  remarque  que  petq  ^tent  toujours  supposés  des  nombres 
entiers,  on  a,  par  les  règles  de  la  décon^position  des  fractions  rationnelles, 

TS  étant  un  dénominateur  qui  ne  s'évanouit  pas  lorsque  ^  =s  i  •  On  cnira 
donc  l'intégrale  indéfinie 

f(jr)  étant  une  fonction  àej  exprimée  en  arcs  de  cercle  et  logarithmes,  la- 
quelle est  nulle  lorsque^^sso,  et  ne  devient  pas  infinie  lorsque  j^=  i.  On 
aura  semblablement 

f{z)  étant  la  même  fonction  de  z  que^/)  ^^  àej.  De  là  résulte  l'intégrale 
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indéfinie 

F=/(i^)+y(r)-/(«); 

OU,  ea  mettant/?  à  la  place  de  2, 

-)-h/lr)-Ar)- 


Maintenant  si  l'on  fait  yssi^  comme  on  peut  préalablement  mettre  ^_^ 
SOUS  la  forme  i  ^y  +7^»  •  •+/*"%  on  aura  la  valeur  cherchée 

F(a)=fo, 

de  sorte  que  la  formule  générale  est  démontrée  h  priori  pour  toute  valeur  ra- 
tionnelle de  a. 

isig.  Conndérons  encore  l'intégrale  prise  depuis  x  =  0  jusqu'à  x  =  i , 

J\i — «  ^^    log*  /  U  =  i; 

si  on  la  met  sous  cette  forme  composée  de  tnns  parties 


T  = 


/(=-n) 


la  première  partie  en  vertu  de  l'équation  (35)  •  ••=—€«—  Z'a,  la  seconde 
s=5  log  m  ;  il  reste  donc  à  trouver  la  troisième  partie 

et  on  aura  T  =  —  C— Z'a  +  log  m  4-  V. 
Lorsque  n  est  très  grand,  cm  a  Z'  (i  4* ^)  s=  log  ^  9  et  par  conséquent 

— — -  dix  =  C-|-  log  i>.  Mais  la  formule  (57)  donne  en  général 
donc 


mêmes 


on  aura 


Â 
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I 

Mais  n  étant  infiniment  grand ,  on  a  a:"  =  i  —  -  log  -  ,  donc 

dx  dx 


I— -a; 


c. 


c'est  la  valeur  de  Pintëgrale  V ,  telle  qu'elle  a  été  donnée  par  Euler  {Nova 
Acta  Petrop. ,  tome  IV). 

Si  on  la  substitue  dans  la  valeur  de  T,  ou  aura 

i5o.  Pour  revenir  à  la  fonction    ,     ,  que  nous  pouvons  représenter  |>ar 

7J{a)  y  on  voit  que  les  équation^  (C) ,  (D) ,  (£)  y  etc.  y  ne  font  connaître  aucune 
propriété  particulière  de  cette  fonction,  et  qu'elles  conduisent  seulement  à 
des  formules  relatives  aux  intégrales  définies.  Il  ne  reste  par  conséquent  h 
considérer  d'autre  propriété  de  cette  fonction,  que  celle  qui  est  contenue 
dans  l'équation  (S^),  et  qui  consiste  en  ce  que,  toutes  le»  fois  que  a  sera 
rationnel ,  la  fonction  Z'(a)  pourra  toujours  s'exprimer  par  la  constante  —  C 
jointe  à  une  quantité  qu'on  peut  toujours  évaluer  par  arcs  de  cercle  et  par 
logarithmes. 

Nous  avons  traité  fort  au  long  des^éductions  qui  peuvent  avoir  lieu  entre 
les  fonctions  log  Ta  ou  Z(a),  lorsqu'on  donne  à  la  racine  a  les  valeurs  succès- 

sives  -,  -,  - .  • .  -^-.  Un  semblable  problème  n'a  point  lieu  relativement 

aux  fonctions  Z'(a),  puisqu'elles  sont  toutes  déterminnbles,  ainsi  qu'on  vient 

de  le  dire.  Passons  donc  aux  coefficiens  diflTérentiels  du  second  ordre     ,  J^. 

que  nous  désignerons  semblablement  par  Z"(a). 

i3i.  L'équation  (Sa)  étant  difierenciée  par  rapport  k  p,  donne,  en  met-^ 
tant â au  lieu  de;?, 

ddlra 


/sf^'dx  l  - 
X 


Développant  la  différentielle  du  second  membre  en  série,  et  intégrant  les 
différens  termes  d'après  la  formule  de  l'art,  5i ,  on  aura 

~d^*  «•  "♦■  (a  +  0»  "♦"  (a  +  2)»  "*"  *"'• 

T.  II.  78 
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Cette  formule  et  celle  qu'on  pourrait  en  déduire  par  la  diflfêrentiation , 
sont  les  mêmes  qui  ont  été  données  dans  l'art.  i3;  et  comme  <m  ne  wa^ 

naît  aucun  autre  moyen  d'obtenir  Hnlégrale  /   *    ,  il  ne  résultera 

de  l'équation  (5a)  aucune  propriété  des  fonctions  71'  (a). 
i5a.  L^équation  (55)  étant  différenciée,  donne 

Z»4-Z"(i^«)«^r'r.,  (38) 


8in"  aw 


d'où  l'on  voit  que  la  fonction  Z''(i  -^^d)  se  détermine  par  la  fonction  Z''(a), 
qui  en  est  le  complément. 

Lorsque  ^  =  1 9  la  formule  précédente  donne  7P{ {)^si\  yr^.  Lorsque 
azs^  iy  on  a  Z'^i)  ^=^l'^i  en  effet,  la  valeur  générai»  de  V(a)  étmt 

Z  lu)  a»  ^  ^  /   V  '\;  "^  ^   ' ,    ;^  -+-  etc.  • 

oette  quantité,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  ^  réduit  à  S.  ou  |^.  Caat  auM 

ee  qu'on  déduirait  des  fiormoks. 

Z'(i+«)  =a  —  C  +    8^  —    S,a*  +  S4a«  —  etc. , 
ZVH-^)  ^        S^—  28,a  4-  SS^tf*  "•  etc., 

en  fidsant  a  =  o. 

Pour  avoir  d'autres  propriétés  de  li^^nction  Z'\a)j  on  prendra  la  diffé- 
rentielle seconde  logarithmique  de  Téquation  (D),  ce  qui  doqnera 

Z''(«)  +  Z"(|H-«)-4Z'*(2fl)^o;  (59) 

de  même  la  différentielle  seconde  des  équations  (E)  et  (F)  donnerait 

Z»^- Z"(-i  H-a)H-Z"0  +«)  -9Z"(5a)  =  o, 

(4o) 

Z"(a) + Z"(|  +  a) + Z"(| + fl)  4-  Z"(|  4-  «)  -+•  Z"(?  "^  «)--  ^SZ^CSd)» o  : 

«e  sont  let  màaiM  «quations  qui  ont  servi  à  dërnootrer  les  équatiMis  (D), 
(E),(E),  etc. 

Il  résulte  de  ces  équationa^   qu'on  peut  faire  sur  les  fonctions  Z"  les 
mêmes  réductions  qui  ont  lieupotir  les  fonctions  F,  c'est-à-dire  que  si  l'on 

considère  les  fonctions  successives  Z''  (^ ,  ^"vj'  •  •  •  ^' V~^~/»  ^^  ^WC- 
tions  se  détermineront  par  le  moyen  d'un  certain  rymkn  d'«pti^  ^dJaa»  «t 
ce  nombre  sera  en  général  le  même  que  celui  des  nonibrcs  premiers  à  n 
et  plus  petits  que  (n.  Ai99Î»  dtniie  pa» de  nss  i^^  dcnsides  transcendante» 


j 
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27'(^),  Z^(^)....Z''(îfi),  suffiront  pour  dàefmmer  toutes  les  autres:  ces 
deux  transcendantes  se  trouveront  d'ailleurs  par  la  même  méthode  qui  a 
été  employée  à  l'ëgard  des  fonctions  ri 

i55.  En  efiet,  si  Pon  désigne ,  pour  abréger,  la  fonction  1!  T— J  P^**  W  > 
FéquatioD  (38)  d<mnera ,  en  feisant  —  s=  û»  , 

(i)  +  (n)  =;;^  =  4«Xa+  »/5), 
(a)  +  (lo)  =  i(n% 
(5)  4- (9)=*^» 

(5)  H-  (7>  =5^-  =  4»'(a-  •S), 
on  aura  ensuite^  par  l'équation  (Sg),  les  deux  conditions 

(0  4-  (7)  -  4(a)  =  o , 

(a)  +  (8)  -  4(4>  «  o, 
et  par  l'équation  (4o)y  cette  autre  condition , 

(0  +  (5)  4-  (9)  -  9(3)  =  o. 

Ces  neuf  équations  permettront  de  déterminer  toutes  les  *  tnmaœndaotes 
dont  il  s'agit,  par  le  moyen  de  deux  d'entre  elles.  Par  exemple >  si  l'on 
prend  pour  données  Z''(yj)  et  2*^ît),  que  nous  dés]g[nons  par  (i)  et  (a), 
les  autres  transeendaMes  ae  détennineront  ainsi  : 

(5)  »  |(,)-f(a)-H7f(r-H/5), 

(4)  =  i(a)  +  !%*•, 

(5)  =  (0-4(a)-t.4WCa-|/5), 

(6)  «  f  »*, 

(7)»4(3)--(0, 

(9)  =  ÎW— iCO-^'r-Cf  +  f  i/^, 
(io)  =  — (a)+4îr', 
(îi)  =  — Ci)  +  4w'(a  +  i/5). 

U  ne  reste,  pour  la  détermination  absolue  de  ces  quantités,  qu'à  connaître 
2'Xt;)  ^^  '^^  {t:)'  ^onv  cela ,  il  faudrait  pouvoir  sommer  les  suites  que  ces 
^pMUMttés  roj^éMirtent^  savoir  : 

^  78.V 


I 
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On  pourrait  aussi  déterminer  ces  quantités  par  les  intégrales  définies 


Zt^)  =   56 


Mais  la  difficulté  d'exprimer  ces  intégrales  autrement  que  par  les  séries 
précédentes,  rend  ces  expressions  peu  utiles. 

Lorsqu'on  voudra  obtenir  ces  valeurs  par  approximation,  on  y  parvien- 
dra aisément  par  la  formule  de  l'art.  37. 

i34*  Considéi*ons  maintenant  le  troisième  coefficient  Z'^(a)=z—^^  ^  on 
aura  d'abord,  par  l'équation  (€), 

Z'"(a)  -  Z"'(i  -  «)  =  -  2^^,  (4i) 

'  8111    CPf 

ce  qui  délermiDe  la  fi)nction  Z'"  (i  —  a)  par  son  complément  Z'"  (a). 
On  a  ensuite,  par  les  équations  (D),  (E),''etc.,, 

Z'Xa)  -f-  Z"'a  +  fl)  -  8Z'"(aa)  =  o, 

Z"'(a)  +  Z"'(i  +  a)  4-  Z'"(i  +  «)-a7Z"'(5«)=o, 

et  ainsi  de  suite;  ce  qui  établit^  les  mêmes  réductions  entre  les  fonctions 
Z'^(à)  qu'on  a  obtenues  entre  les  fonctions  Z"(a). 

LfC  cas  de  a=  I  donne,  par  1^  formules  de  l'art.  iSa,  Z"'(i)  =  —  aSjj 
si  dans  la  première  des  deux  équations  précédentes  on  fait  a=:-^,  on  aura 
Z"'(x)  =s  'jZ"^!)  =—  i4Ss ;  enfin ,  dans  le  cas  de  as:  -J ,  on  aura  les  deux 
équations 

Z"'(|)  -  Z^(f)  =  -  ^,    - 

Z"'(i)  +  Z-(|);-36Z'"(.)  =  o,, 

ce  qui  détermine  les  deux  transcendantes  Z'^(})  et  Z'''(|),  par  le  moyen 
de  Z'"(i)  ou  de  S„ 
Toutes  ces  solutions  reviennent  à  celles  que  nous  avons  déjà  données 
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ou  indiquées  dans  les  art.  36  à  40  ;  mais  on  voit  plus  dairemént  dans 
cette  nouvelle  méthode  la  série  des  ojpéralions,  et  on  connaît  le  nombre 
de  transcendantes  nécessaires  à  chaque  solution,  nombre  qui  a  été  fixé  par 
la  régie  de  Tart  118. 


f  « 
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CHAPITRE  XIV. 


Divers  exemples  d interpolation . 


.j 


i35.  JiiULER,  dans  le  chapitre  XYU  de  son  Calcul  differenjtiel ,  a  résolu 
divers  problèmes  d'interpolation  par  des  suites  infinies  dont  il  ne  donne  la 
somme  que  pour  le  cas  de  n  s=  7.  Nous  allons  faire  voir  que  cçs  interpola- 
tions peuvent  être  efTectuées  d'une  manière  plus  simple  et  plus  générale  au 
moyen  des  fonctions  F. 

Exemple  I.  Supposons  qu'il  s'agisse  d'interpoler  la  suite  dont  le  nf^  ternie 

estN=:i+7-l-j.«**  +  -;  l^^questibn  est  de  savoir  ce  que  deviendra  N  y 

lorsqu'on  donnera  k  n  une  valeur  fractionnaire  quelconque. 

-  Nous  avons  désigné  (art.  laS)  ce  terme  général  par  ^  (n),  et  nous  avons 
fait  voir  que  ^  (n)  est  donné  par  la  formule 

cette  intégrale  étant  prise  depuis  xss  o  jusqu'à  jp  =  i .  On  pourra  donc  dé- 
terminer ^  (n)  par  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes,  toutes  les  fois  que  n 
sera  un  nombre  rationnel.  Dans  les  autres  cas ,  on  déterminera  (p  (n)  par  la 
suite 

<p(/,)=:C+lr»  +  ^-^  +  -|j-^  +  etc., 

OÙ  A',  B',  Gj  etc.,  désignent  lès  nombres  Bérnôulliens.  On  pourra  toujours 
faire  en  sorte  que  cette  sviite  converge  rapidement  dans  }es  prçœi^  termes  ^ 

car  on  a  9  (»)  =  ^  (n  -f-  i)  —  ^  ^    ^  Ainsi  ç  (»)  peut  êtrç  déterminé  par 
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p^pi^k)yk  éian t  ma  entier  qui  pourra  éUe  pris  asMK  grand  pour  que  b 
qdi  détéroûne  9{n^h)  $àt  ]m  wm&ûom  vequrns. 

1 56.  Exemple  II.  Soit  proposé  dlntcrpoler  la  suite  dont  le  terme  général 
ou  le  »***•  terme  est 

Puisqu'on  a  ^^^\=  ^  -j — ^^^7— — r  >  ^^  voit  que  ce  cas  se  ramène  au  pré- 
cèdent ,  et  que  l'expression  de  N  pour  toute  valeur  de  n ,  sera 

Ainsi  on  pourra  déterminer  N  par  les  arcs  de  cercle  et  les  logarithmes  ^toutes 
lés  fois  que  t  +  ^  &ura  une  valeur  rationnelle. 

iSy.  Exemple  III.  Pouf  interpoler  la  suite  dont  le  terme  général 
N=  I  "f"-7"t-3?-t-7?»» .. -t- "7  >  on  pourra  se  servir  de  la  formule 

et  appliquer  les  réductions  propres  à  la  fi)nctiaa~   jû"     >'  <^^^i^  laquelle  on 

£3raa:s=sA. 

Dans  les  cas  où  cette  fonction  ne  pourrait  s'exprimer  exaeteaient  en  vertu 
de  ces  propriétés,  il  feudra,  pour  trouver  la  valeur  de  N,  avoir  recours  a  la 
série  qui  vient  des  différentiations  répétées  de  la  ftrmule 

^^(^+^^c^^^C4-^,3?~S|X^+S^~etc. 

Mais  comme  cette  formule  suppose  op  <  i  ^  il  £Midra  prénlabkmeat  ramener 
le  cas  proposé  à  celui  où  /i  est  ^  i  ;  ce  qui  n'a  aucune  difficulté,  puisque  N 
étant  une  fonction  de  n  qu'on  peut  désigner  pary*(»).^  on  aura 

t58.  Bâtempie  IV.  Soit  proposé  d'interpoler  la  suite  dont  le  terme  gêné- 
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Lorsque  /i  est  un  nombre  entier ,  on  a 
Donc  le  ternie  général  N  a  poar  expression 


^=(D'- 


rG'f"4'0*r(j4-'J 


valeur  c[ui  pourra  être  employée  quel  que  soit  n. 

Si  l'on  propose ,  par  exemple ,  la  suite  ^ ,  ^ ,  ^V;^ ,  «te. ,  400  torme  fé^ 
néral  sera 


n 


Ainsi  pour  l'indice  1»  =  ^ ,  on  aura  N  =  -  tjtî  ^^  -  >  pour  l'indice  n  =  | ,  on 

n  5  3  I*  ^ 

aura  N  =  jrrpi  *^  "ï/"  •  p?  >  ^alwr  qvi  pourra  •«  réduire  ultérieurement  par 
la  relation  connue  entre  F  |  et  F  |. 
'Soit  encore  la  3uite  x,  i^,  FT   ;  ^^'  »  l'wprçssion  dç  son  terme  géQ4- 


9 
rai  sera 


Ain^i  powr  l'ûiâiQe  tu»  ^ >  on  maam  W  :3s  jrrri  ^^77^*  F^*  P®^  l'indict  nanf, 

on  aura  N  =  rrrrâ  =  >  „  ,  „»  =  — — -^—  s=  -f— . 

iSg.  11  est  bon  d'observer  que  la  question  d'interpoler  une  suite  donnée 
est  susceptible  d'une  infinité  de  solutions,  quand  ofi  Tenvisage  analytiques^- 
ment  et  sans  application  à  un  objet  déterjnîné.  En  effet,  soit  N  le  terme  gé^ 
néral  de  la  suite  donnée ,  terme  dont  la  valeur  est  connue  lorsque  n  est  un 
entier,  et  soit  ^  (n)  la  fonction  continue  égale  à  N ,  dans  laquelle  on  peut 
mettre  pour  n  un  nombre  quelconque  entier  ou  fractionnaire  ;  si  au  Keu  de  V 

on  prend    ^^  ^^^    — ,  «  étwt  un  99^^  qu^lcoAqu?  >  pourvu  qu'il  ne- soit 

pas  zéro ,  il  est  visible  que  la  suite  résultant  de  ce  terme  général  ne  dif** 
fércira  pas  de  la  suite  donnée.  Qii  {KMirrftk  di>ac^  |u  lieu  de  <!>  (n),  prendre 

9  (») .  ^Î2i?2^4l1i ,  valçur  ^W  différçrait  de  *  (n)  lorsque  n  n'est  p.a*  entier. 

Qd  ffmmàt  »4»t  frandve  phas  généralement,  au  lîtn  de  •  (n),  i'exr 

I 
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pression 

.  .   A  +  B  ain  (a BIT  4-  •)  +  <^  rin  (a wr  +  0  +  etc . 

*W- Â  +  Bsmtf  +  Gsmf  +  etc.  * 

et  une  infinité  d'autres  qui  se  rc^duisent  à  *  (n)  lorsque  n  est  entier  j  ce  qui 
donnerait  une  infinité  de  sotulionô  diflTérentes  de  celle  qui  est  donnée  par  la 

fonction  continuel  (/i). 

On  pourrait  appeler  fonctions  ondulées  y  les  fonctions  ainsi  aflfectées  d'un 
facteur  qui  se  réduit  à  l'unité  pour  toute  valeur  entière  de  n.  Ces  fonctions 
serviraient  à  expliquer  quelques  paradoxes  qui  peuvent  se  rencontrer  dans  les 
applications  de  l'analyse. 


«w 


uuwwifif>mmiriW<ft(¥uvvv>ivtr>w>(V>f>rr»v>ri-i 1 >iwiM«iM>itii.i%i<t)fcWW<>^w»w»»w<»>)WM<»M<»M<»w»%M^ 


CHAPITRE  XV. 


Des  valeurs  que  prend  la  fonction  Ta ,  lorsque  la  racine  a  est 

négatii^e. 

i4o.  Tant  que  a  est  positif,  on  peut  regarder  la  jRmction  Tu. comme  repré- 
sentant l'aire,  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  a:  =  i ,  de  la  courbe  dont  l'ordon- 

^^^y.^^  Çl  i\     .  Mais  cette  construction ,  en  quelque  sorte  géométrique ,  ne 

peut  donner  aucune  idée  de  ce  que  devient  la  fonction  Ta,  lorsqu'on  suppose 
a  négatif.  U  faut  suppléer  à  cette  construction  par  les  formules  mêmes  qui 
contiennent  les  propriétés  générales  de  la  fonction  F ,  et  auxquelles  on  don- 
nera l'extension  nécessaire.  On  liera  ainsi ,  suivant  une  même  loi ,  les  fonc- 
tions r  (x) ,  considérées  comme  les  ordonnées  d'une  même  courbe  qui  répon- 
dent à  des  abscisses  quelconques  x  positives  ou  négatives. 

Si  l'on  prend  d'abord  l'équation  (B)  et  qu'on  y  change  le  signe  de  x,  on 

aura 

r(-a:)=-ir(i-:c).  (4a) 

Pour  voir  plus  clairement  l'usage  de  cette  équation ,  nous  distinguerons  diffé- 
rentes périodes  dans  le  sens  négatif,  comme  nous  les  avons  distinguées  dans 
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le  sens  positif.  La  première  sera  comprise  depuis  ;c  s=  o  jusqu'à  ^  =ss  ^^-^  i ,  la 
seconde  depuis  a?  =s  —  i  jusqu'à  or =  —  a ,  ainsi  de  suite. 

D'après  l'équation  précédente ,  on  voit  que  la  fonction  r  ( — x)  est  négative 
dans  toute  l'étendue  de  la  première  période,  et  qu'elle  est  infinie  aux  extré- 
mités de  cette  période. 

Si  dans  la  même  équation  l'on  met  i  -f*  ^  à  la  place  de  sCy  on  aura 

r(—  I  — x)  = i— r(--^)=;     i  '      ,  r(i  —a:); 

d'où  il  suit  que  la  fonction  r(^ — à)  est  positive  dans  la  seconde  période, 
depuis  a  =  i  jusqu'à  â=2,  et  que  dans  ces  deux  limites,  elle  est  infinie. 

Mettant  dans  cette  dernière  éqqation  i  -{-x  au  lieu  de  Xy  on  aura  encore 

d'où  il  suit  que  la  fi)nction  r(  —  à)  est  négative  dans  la  troisième  période , 
depuis  a=2  jusqu'à  a=3,  et  qu'elle  est  infinie  dans  ces  deux  limites* 

En  continuant  ainsi,  on  voit  que  la  fonction  r(— a)  sera  infinie  pour 
toutes  les  valeurs  entières  de  a  y  et  qu'elle  sera  alternativement  positive  et 
négative  dans  les  périodes  successives. 

i4i*  La  courbe  dont  les  ordonnées  représentent  T(x)y  est  donc  composée, 
dans  le  sens  négatif,  d'une  infinité  de  branches  séparées  par  des  asymptotes 
perpendiculaires  à  l'axe  des  Xy  et  menées  successivement  aux  distances 
ac  =  o,  — •!,  —2,  —5,  etc.  Ces  branches  qui  touchent  chacune  des 
asymptotes,  sont  situées  alternativement  d'un  côté  et  de  l'autre  de  l'axe, 
de  sorte  qu'il  y  a  dans  chacune  un  point  où  la  fonction  T  est  un  minimum. 

La  fonction  Ta  étant  supposée  connue  pour  toute  valeur  positive  de  n, 
on  en  déduit  aisément  par  les  formules  précédentes,  l'expression  de  toute 
fonction  de  cette  sorte  où  a  est  négatif;  soit  en  efiet  t  un  entier  quelconque, 
et  J?un  nombre  moindre  que  l'unité,  on  aura  en  général 

^^       ^       ^^~x{i+x){^  +  x) ik  +  x)'  W 

ou  encore 

Cette  dernière  formule  se  déduirait  directement  de  l'équation  (C) 

VxVU — x)=-rî— , 
T.  U.  79 
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dhas  kqadlK mettant  Ar -^  i  «^x  aa  lieu  de  jb y  ont  troare 

r(;t+i+«)rc— A— «)  =  -: —  '   .  . ,  =  (  —  ■  y-^Txr ( i  -- x). 

Ce9  fornralei  s'accordent  parfiâtement  avec  les  résultats  que  donneraient  les 
autres  équations  (D),  (E),  (F),  etc.,  en  y  changeant  le  s^e  de  x.  Elles  of^ 
(rent  consëqoemment  la  théorie  eomplète  desfonctkms  Ta  pour  toula  Vfi4eur 
négative  de  a. 

142.  Pourconflpnier  cette  théorie,  nous  allons^  démontrer,  d'après  la  va- 
leur générale  du  coefilcient — ^—^  que  la.  fonction  T  n*est  susceptible  que 

d'un  minimum  dans  le  sens  positif,  maïs  qu'elle  en  admet  une  infinité  dans 
le  sens  négatif. 

En  effet,  si  L'on  feit  log  ra:  =  Z,  on  aura  (art.  91) 


/£7 

Lorsqu'on'  fait  orss  i  ou  jet  <C  i ,  la*  valeur  de  ^  est  négative;  lorsqu'on  £nt 


*=5  a,  OR  a 
valeur  positive*  Donc  entre  x=si  et  0:353,  il   y  a  une  valevr  de  x  qui 


rend  nulle  -7-9  et  ak)rs  Z  est  un  minimum. 

Si  Ton  &it  or  >>  a ,  la  valeur  de  ^  sera-  positive  et  augmentera  jusqu'^ 

l^finî.  Ainsi  il  n'y  a  aucun  autre  minimum  dans  le  sens  positif. 

EHms  le  sens  négatif,  au  contraire,  ily  a  un  minimum  dans  chaque  période, 
o«  en  général  entre  ar= — k  et  0?= — A^-—  i ,  k  étant  un  entier  quelconque. 
Prouvons ,  par  exemple ,  qu'il  existe  un  minimum  entre  x:ss — a  et  jc^u-l-'     5; 

Lorsqu'on  fait  x= — 2 — û>,  cù  étant  infiniment  petit,  la  valeur  de  ^  con- 
tient différens  termes  dont  la  somme  est  finie,  et  un  terme  -  qui  est  un  in* 
fini  positif.  Lorsqu'ensuite  l'on  fait  ar  =  —  5  +  û>,  la  valeur  de  ^   con- 

tiendra  de  même  des  termes  dont  hr  somme-  est  fiiiîe  •  et  un  terme  —  - 
qui  est  un  infini  négatif.  Donc  entre  ces  deux  extrêmes,  i^.y  aune  valeur  de 
•^  nulle,  donc  il  y  a  un  minimum  entre  jc=~2  etars=~5,  confor- 
mément à  la  théorie  précédente. 


\ 


\ 
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CHAPITRE  XVI. 


Construction  et  usage  de  la  Table  des  logarithmes  desfonc-- 

tions  r. 


143.  J3|ous  nous  sommes  proposé  de  calculer  jusqu'à  la  décimales,  une 
Table  des  Logarithmes  de  la  fonction  r(i  H*^)?  ^^  donnant  à  x  toutes 
les  valeurs  de  millième  en  millième,  depuis  Jtsso  jusqu'à  ^=1.  Yoici 
«omm^it  ce»  calculs  ont  été  faits. 

CMtkme  les  séries  qui  servent  à  calculer  les  diflerences  successives  de  la 
fonction  log  F^r,  sont  moins  simples  et  moins  convergentes  qœ  celle  qui 
donne  immédiatement  la  valeur  de  cette  fonction,  nous  n'avons  point 
iait  usage  des  différences ,  et  nous  avons  calculé  directement  chaque  terme 
par  la  formisde  (34)  j  ^^  pour  les  cas  oit  œ  est  très  petit  ^  par  fa  formule 

logr(i  +jc)  =  —  /(i  +x)  +  Bjr-+.  B.X*— B,a:«+B4a:*— etc. 

On  a  calculé  ainsi  les  valeurs  de  log  r(i  H"^),  depuis  a:=  o^ooi  jusqu'à 
x=?o.35o;  ces  valeurs  ont  servi  dans  chaque  cas  à  déterminer  leurs com- 
plémens  au  moyen  dç  la  formule 

r(2  — x)=^fe^, .  ^— •  (44) 

On  a  donc  obtenu  à  la  fois  les  valeurs  de  log  Fa,  depuis  a=  m  .000  jus- 
'à  assi  ï  .25o ,  -et  depuis  ii-^sz  i  .'j&o  jtoqu'à  ass .3.000. 
Au  moyen  de  ces  valeurs  qui  composent  déjà  la  moitié  de  la  période, 
a  trouvé  les  valeurs  de  log  Fa  depuis  a=:  i.5j5  jusqu'à  a:=:  i.6^5 

ce  qui  forme  on  troisième  quart  de  la  période ,  par  les  formules 


qU 


on 


r^  4-ajr)    *  •    4»$m:x 


^«  +  -)-4^S?%-'^^4-^)' 


(45) 


79 


•  • 


/ 
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dans  lesquelles  on  a  donne  à  x  les  valeurs  successives  depuis  jccso.ooi 
jusqu'à  ar=:o.ia5. 

La  seconde  des  équations  (45)   jointe  à  l'équation  (44)  9   donne  les 
formules 

r(i  +  a:)  =    r\l  +  x)  ' 1^"  '  1 

(46) 

r(2— ^)  =  !,(,+,)  •  is'ï;» 

au  moyen  desquelles  on  a  déterminé  log  Ta  depuis  a  =  i.aSo  jusqu'à 
a=  1 .5i2,  et  depub  a  =  1.688  jusqu'à  a=  1.750. 

Pour  achever  de  calculer  le  reste  de  la  période,  on  a  passé  des  formules 
(46)  aux  formules  (45),  et  ainsi  alternativement,  jusqu'à  ce  qu'on  eût  les 
valeurs  de  log  Ta^  qui  s'approchent  le  plus  des  limites  des  deux  suites 
qui  sont  i  ^  d'un  côté ,  et  1 1>  de  l'autre. 

i44*  A  chaque  logarithme  de  la  Table,  on  a  joint  ses  différences  pre^^ 
mière,  seconde  et  troisième.  Ces  difierences  marchent  avec  la  régularité 
nécessaire  pour  garantir  l'exactitude  des  calculs  ;  elles  serviront  à  faire  re- 
connaître et  à  corriger  les  fautes ,  s'il  s'en  était  glissé  dans  l'impression  ; 
de  sorte  qu'avec  tous  ces  secours ,  on  peut  regarder  les  transcendantes  F 
comme  étant  connues  avec  un  degré  de  précision  plus  que  suflSsant  pour 
toutes  les  applications  qu'elles  peuvent  recevoir.  Il  faut  maintenant  entrer 
dans  quelques  détails  sur  Tes  interpolations  auxquelles  donnera  Keu  l'usage 
de  cette  table. 

Soit,  pour  abr^er,  A  =  log  Tu,  et  soient  cTA,  J^A,  cT^A  les  diffé- 
rences successives  de  A,  telles  que  la  Table  les  donne,  en  supposant  que 
les  valeurs  de  a  croissent  continuellement  d'une  quantité  oi  =0.001. 
Pour  avoir  le  terme  X  qui  représente  log  r(a+ax),  on  aura  la 
formule 

X  =  A  +  a:(M+  ^  (<^-A  +  ~^(J^»A,  (47) 

dont  le  calcul  se  fera  de  la  manière  suivante  : 

Étant  donnée  la  valeur  de  3c  qui  sera  toujours  plus  petite  que  l'unité  , 

on  calculera  le  terme  — ^ — cT^ A  jusqu'à  la  douzième  décimale  seulMaent, 

et  on  formera,  en  observant  les  signes,  la  quantité  cT'A—  (--7- )  ^^^  > 

qu'on  pourra  appeler,  comme  ci*dessus  (page  36) y  la  différence  seconde 
corrigée^  et  qu'on  désignera  par  <f^Ax.  On  calculera  de  même  jusqu'à  k 
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douzième  décimale  seulemenî,  le  terme    J^*Ax,  et  on  formera  la  quantité 

cTA—r-^^j  cf*Aa:,  qu'on  appellera  la  différence  première  corrigée ^  et 

qu'on  désignera  par  J^Ax.  Gela  posé,  il  ne  restera  plus  qu'à  former  la  quan- 
tité A  +  xJ^Ax  qui  sera  le  logarithme  cherché  X. 

145.  Soit  proposé,  par  exemple,  de  trouver  la  valeur  de  log  T  (i  7^);  on 
fera  az=zi  .oSS,  x=  J  ,  et  on  prendra  dans  la  Table  les  nombres  qui  ré- 
pondent à  la  racine  i.o85.  Ces  nombres  sont,  en  donnant  auiL  difiPérences 
'les  signes  convena|)les. 


A 


g. 981  559  875  655 


cTA 


J^A 


655  664 


cT^A 


838 


—  J94  4^6  822 

On  tire  de  là  successivement, 

J'^Ax  =  /-A  —  I  J'^A    =  636  i3o, 

S'Ax  =    cTA  —  ^  J'^Axzr::  —  194  628  865, 

X.  =      A  H-  i    J'Aa?=      9.981  494  999  567, 

valeur  qui  s'accorde  avec  celle  que  l'on  trouve  dans  le  Tableau  de  l'a;r- 
ticle  45. 

146.  Réciproquement,  s'il  s'agît  de  trouver  la  racine  qui  répond  à'un  loga* 
rithme  donné  X ,  on  prendra  dans  la  Tablé  le  logarithme  prochainement 
moindre  A,  et  la  racine  correspondante  étant  a  y  la  différence  o.ooi  =  ^, 
on  supposera  que  a  -f-  cûx  soit  la  racine  qui  répond  au  logarithme  donné 
X  =  A+^;  et  pour  déterminer  x^  il  faudra  résoudre  l'équation 

jr  =0:  (M  4- ^  («T'A  +  ^  (J^A, 

ce  que  Fon  fera  aisément  par  les  deux  opérations  suivantes  : 

I*.  On  négligera^  dan$ j^ ,  J^Ay  S^Af  les  quatre  derniers  chiffres,  comme 
si  la  table  n'était  calculée  qu'à  huit  décimales^  l'équation  à  résoudre  de- 

viendra  j^  sso/cT A  +  *        ^^^j  ®t  un  en  tire 

a  « 

On  pourra  négliger  d'abord  le  terme J^^A,  ce  qui  donnera  uoe  pre- 

mièrtg  valeur  approchée  dé  a:;  tenant  compte  ensuite  de  ce'  terme,  on  aura 
une  seconde  valeur  de  Xj  calculée  jusqu'à  la  septième  décimale.    '' 


4aa.  INTÉGRALES  EULÉRIENNES 


â*.  Soit^  cette  valeur,  e|;  tt 4a  correction  qu'il  faut  lui  appliquer,  ea sorte 
qu'on  ait  a:= .V  +  a,  on  calculera  j^  par  la  valeur 


y  =  jc' (eT  A +1^  («r*  A  +  ^=-V»  A , 


et  il  restera  à  déterminer  a  d'après  l'ëquatioo 

_       y— y 

valeur  dans  laquelle  on  devra  ne  pas  conserver  plus  de  chiffres  significatif 
qu'il  n'y  en  a  au  numérateur. 

G)nnais6aBt  «,  on  aura  la  racine  cherchée  =  a  -|^  û)  (x'  ^  et). 

i47-  "Soit  y-par  exemple >  le  l<^firitbme  proposé  X;cQ.95o  241  67^  375; 
le  logarithme  prochainement  moindre,  pris  dans  la  table,  a  pour  racine 
a  =  1 .583 ,  et  les  nombres  correspondans  sont 


A 


9.950  aaS  5St  586 


/A 


48  548  340 


_^'A 


5r7  764 


cf'A 


5i5' 


de  là  on  (ire^  s:X  —  Asts  i6  i4o  787  y  et  la  premièpe  tfttear  de  ic,  dési- 
gnée par  x',  sera  donnée  par  l'équation 

^ 1614 


4855  —  r-^-^)  38 


d'où  l'on  tire'  j:'  =  o.55S.  Au  moyen  de  cette  valeur,  on  aura  successi- 

vement 

J^  =  j6  i»4  625^ 
J  —  y  =*  16  162  , 

«TA  -4-  {çc'  -.  i)  J^'A  5=  48  4fi5  264  , 
.  16  163  __^  _ , 

;,  **  "^  46  465  a6|  °=     o.ooo  35?  54. 

La  racine  cherchée  est  donc  1.583  333  335  34^-0©  qui  s'accorde  avec  la 
valeur  de  log  r(i  -i^)  portée  dans  le  tableau  de  l'article  1 1 3. 

i48.  Puisque  la  fonction.  Ea  augmente  à  l'infini  de  part  et  d'autre  du 
point  où  elle  est  un  mininuuh^  ^I  s'ensàil  que  pour  toute  valeur  donnée  de 
Ta,  plus  grande  que  le  minimum  j\\  y  aura  toujours  deux  valeurs  réelles  de 
la  ¥acme  a.  Dans  L'e^Lemple  précèdent,  on  Voit  par  la  tabije'queia  seo<)nde 
i;4jl|^r.^t  cpij^pq^e  j^ptr^  i.544çt  f^S^^^Les^iombï^e^  ftuicQn;ç^n(Jf»|LÀ 
la  racine  a=;^..,^44^8q«^f  . 


>. j.  / 
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«^A' 


48S 


—  $2  o56(  495 


g.gSo  a56  £fai  81& 

D'aprè»-ee9-  données,  on-aara ^  t=  X  —A 

i5i5 


«JHA  .    k .. J«A. . 


470  189     —  4j^ 
i5  ^49  42^, 


X  = 


52064* 


__  _/• —  =  0.290, 


•47 


Au  moyen  decette  valeur  de  x',  le  calcul  s'achève  ainsi  : 


—  i5  1-45  597, 

jr—y  =  —       4048, 

cTA  4-  (x!  —  i)  «^A  ==  —  52  1 57  aî5, 

4o48  ^ 

*  =  5:»  ,57.  235  =  °-*^°  °77  61  : 


donc  la  racine  cherchée  a -f-û) ■(«;'  + «)=±»-i  .344  ^9^  077  61. 

i49*  Etant  doDiiée  une  valeur  de  a  non  comprise  enlm  let  â,  il  n^y  a  auj»^ 
cuue  difliculté  à  trouver  log  Ta^  il  faut  pour  cela  réduire  la  valeur  donnée 
à  celles  qui  sont  comprises  dans  la  table,  ce  qui  se  fera  au  moyen  de  Féqua- 
tion  r(i  -|- a:)  =  or  Tx.  Ainsi  si  l'on  demande  la  valeur  de  log  r(5.3i8), 
on  la  déterminera  par  l'équation  logr(3.3i48)==log  (2,3i48)+^(2.5i48) 
=  Z(2.3i48)  +  /{i.3i48)^+/r(i'.3t48).  De  même  oif  aurait  ûr(o.3i48) 
=  flr(i  .3i48)  — /(o.3i48);  ainsi  tout  se  réduit  à  trouver  flr(i,3i48),  ce 
qui  se  fèra  aisément  par  l'a  formule  de  Tart.  1 44- 

i5o.  Mais  ils'agit  de  trouver  la  racine  a  qui  correspond  à  une  valeur  de 
log  Ta  non  comprise  dans  les  limites  de  \si  table,  voici  la  méthode  qu^l  fîiu- 
dra  suivre. 

Soit  proposé,  par  exemple ,  de  trouver  la  valeur  de  e  qui  donne  To  an:  ^, 
ou  log  Te  =  0.497  '49  S72  694.  11  y  a  deuï  de  ces  valeurs,  Tune  qui  est 
comprise  dans  la  première  période,  l'autre  qui  appartient  à  la  troisième. 
Bornons-nous  à  déterminer  cette  dernière. 

On  trouve  d'abord ,-par^quelquesressdis,-que  la  valeur  cberclféë  est  com- 
prise entre  3.448  et  3.449»  Pour  trouver  la  valeur  exacte,  il  est  nécessaire 
d'avoir  les  valeuk^  dtr  log  V  qui  répondent  au:^  racines  suc^ssivé^3.4489 
3.449»  3.450,  3 •4^1.  Voici  le  calcul  de  ces  valeurs: 

2. 448... 0.388  811  4i3  473  52  2. 449... 0.388  988  -jtlS  124  71 

1.448... 0.160  768  56i  861   t3  r.449...(r.-i6i  068  505- 471   17 

r(i  .448)  •  ,9.947  278  386  843  r(i  .449)  .  .9.947  272  854  564 

r(î.448)..o.4^  888' 562  Ï78  r(5. 449).. 0.497  55o  od5  160 
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a.45o... 0.389  166  084  364  ^^   3.451... 0.389  34^  ^'t  ^3  08 
1.450...0.161  368  00a  334  97   1 .4''>i.  ..0.161  667  413  437  74 

r(i. 450) ..9.947  267  707  4^3       r(i .451) ..9.947  263  t»o5  114 

r(3.45o) . .0.497  8oi  794  o5i  r(5.45i) ..0.498  375  728  804. 

Désignant  comme  ci-dessus  3.448  par  a,  et  log  Ta  par  A,  on  aura  la  valeur 
de  A  et  de  ses  différences  successives  comme  il  suit  : 


0.496  858  363   178 


«TA 


J^A 


145  909 


«r»A 


-47 


471     642    982 

Soit  encore  c=a-|-û)JC,  logrc  =  X,^=X  —  A,  on  aura  ^^  =  291 
5io  5i6,  et  la  première  valeur  approchée  de  x  sera  donnée  par  l'équation 

a/= ^ TT- —  =0.6181. 

4,,64-(i-=^).i5 

Soit  enfin  x  =  ar'  -|-  et,  on  aura 

y  =  291  5o5  3o6, 

jr  — y  =  5   310, 

J^A  +  (x'  —  i)  cT'A  =  471  625  750, 

Donc  la  racine  cherchée  c  =  a-|-.fip (x'+ a)  =  5.448  618  m  047. 

La  seconde  racine  de  l'équation  Tc=:^  serait  c=o.a86  364 1,  ^^  il 
serait  facile  de  la  trouver  avec  un  plus  grand  nombre  de  décimales. 

i5i.  On  peut  encore,  par  notre  Table,  trouver  les  valeurs  approchées 
des  coefficiens  différentiels  ^  ,  — ^  ,  — ^~  >  qui  sont  des  trans- 
cendantes particulières  dont  nous  avons  fait  voir  diflerens  usages.  Ces  coeffi- 
ciens se  calculeront  par  les  formules  suivantes,  où  Ton  a  fait  log  ra=A  : 


«  ^  =  cTA  —  iJ^-A  +  ^cT^A  —  i<NA  +  JJ^A 


etc., 


Cû' 


ddk 


—  JN-A  —    J^'A  +HJ'^A  —  fcT'A  4-  etc., 


«•^jj.  =  er»A—  IJ^^A  +  IJ^'A  —  etc., 


a>' 


d*A 


4^4  =J^A.—  2<r*A  4-  etc.j 


f&4 


m  est  la  difiërencer  par  laquelle  on  fait  croître  la  racine  a  pour  former  les 
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dîfiereoces  successives  ^A,  J^Ay  J^Ay  etc.  On  a  oi  ==0.001  qua&d  on 
prend  dans  la  Table  les  termes  qui  se  suivent  immédiatement;  mais  on 
pourrait  également  faire  e»=o.oo3  j  o.ooS,  ou  plus,  afin  de  rendre  sen- 
sible la  difierence  quatrième  ^^A  qui  est  presque  toujours  au-dessous  d'une 
unité  décimale  du  douzième  oixlre,  lorsqu'on  prend  â»:=â:o.ooi. 

En  se  bornant  a  l'hypothèse  û)  =  0.001  qui  est  la  plus  simple,  puisque 
la  Table  donne ,  sur  une  même  ligne,  les  nombres  A ,  <fA,  S^A ,  cT'A  ,  on 

voit  que  la  valeur  qui  en  résultera  pour  le  cofficient  ^ ,  ne  sera  appro- 
chée que  jusqu'à  la  neuvième  décimale  à  peu  près  ;  celle  de  ^1%   ^^  ^^   ^^^ 

que  jusqu'à  la  sixième,  et  celle  de  ^  jusqu'à  la  troisième»  Mais  c'est  déjà 

un  grand  avantage  d'avoir  les  deui  premières  trauscendantes  d'une  manière 
si  facile  et  avec  un  pareil  degré  d'approximation. 

i52.  Soit,  par  exemple,  11=:  1  .Soo;  les  diflférences  données  immédiate- 
ment dans  la  table  pour  cette  valeur  de  a^  sont 

crA  =  i6  o5o  324,      J'^A  =  4o5  6ao,  cT'A  =  —  359; 

on  en  tire  les  coefficiens  difierentiels 

^  =  o.oi5  847  594, -j^  =  o.4o5  979,    ;s?-=— 0-35^- 

Si,  au  lieu^de  faire  û)=:o.ooi  ,  on  fait  0^=0.003;  c'est-à-dire,  si  on  prend 
dans  la  Table  les  fonctions  A  qui  répondent  aux  racines  successives  1  «Soo, 
1 .5o2,  1 .5o4,  1 .5o6,  1 .5o8,  on  aura  les  valeurs  de  J^A,  cT'A,  cT^A,  cT^A, 
comme  il  suit, 

J^A  =  32  5o6  268,  J^*A  =  i  621  044,  «TU  =  —  2865,  J^A==io. 
Delà  résultent  les  coefficiens  différentiels, 

^  =  o.oiS|847  594  25o,    -^^=2405  9795,    ^  =  — O.56O0. 

Ces  valeurs  différent  très  peu  de  celles  qu'on  a  obtenues  immédiatement 
par  les  différences  des  termes  consécutifs. 

Soit  encore  û)  =  o.oo5,  on  aura  h  considérer  les  différences  successives 
des  termes  de  la  Table  qui  répondent  aux  racines  i  .5oo,  i.5o5,  i  .5io  , 
1 .5i5 ,  1 .520  ;  ces  différences  sont 

M=84  5o4  252,  cr*A=io  104  716,  <r'A=~44  4^,  cr*A=574, 
et  on  en  déduit  les  coefficiens  différentiels 

''^=0.0.5  847  394  53,  ^  =  o.4o5  979  3a,   ^s-o.SSg  89. 


a 
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^  UNTÉQIUUUSS  JSUUÉaiEINNES , 

C^  Vftimn»  4ifiG^r»t  p^a  4es  pi^céAmtes  ^  #eQi]|lgDi;  dm^it  ètrm  ffim  ap^ 
{wocbms  ck  la  vëôté^  parce  qu'o»  t  tewi  compte  des  diflik^neea  qoelnènae 
d?>yeHWa  f^iwble»  par  une  plus  gmwle  valeur  A%  ùê;  oependbnt  la  Tafenr  de 
0  DQjdoiit  pas  paBser  une  certaine  limite,  et  ostte  limite  qu'il  aérait  dîfiicilc 
de  détermiMT  l^v«ç  pré^ûop ,  dapa«d  de  la  lai  que  auivent  ka  dâKraoou 
suçcewveii  4e  la  fimctioa  À. 

i5S.  Paw  P^^ample  préeédeftt,  il  ert  finale  'de  vénfier  la  ?alei:ar  okte- 

nue  paur  ^  ^  car  en  fiubant  as;^ 7  dana  la  fefBiule  (35),  art.  la^,  ^  ob^ 

^rvaut  que  1*»  Iqgarii^mes  de  la  lorawle  doiiyenjt  être  muit^liéa  par  le  lao- 

dule  ^  =^  M  pour  les  changer  en  logalrithaies  vulgaires ,  on  aura 

L'intégrale  du  second  membre,  prise  depuis  ^^^so  )us({u'à  jr=s  i  /'est 
^ale  i  â  — âM  /:i;  donc 

^=çs(a--C;)ai-^a/a. 

Mais  on  a  fiiitci-dessus  B=:/7i(i— C)  ;  ainsi  on  aura  -^  =  m-f-B—- 2/23  ce 
qui  donne,  ea  -sulwâtaant  les  valeurs  connues , 

^  =  0.01584739454909, 

valeur  qfii  doit  être  exacte  jjusqu'à  la  qualorBièa^e  djécio^ale  :  .ell^  pMMe 
que  les  résultats  obtenus  par  la  méthode  précédente,  sont  moina  exacts  dans 
l'bjpotb/è^e  aiso.ooS  que  dans  l'hypothèse  û^=u).oox 

i54*  Les  formules  précédentes  donnent  les  coefiiciens  différentiels  de  la 
fonction  A  =  logra,  en  supposant  que  a  se  trouve  immédiatement  dans  la 
tabliEi;  Bwiâus!il&iut  trouver  les  ooefficîens  différentiels  de  la  fot^on  Xaelog 
r(a-f-  Ai^),  qui  est  intermédiaire  entre  les  deux  fonctions  consécutives  don- 
nées par  la  table  A  =:  log  Fa ,  A  -f-  J^ A  ^^  log  V{a  -(--  m) ,  voici  comment  on 
résoudra  ce  problème  d'interpolation  : 

On  a  généralement 

X=:A  +  arJ^A+l^J-cf>A  +  ^'^^':^'"VA4-etc., 
el  si  Poo  fiik  a  \  <ij:gw,  on  aura ,  en  supposant  que  x  serf  varie,  ^sss  ûtdr^ 
d'où  ai-gr  =  2J-.  Différenciant*donc  la  valeur  deX  par  rapport  à  x,  et  réi- 
térant tes  (Kfferentialions ,  on  aura 


oa  a  '  .2.0  > 

+  ^ — 1x4 — '-  ^^  +  «**^' 

-•  ^  =  *r-A„+  (X  -  0  ^»A  H-  ^'-y'^     J^À.  -*r  etc., 

etc. 

On  connattra  donc  les  coefficiens  diflférentiels  dont  il  s'agit,  par  Tes  difië- 
vtstttei- é^Ky  J^A,  J^A  que  la  tahlk  donné  îmiAediatement. 

]5fi..Da(i«(le  ctaade:x»si,  oiii  8<aiis««4^»^  et  Jés  fbfnnJiM  dieviraçniViie 

•    ..    «:  ,  ^  tti^  .J>A  +   i  J^A  —  i  J»A  4*  ■À#»A  4-  etci, 
«>»'^  =  <^'A-^<r«A  +  etc., 

««^  =  cr»A-    fJ^A  +  eto. 

Celles-ci  offrent  des  formules  nti^  péù  pluju  Cûn¥«i|(!(ntes  que  celles  de  l'ar- 
ticle 69 1 ,  de  sorte  qu'il  y  a  qpeliju'0 vanlage  à  déterminer  les  coefBciens  dif- 
férentiels de  la  fonction  lôg  t[a  -f-  a»)  par  le  moyen  des  différences  qui 
repondent  à^la  fonction  préoédBBie  ,log>r^. 

i56.  Appliquons  les  formules  précédentes  à  laibnction  ,Xc=logr(i-Hf); 
ators  on  fera  a'=  r.$5S,  ar=f,  et  les  différences  données- immédiatement 
dans  la  table  seront 

.J^A.=  —  57  a6a  267,      cT-À  =  4^5,436,      J^'A  =  —  483, 

d'où  résulleirt  les  valeurs  auivantefir;defl^CQeffîcîeas  4ifféMitûd«, 

^«-0.05754,5415,  "^ 


^g^  =  -  0.483. 

V>iam>vM(iet'i&pttttAet'd^  ces  rëstilt&ts,  ôH  peutaVéir  recëiirâ  [«  la  Formulé 
(^);(jtii  doMié 


EfllK!ltoant<fi'At%i!«rtioft'intii<iuée  entre  U»  Kiûitës  d?  ss  o,  «;=:  i ,  il  vient 

dS  o     ,  Il  '     mir 

^  ==  B  4*  am -.  .ilfigft?  —  ~, 

80.. 
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et  en  substituant  les  valeurs  numériques, 

^  s=s  —  o.oSj  541  543  008  65, 
d'où  l'on  voit  que  nos  déterminations  sont  aussi  exactes  qu'on  peut  le  désirer. 

sas. 

iSy.  Lorsque  a  est  un  nombre  rationnel  —,  on  a  vu  dans  l'art  1^2  que 
l'intégrale  Z  =  f^^~_ — >  pns^  depuis  a:s=o  jusqu'à  xss  i ,  est  expri- 
mée par  '  — •  TiBa,  B»  étant  une  quantité  dont  la  valeur  est  donnée  par  arcs 
de  cercle  et  par  logarithmes  (ibid.).  Mais  à,  l'on  suppose,  par  exemple > 
a  = ,  la  valeur  de  B.  dont  il  s'a^t  sera  tellement  compliquée,  qu'il  de-^ 

viendra  i  peu  près  impossible  d'en  tirer  là  valeur  numérique  de  l'intégrale 
Z,  et  la  difficulté  serait  encwe  plus  grande  si  a  était  une  fraction  plus 
composée. 

Dans  ce  cas,  l'int^rale  dont  il  s'agit  pourra  se  trouver  d'une  manière 
beaucoup  plus  facile  par  la  Ibriliule  dé  Farticle  ia:i ,  qui  donne    ^ 

x>r >  pour  la  valeur  a  ss  i  •  56S ,  on  trouve  te  coefiîcient  différentiel 

11^  =  0.040  754  344. 

Ainsi  on'aura  l'int^rale  cherchée  2=50.671  009  qSS,  laquelle  doit  être 
exacte  au  moins  jusqu'à  la  huitième  dédmale. 

Mous  sonunes  entrés  dans  d'assez  grands  détails  sur  ces  diverses  méthodes 
d'interpolation,  parce  qu'elles  sont  peu  connues,  et  qu'elles  peuvent  s'appli- 
quer à  toutes  les  tables  dans  lesquelles  il  est  nécessaire  d'avoir  égard  aux 
difflfrences  du  troisième  ordre. 

En  terminant  ici  le  Traité  relatif  aux  daiix  sortes  d'Intégrales  définies  que 
nous  avons  désignées  sous  le  nom  ^Intégrales  Eulériennes,  nous  croyons 
devoir  &ire  observer  que  les  divers  perfectionnemens  qu'a  reç^  la  théorie  de 
ces  intégrales,  depuis  ^'elle  est  sortie  des  mains  de  son  illustre  auteur, 
sont  le  fruit  des  recherches  que  noua  avons  publiées  successivement  dans 
plusieurs  écrits,  savoir  :  1*.  dans  le  Mémoire  sur  les  Transcendantes  elliptiques 
(Paris  1 795)  ;  2*.  dans  lès  Mén^oires  de  la  classe  des  Sciences  Physiques  et 
Mathématiques  de  l'Institut  p^our  l'année  1809;  3*.  enfin,  dans  les  parties  H 
et  lY  des  Exercices  de  Calcul  intégral.  D'autres  géomètres  ont  puÛié  le  ré- 
sultat de  quelques  travaux  particuUers  sur  la  même  matière;  mais  ils  n'ont  fiât 
que  reproduire  sous  une  autre  fimae  tes  résultats  trouvés  long-temps  aupa- 
ravant par  Euler. 


r   .    .  • 
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' 71a  007  333 
648  536  655 

585  o 
5aa 


i.    z 


048  37a 

459  5i6  996 
47a  905 

909  ^'6 

a74  8a5  4^4 

aai  06a 

095  607 

o35  a79  481 

9.950  976  582  8a5 
9.950  Q18  3no  lao 
9.950  860  634  879 
9.950  8o3  3'7a  6ia 
9.950  746  5o5  83i 

9-9f^  fS?  Î24  ^^ 
9.950  634  4^6 

9.950  579  073 
9.950  5a4  i83  873 
9.9S0  469  767  a54 

9.950  J^iS  8aà  aai 
9.950  36a  35i 
9.950  3oû  35o 
9.950  aSo  8ai  818 
9;95o  ao4  763  3a3 

9.950  i53  175.017 
9.950  loa  od6  4^5 
9.950  o5i  407  07^ 
9.950  001  aao  4^ 
9-949  9^»  5i4  191 


t;  il 


Diff.  T. 


a  a4< 


II. 


IIL 


3  a3a  4% 

o  37 

8  814 

7*7  771 

367  246. 

0777234 


[9a  081 
191  562 
J9I  043 

[90  025 


5i9 
5i9 
5i8 


M«i 


Log.  Ta* 


i.35o 
i.35i 
1.352 


012 


69298  756 
60  3io  287 

60  822  329 
68  334  883 

67  847  946 
67  36i  517 
66  875  5o2 
66  390  I05 
65  9o5  273 

ë5  420868 

61  936  969 
64  453  572 
63  970  678 
63  488  263 

63  006  3S& 

62  524  990 
6a  044  091 
61  563  689 
6i  o83  782 

60  604  372 
60  125  45>5 
59  647  o3o 

691 

58  aii  7o5 
57  738  2il 
57  262  267 
56  286  781 
56  3ii  778 


i85  920 
85  4i4 
8 
8i 


83  899 
83  397 
82  894 
82  3p 
81  f^7 

5r396 
80899 
80  402 

479907 
479  4' 


5i3li.353 
5i7|i.354 
^     1.355 

TT55& 
1.357 

1.358 
1.359 
i.36o 

i.36i 
1.362 
1.363 
1.364 
1.365 


95i  5i4  191 
902  269  714 
853  492  58é 
8o5  182  335 
757  338  491 
709  960  S08 


Diff.  I. 


IL 


5o2  1.366 
5o3 


toi  I 


1.369 
370 


1.371 
1.372 
1.373 

1.374 
1.375 


55  837  263 
55  363  232 
5Î88q685 
54  416  619 
o33 

93i 
53  oôo  000 


53 


944  ^ 


175  oo3 
^74  5i5 


52  5 


63 

d2Q  i63 
5a  o5o  49^ 
5i  588  3o6 


5i 

5o  649 
5o  180  587 
49  71a  295 

49  ^44  477 


474  o3i 
472  586 


102 


[68  992 
67  818 
[67  349 


M 


663  048  i56 
616  600  2^7 
570  617  ©37 
525  099  020 
480  043  811 


9-949 
9-949 
9-^49 
9-9^9 
9-949 


435  45i  246 
391  322  3o5 
34^  655  206 

304  449  807 
261  70S  709 

219  4^2  4^^ 

177  599  58i 
i36  236  634 
333  i5ë 
888  692 


9-948 
9-948 
9-948 


014902 


3  2< 


i.38i 
1.382 
483li.383 
i88li.384 
484|i.385 

773S6 

1.387 

8o| 1.388 

84|i.389 

8o|i.39o 

TSgï 
47811.392 
479|i.393 
475I1.394 

4741' >  3^ 
4751 1.396 

I  " 


821  8358Ô5 
784  591  757 
747  8o3  100 
211  469  4i4 

675  590  223 

lSi4o  i65  092 
6o5  193  576 
570  675  228 
536  6oq6o5 

5o2  €MD  265 


9-94f 
9-948 


f 

4  865  535 
373  o56  go4 
341  698363 

3io  789'^ 
a8o  3aQ  770 
a5o  3 18  645 
aao  756  a53 
J91  641  559 


36  333 
35879 
35  4a5 


:s: 


S  If? 

66  407 
/65o4i 
465  471 
465  oo3 


464  07 
463  608 
/63  144 
46a  684 

i6a  aaa 

461  76o{i 
i  61  Soi  / 
/60  84a 
460  384 

459  9a5 

'f9  469 
iSo  014 

56o 

458  106*45^ 

457  aoo^5D 
750  i5i 

56  agg  iSol 
[55  ë^^M 
STîoo"" 

"^       13' 

06^' 


S 
5 
5 
53  6i5 

453  168 
/Sa  735'i 
45a  a83' 
/5i  841' 
45i  399'_ 

i5o  qS9^439 

i  5o  52044^ 

45o  080^438 

9  642 'i3 

2o5 


449  642  437 

449  2o5!436 


7'6^'Z3S 
[8  333  435 


<>79 
o5a 


S53 

771 


5 
.io5 

4.. 


28  aao 

an  3a7 
36  881 
a6  436 


81 


^  INTËGUIfB  EHLàUENNES^ 


CHAPITRE  Xn. 


Log.  Ta, 


v5o3 


.507 


.609^ 


9-94! 
994' 
9'94' 


oit  674 

-    £ 


3i< 


"9 


78S  i3o 

806  496 

818  ii3 


9* 


'^^9* 


85o  ssio 

'•%«  717 
895  6t5 
918  qia 

94« 


198 


9^ 
.San 


966703 

99'  '97 
010  c>o9 


î*99 


9  •94? 


>53o 

TS37 
.5321 
.533 
.534 
.535 

7535 


^^^9- 


093  i5i 

IIQ  632 

i4b  Sfo 
173  784 
I  453 


20 


229  519 

3x6  o83 

345  727 


9 

1*9' 


375  764 
mS  195 
437  «19 
a36 

844 


'S 


6^ 


564  ><8  2I 
0122 

lo  ran 
663  T^à 


^• 


732  o65 
2^  $01 


44^? 


L 


16  oSo- 324 

16  455  944 
t6  861  2o5 

17  266  107 
fn  670  632 

18  074  839 


18  478  670 


18  662  lit 


5  ^^3 


19  985 

19  688 

20  090  4^ 


099  ^«2 


^«1 


20  492  496 

20  894  2oo(4oi  352 

21  295  $52 

21  696  S5o 

22  097  ï 


22  497 

22  897 

23  297  043 
23  69a  292 

j4jp9^  ^  93 


[9^  747 


a6 


26  877  7 
37  *2â  9 


06! 


aS  460  284 
a8  855  «5i 

=^|49é# 
39  €43'  56i 

3o  037  807 


3o  43o  '714 
3o  8a3  782 
3i '2r6  5i2 
3i  608  905 
32  000  961 


661 

064 
83  175  ii3 

33  565  8a6 

33'q56  xo5 


34  346;a52 
^35 14964 
<<35'  ^45 

35  5i4%4 

36  9o3itM|388 


II. 


•5 


?«2 
45 
187 

83i 


7«4 

352 
2S 


94» 


3^ 


5395 
-3q5 


89/ 


7»« 
38i 

049 

a 


m. 


a. 


55fii}9.94d  QQQ  636  055136 


3S2 


^r56&9 


Logl  Fa. 


5509.948  667 
.55i  9.9/8  873  3 

(9.9/8  900  6 
5509.^8  945  3i5  607 
5549.19/8  983  382  687 
555  9.94g  020  637  563 

^*^  9-949  o58"S59  807 

ff79-9^9  ^Tl  29^ 
,5569.9/9  '^^  ^^  ^7 
5*9  9-9^9  »74  5ft3  669 

5609.949  2i3  9'to  4'o 

kTSSi  9.9/9  253  682  58^ 
5629.929  2â3  839  86^ 
^99-9^9  334  881  926 

5649.9/9  375  ao8  346 
565l9.y  9  4^6  619  loi 


19.9^9  542  852  634 

36g 9-9' 9  585  6g6  595 
5709.949  628  923  078 


571 


9.949  672  53i  761 


572I9.949   716  522    §25 

760  89' 
573,9-^49  85o  78 


5759-^9^76^594  45i 

57499^9  8^5  647  8igf 


576o.g4Q  806  207  tfoi 
I  9.949  942  iQ2   Î87 

57*  9-949  988  467  340 
5799.950  o35  122  146 
' 5éo[ Q.^So  082  i56  209 

sîèi  9.950  Ï29  569  45 

,5829.950  177  36i  32 

5839.950  225^53r586 

.5849.950  1*74*070  926 

585 9.950  323  006  o3o 

,ft86  9.950  372  309  583 


274 


5879.950  4*i 
.5889.950  172 

5899.950   522   481    824 

,590  9  .'960  573  292  658 

591  9.'95o  624  ^78  184 
59i9.'95o  «7ë:oîq  893^ 
5939.950  ^7  976874 
5949.^0  780  288  817 
^  9-*95o  feg  975  4'5 

■0J9":^9sr^"636336;^  53 

'343  53 


471^ 


.950.930; 

^.^  96S 

_9.9«^  047  462:19/1 
:6j5o9  ^St  fob<di*7^d 


!• 


454 
841 


II 


7 


63 


4- 


79' 
170 

548 

?a6 
o3 


loi 
553 


^"S5ô" 


53 


H. 


886< 
o5& 


386 
386 
385 
385 


288 


111< 


3a4 


a42 


3f 


^•S  3^; 


Sgi    3r 

<rt8 
^64 


37Î  iSà 
373  4^5 
313.  ï  «8 

à6«|3'^««|t 


Sol' 


81.. 


IMTtGQtAI^  BULÉKKNNES , 


•6or 
.6oa 
•6o3 

•604 
.6o5 

•606 
.607 
.608 
.609 
.610 

7577 
.612 

.6i3 

.614 

.6i5 


.6iB 
.617 
.618 
.619 
.620 


•  621 
.622 
•623 

.624 
.625 

•626 

.62 

.62 

•629 

.63o 


i 


^3i 
.632 
,633 
.634 
.635 


.636 
.637 

.639 
.640 


9-95 
9-95 
995 


9-95 

9-9f 
995 
995 
995 


9-95 
995 

9-95 
995 
995 


aia 
a6 

32 

38o 


918  870 
963  546 
S79  8i6 


'2 


167  376 

323  933 

855  i55] 
024  467 


785 
845 


663  945 
672  904 

o5l  0^2 

798  000 
9i3  660 


9.952  025 

9.952  086 
9.952  i47 
9.952  209 
a^^52^i 


397  541 

2^0  4^7 
408  960 
o55  903 
009  938 


9.952  333 
9  952  3g6 
9.952  459 

9.952  522 

9.952  586 


9.952  65o 
9.952  714 

9.962  045 
9.952  910 

9.952  976 

9.953  042 

3  176 
[9  953  244 


33o  768 

018  OQQ 

071  635 
491  081 
2^6  143 


426  525 

941  9^4 
822  079 

066  666 

675  402 


9- 
9 


9.953  3ii 
9.953  38o 
9.953  448 


9.953  586 


108  28 
619  75 

492  755 
727  012 


9  953  656 
9.953  726 
9.953  Tû6 
9.953  862 
9.953  ^38 

9-954  Ô09 
q.q54  081 
q.oaA  i53 
Q^  q54  '226 


322  233 

278  i3fe 

594  4^^ 
270  8ifl 

307  o3i 


^ 


57  i58 

57  529 

58  269 
58  639 


547 

332 

6i5 

4?S 


59  008 
59  378 

DO  ll5 

60  483 

61  2i9 

61  586 

61  q54 

62  020 


I 

018 
60a 
881 

"SBB 
553 

943 
o35 
83o 


62  687 

63  o53 
63  iiq 

63  78Ï; 

64  i5o 


33 1 
536 
446 

062 
382 


64  5i5 

64  880 

65  244 
65  608 


65 


31 


66  336 
66 
67 

67  /^tS 
67  787 


409 

i 

Ê 


372  2Q2 

071 
371  2 
370 

3^S768S 

370.383 

370.082 

369  781 
369.481 


368  582 
368  281 


ËZ 


367 
367  390 

3g  295 

3i66'2Ô5 
365  910 
365  616 
365  320 
365  02 


i 


160 

[36 

116 

522 


68  149 

68  5ii 
68823 

69  2^4 

69 J^ 
69955 

70  3io 

70  656 

71  o36 

71  3( 


637 
466 
004 
255 
221 

899 
290 

395 


363  276 
362  985 
362  695 
362  4o6 
362  ii5 


36i  829 
36 1  538 


36i 
36o 
36o 


25 1 


360  39 
36o  io5 
359  81 


358 
358 

358398 
358  ii5 
?57  833 


3q$ 
3o3 
3o5 
3o4 
3o3 
3o2 


302 

.3fOi 
.3oi 
^o 

3o2 


3ôi 

296 


298 

>97 


295 


293 

i2 


^94 
293 

292 

290 

291 


291 


291 
287 
285 


ft.954;;»98  855  428 
1.651,9.95^  3n2  064  59p 
1.652  9*954  i\5  6|i'577 
1.6531 
1.654 
655 


t.656 
1.657 
1.658 
t. 659 
i.66o 

1.661 
1.662 
1.663 
1.664 
1.665 

1.667 
1.668 
1.669 


r.675 
1.676 

1.678 
1.679 
.680 


1.681 
1.682 

i;683 


5ia.  5i6  118 


9.954   743  37a  Î23f> 

818  2^'>^ 
g. 954  894  3m  a35 


9  954  «73  4»  ;"8o 

9.955  046335  712 

9.955  123  590  ^2 

9.955  2200  700  4^3 
9.955  278  :i$5  oi6 
9.955  355  984  045 
9  955  434  1S7  443 

9.955  j5i2  BÇTPSïi 
9.955  591  56s  1527 
9- 955  670^799  7611 


9.955  2^ 
9.955  83o  327 

.671  9.955  9io"5 

1.672  9.955  991  26. 

1.673  9  «956  072  a6.i 
19.956  id3  610' 541 


6778 


T68B 


9-95 

995 

9-95 

^  9*^ 
1. 69^19.95 


1.687 
1.688 
288I1.689 
287   ^ 


9.956  235  3io^ 
9.956  317  36i  99 
9'9g  f99  764  21 

9,956  565  620  :|86 
9i9*>  649  073  S96 
9 . 956  732  876  728 
9.956  817  029  4i3 
9.956  901  $3i,382 
9.956  986  382  364 


9-95 


071  S8a  09» 


iSn  i3o  291 
24^  026  696 
329  2^1  048 
410.803070 
S02  802  498 

f  590  089  067 

700  702  558 
Ô54  028 


942  701  4^0 


9  958  o3i  71Q  702 
9«9o8  121  q83  535 
9^958  2iOt^2.65i 
9.968  3oo  Ô46v294 


73.  «8û  f58ep7  933 

73  540  991  36?  SBq 

74  S161  409  35o.  909 
74  618  798  S66  707 
74  97S  OtoS  356  424 


75  33rgaiql3fi6  ^47 

75  688^355  869 
76043  64S355  587 
^399^2  355)  3o8 

76  754  .840^^-^311 

77  ^09  871  SSiljSâ  2 
77  464  623352  476  27 

77  ««9  «99^4  *99  *7* 

78   173  298353   Q|2li  2' 

78  627  5ng353 

79  234  ^S6  353  ^193 
79  S87  328  352  820 

79  940  ^48  3f  a  545 

80  3^2  693  3^2  271 

41^»  997 
35i  724 

35i  45^ 


8t  700  i36  35i  178 


2  o5i  3i4 

82  4^^  ^*i 

8a  752  8â;5 
83  io3  2«9 
83  453  3to 
83  8o3  i32 


84  11266^349084 


5oi  969 
85o  982 


199  726348  47^ 


85  548  261 


87  633  4^ 
080  049 
326  392 
672  470 

89  018  282 

89  363  833 


088 


35o  907 


35o 
35o  091 
349822 
3^553 


3i 
3i 


ot3 

7<4 


348  2107 


a86^ 
263 


\f 


CBAPITRB  %?ru 


a. 


700 
701 
702 


9«g58  481  980.088 
9.958  fnSoTficjiS 
703  9.958  édi  5o8>3ai| 
9.958  756  a83  636 
9.9S8  648  4oa'4oi 

9.^940  864  356 


09 

o 


9.959  o33  660  a46 
9.959  126.816  793 
9^959  2ao'3o6  707 
9.959  3i4  138^7^ 

9.959  408  3ia  879 
9.959  5oa  628  62! 
9.959  597  68$  537 
9.959  69?  883  e^r 


2 


20 


21 
22 


26 

a? 


20 
3* 


3i 
3a 
33 


35 

se 


l 


n 


8 


Logera. 


9.959  884  3o2  271 

9.959  980  '522  220 

9.960  072  082  261 

9I9.960  17J  982  j38 

9.960  271  221  596 

9.960  368 '800  38o 


o.gfio  ^  7.8  334 
339.960.^974906 

260.060  •76»6»3^ 


I  fjS' 287 

1  éé,  " 


9 

9 . 
9.960961384 

'  061  3Si  6, 
161  -615  90 
x6a  337  206 

3^ 


289.96 

2^6 


9-9j 
349.96 


9^ 


120 


3o5 


668  087  872 
73  028  97 


i 


701390 


9.961  976.002 

9.962  079  3ii  21 
.-7399-962  ife  g54  725 

40 9-962286932  741 

9  962  391  245  06 


Jafe.gfo  495  891  137 

439.962  600  871  «620 

[9.962  706  r85  366 

811  832  43o 


9*9fa 


9.962  917  812  562 

9.963  0241 126  816 
9.963.  ]3o  771  049 

49  9*^963  237  748  917 

So 9.963  345  o56  «74 


Diff.L 


HH 


90 

9< 

91  43i  6o3[3i3 

91  7^5  3i5  3a3 

92  '118  765 
92  4§<  9^5 


92  8^  884 

93  147  553 

9»^  964^42 
93  '832  «  1  i5|34t 

94:174  067  ^ 

»857  or 

iq8  i34 
§5^538098 
9S  '879  602 


96  ^19  $i 
:  96  560  "o, 

97  2§  -458 
^7  ^78  784 


'98  25b  6^2 


95 
98 


SSJl 


S54 

672 

234 


a. 


I 

oi6|34i 
340 
340 


338  81 81  25^ 
338 
338 
3  545^338  o57J  255 


I  60^ 


9960Q  404 

j  99  9^6  956 

00  284  256 

00  621  3o3 

00  958  099 

oi  2q4  644 

ot  63o  939 

01  X3/B6  964 
ot  302-770 

02  638  324 


02  973  62e 

03  3o»  «66 
o3  643  465 
o3  078  016 

04  S12  320 


^od  980  .i83 

3i3  746 

o5  647  oé4 

o5  QOO  l32 


106  3i2  ^4 
i 06  645  533 
X06  077  f868 

107  ^09  q5j 
ri97  641  rëbS 


S62 
3ii 


337  6b2 


646  376f333  807 

3 1.8 
068 
822 


333 
333 
333 
332 

532 

332 
332 
3;3i 
33i 


o 
602 


25 1 

254 


25o 


152 

253 

25 1 

25k 
25o 


25o 

25l 

248 

25o 

25o 


Log.ra: 


o58B74 

«  074  082 

668  Q78  844 
014  721 
58 1  4.70 


750  ^.g63 

75"  9 -963 
7529.963 

7559.96S 
7569.965 

]Utt 

7599  964 
7609.964 

75TI9.  " 


764  g.gôi 

765  9964  994  393  ,74' 

766  9-96| 

7689.965 
7699.965 
77^9.955 

771  9  g65 


7729.965 
7739.905 

7759.966 


776  9.966  25o  888  218 


77: 

oc 


17  9-966 
18 


995  678  848 
io5  5oo  ot, 
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CHAPITRE  XVII. 


Sur  les  Intégrales  Eulériennes  indéfinies  de  la  seconde  espèce. 


.  •    .t 


i58.  ri  ous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  l'intégrale  définie yZ^rf^/  ij       , 

terminée  à  la  valeur  âr=:  i ,  et  nous  l'avons  désignée  par  Ta;  nous  allons 
maintenant  ^nous  occuper, de  l'intégrale  indéfinie  qui  se  présente  dans  un 
assez  grand  nombre  de  recherches,  et  qui  offre  des  difficultés  particulières 
lorsqu'on  veut  la  déterminer  avec  un  certain  d^é  de  précision  pour  de  très 
petites  valeurs  de '^.  Nous  prendrons  de  là  occasion  de  résoudre ,  tant  par 
des  formules  que  par  des  Tables  suffisamment  étendues,  le  cas  deaso  et 

celui  de  â=^,  qui  sont  ceux  des  transcendantes  /  — ,  /- — ^  ,  sur  les- 

quelles  plusieurs  géomètres  se  sont  exercés. 

§  L  Formules  diverses  pour  évaluer  par  approximation  t Intégrale  indéfinie 

1  Sg.  Nous  représenterons  par  T(a,x)  l'intégrale  indéfinie/d!r  Hog  -j      , 

prise  depuis  â?=o  jusqu'à  une  valeur  quelconque  de  or;  et  dans  cette  déno- 
mination r(a,  i)  sera  la  même  chose  que  l'intégrale  définie  déjà  désignée 
par  Ta, 

Cela  posé^  l'intégration  par  parties  donnera  la  formule  ' 

T(a ,  ar)  =  x(log  i)*"' -j-  (a  —  i)  r(a—  i ,  x) ,  (48) 

•  .  *  *  \  ' 

d'où  il  suit  que  l'intégrale  F  (a,  j?)  peut  toujourà  se  îameher  à  une  intégrale 
semblable  dans  laquelle  a  est  compris  entre  i  et  3 ,  ainsi  que  nous  l'avons 
fait  pour  l'intégrale  définieTâ. 

*  >  Celte  même  formule  donnerait  la  valeur  exacte  de  T(aj  x),  si  a  était  un 
T.  11.  83 


V  Sm  mTÉGRALES  EtlUUUBNNES , 

nombre  entier;  ainsi  on  aurait  succesâvement 

r(i,»)nm«, 

r(2,  X)  ^  x\og  ^    +  X^ 

r(5,  x)  =  x(logi)V  3Jrlog^+  2X, 

r(4,  X)  =  x(log  ^y+  5rC5,  a:),  etc. 

Nous  n'avons  donc  à  nous  occuper  que  des  seuTs  cas  où  a  est  un  nombre 
fractionnaire  ou  irrationnel. 

i6om  Soit  log  -=2 1  on  aura  la  transformée  F  (a,  x)  =/ — z*""'  e^^dz, 

d'où  résulte  en  développant  l'exponentielle  et  intégrant , 

rca,  ar)  =  rii  — -  +  .Î-T — -  •  ^3:t+ A  •  ^  — etc.;   (4q) 

cette  lormule  donne  la  valeor  de  r(a^  x)  pwt  une  suite  qui  peut  être  diver^ 
.gente  dans  les  premiers  terotes,  et  d'ajutant  plus  divergeote  que  x  est  plus 
petit  ^  mai»  qui  finit  toujours  par  être  oeovvigente. 

Cette  suite  est  convei^ente  dès  les  premiers  termes,  si  x  n'est  pas  plus 

I  *  - 

petit  que  -  ;  elle  peut  néanmoins  être  employée  avec  succès  pour  des  va- 
leurs beaucoup  plus  petites  de  Xy  telles  que  x=  7^,  ou  même  ar=:^  ; 
mais  alors  il  faudra  calculer  un  assez  grand  nombre  de  termes  de  la  série. 
Par  exemple,  si  ^  =  o.i,  il  faudra  calculer  douze  à  treize  termes  de  la 
série  pour  avoir  la  valeur  de  l'int^rale  ap{)rochée  jusqu'à  la  cinquième  ou 
la  sixième  décimale.  On  trouve  de  cette  manière  r(^,  o.  i)  =  0 .056497- 

A.  mesure  1^  x  devient  plus  petit,  il  fkqdra  prolonger  plus  loin  la  suite 
pour  obtenir  un  égal  degré  d'approximation ,  de  sorte  qu'il  convient  de 
recourir  à  un  autre  moyen  pour  évaluer  l'intégrale  avec  précision ,  lorsque 
X  est  très  petit,  tel  que  73^,  ttôô?  ©^c. 

161.  Il  semble  qu'on  pourrait  calculer  l'intégrale  VÇa^  x),  lorsque  ^est 
très  petit ,  au  moyen  de  la  formule  (48)  qui  donne  par  des  transformations 
successives 

r^a,  ar)  =  ^[a— '  +(a— j)z— •  +  (a—  ir).(^— 3)z— '+etc.]   (5o) 

Cette  séné  étant  continuée  suffisamment ,  ses  termé^deviendcont  alternar- 
tivement  poûti&  et  négatifs ,  de  sorte  qu'on  aura  des  valeurs  alternalive* 
ment  plus  grandes  et  plus  petites  que  l'intégrale  cherchée,  filais  >  «oiasae  la 
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suite,  qui  est  d'abord  convergente ,  devient  nécessanwpient'divui génie  npnàs 
un  oertûn  noinbn  de  termes,  il  fiiudra  s'anréter  au  pmDt  *ok  la  div€ffgeBoe 
commence ,  et  on  n'aura  ainsi  ^«ne  ^i^rraiiMtion  bornée  qm  pourrait 
être  insuffisante.' 

Si  on  appelle  P*  le  terme  de  rang  n  dans  la  formule  (5o)  et  P""*"'  le 

terme  suivant,  on  aura  P*"*-*  = P*j  ainsi  la   diveigence  commence 

lorsqu'on  aava  abs  eu  >•  ^^^9  ^t  idors  k  suite  ae  -devra  pas  être  pro^ 
longée  plus  loin. 

ff6a.  Soit, fpar-ettMnple,  ascs-^^ss — ,mi  aura  ftsJog  iDOca34 «60517, 

et  il  +  2  =  5  •  I .  Ainsi  la  suite  ne  devra  pas  être  prolongée  au-delà  des  5  on 
6  premiers  termes.  En  effet,  on  a  en  fitisant  z=  log  100, 

\2'ioo/        100  \  a  2.2  2.2.Î»  •  /' 

et  par  le  calcul  de  tenues  4UceGttyB,oft  trouve 

z^*    =        0.455991 
—  -  a""'    =  —  04050694 


i^«i^^^ 


^  ^       ^  0.415397 

H-iyj  z"*   ^=  +  0.01647P 

0.451876 
a"'    =  —  0.008946 


2.2.2 


IW*^^**i^i^" 


0.433930 

H-rrr^*"     =  +  0.006799 


2.2.2.2 


Il  mil    ■ 


0.439739 
*^a~~  «=  —  0.006644 


^  t^A  .2.2.2 


4>,433oâî» 


On  voit  qu'il  est  inutile  d'aller  plus  loin  que  le  sixième  terme  ^  puisque  la 
suite  devient  divergente  là  compter  de  ce  terme. 

Il  résulte  de  ce  calcul  que  la  somme  ctierchée  est  plue  gratkde  que 
o .  4^^tl85 ,  et  plus  petite  "que  o  •  i^^g^j^.fiBT^xm  milieu ,  dirtrôtive  li^  ^sotnme 

82*. 
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de  la  suite sso. 4^6407,: et  OQ  voit  qu'on  oe  peut  compter;  sur  plus  de 
quatre  décimales  exactes  daos  cette  évalàatiou  ;  il  en  résulte  pour  la  valeur 
de  l'intégrale  cherchée  y  T(a ,  x)  =  o  »  004264* 

i65.  Si  en  prenant  toujours  a  =  -,  on  eût  fait  jr  = ,  on  aurait  vu 

d'abord  que  la  suite  ne  doit  être  prolongée  que  jusqu'au  neuvième  terme, 
et  par  le  calcul  effectif  des  termes,  on  aurait  trouvé  que  l^t^rale  cherchée 

est  comprise  en  tre  J?  X  o  •  357708  et  x  X  o  •  357 1 7  3.  Le  milieu  est  or  X  o  •  35744  f 
d'où  résulte  l'intégrale  T(a ,  ar)  =3  o .  ooo35744- 

En  général  la  formule  (3)  donnera  d'autant  plus  de  précision,  que  x  sera 
plus  petit;  mais  cette  précision  ne  s'obtiendra  que  par  le  calcul  d'un.plus^ 
grand  nombre  de  ternies,  puisque  pour  tirer  de  la  suite  toute  l'approxima- 
tion qu'elle  peut  offrir ,  il  faut  la  prolonger  jusqu'à  ce  que  le  nombre  de  ses 

*  1 

termes  soit  û -f- 3  ou  a -f- log  - . 

Si  on  appliquait  la  formule  (3)  au  cas  de  jc  =  —  déjà  résolu  par  la  for- 
mule (3),  on  trouverait  que  la  suite  cesse  d'être  convergente  au  quatrième 
terme.  Les  deux  premiers  termes  donnent  F^  j:  x  o.5i5g,  et  les  trois  pre- 
miers donnent  F  <  a:  X  0.6091;  il  en  résulte  par  un  milieu,  F= 
x>c  o.56a5  =  o.o56a5,  tandis  que  la  vraie  valeur  est  o .056497.  ^^  ^^^* 
vient  donc  de  préférer  la  formule  (:2)  lorsqu'on  voudra  avok*  au  moins  quatre 
chiffi^s  significati&  exacts,  et  que  la  valeur  de  x  ne  sera  pas  plus  petite  que 
0.0 1.  Nous  verrons  ci-après  quels  sont  les  moyens  d'obtenir  une  approxi^ 
mation  plus  grande  ou  même  indéfinie* 

164*  Jusqu'ici  nous  avons  supposé  tacitement  que  x  ne  surpasse  pas  l'u- 
nité j  mais  on  peut  aussi  demander  Vinté^ale /dxÇl^j        pour  une  valeur 

de  X  plus  grande  que  l'unité.  La  partie  comprise  depuis  x:szo  jusqu'à  Jt=s  i^ 
est  connue  et  représentée  par  F  (a);  ainsi  tout  se  réduit  à  trouver  Hut^rale 
depuis  xzsii  jusqu'à  une  vsdeur  quelconque  de  or^  i; 

Remarquons  d'abord  que  dans  tout  cet  intervalle,  /  f-j  étant  négatif,  il 

faudra  mettre  l'intégrale  sous  I9  forme  ( — \f^/dx(JlxY^^ .  Je  fais  abstrac- 
lion  du  fistcteur  (— 1)*~'  qui  peut  être  réel  ou  imaginaire ,  suivant  les  diverses 
valeurs  de  a,  et  je  considère  simplement  llntégraley^ir  (/x)'**  que  je  désigne 
par  '\f(,(iy  x)f  et  qui  est  supposée  nulle  lorsque  xz=zi. 

Si  ou  fait  lxr=r^r  ^^  ^^^  ;r=:e",  et  l'int^rale  dont  il  s'agit  deviendra 
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fu^^du.€^ z=ifvr^^dù{\  +«i+|tt' -|-éto.)î  d'où  l'on  tire 

4^(/i,ar)=— 4-— r — H  -  •  — i 1 5  •  — tô H- etc. ,      (5î)        -^ 

T\    ?     /         ai    a+i  2     0.+  2         2.3     a  +  3  ^        v     • 

formule  où  il  n'y  a  pas  de  constante  à  ajouter ,  parce  qu'elle  s'évanouit 
lorsque  x  =  i . 

La  suite  comprise  dans  cette  intégrale  pourra  être  divergente  dans  les 
premiers  termes^  mais  elle  finira  ton  jours  par  être  convergente.  Ainsi  on  eu 
tirera  dans  tous  les  cas  une  valeur  aussi  approchée  qu'on  voudra  de  la 
vraie  intégrale,  et  il  est  visible  que  cette  valeur  deviendra  infinie  si  on 
fait  a:  =  00.  -  r 

-  i65.  On  peut  encore  mettre  4(^9  ^)  ^^^b  uneibrme  plus  commode.  Soit 

fa^^^du  .  e"  =  Pe",  on  aura  m*""  =  P  -h  ^  ;  soit  ensuite  P  =  —  -|-  Au*^* 

+  Bii*"^*  +  etc. ,  on  trouvera  A  =  —  ■  .  ,  .,  B=  .  .  \,  .  a,  etc. ; 
donc 

4  (fl  ,  0?)  =  ari  —  —  — ; — r  -I-  -7 — r--r7 — r— r CtC.    )  ,  (Si) 

série  qui  aura,  comme  la  précédente,  la  propriété  de  devenir  toujours 
convergente,  mais  qui  aura  de  plus  l'avantage  de  donner  des  valeurs  alter- 
nativement plus  grandes  et  plus  petites  que  l'intégrale  cherchée;  de  sorte 
que  le  degré  d'approiimation  Sera  connu  dans  chaqVie  cas  par  la  diflërence 
de  deux  termes  consécutifii. 

$  n.  De  r  Intégrale  7j=i  i — -  ^  prise  é  eempter  de  \^s  o. 


\ 


t\ 


— 1»7"^ 


i66.  Cette  formule  résulte  de  la  formule  2;énérale  en  fiiisant  asso  ;  soit 

alors  /-  =  a  ou  xsaer-%  on  aura  la  tranrf^rmée  Zte:/*— ér*.  —  ,qu'a 

\  i         ,    •        i  '  * 

faudra  prendre  depuis  j&  =  00  jusqu'à  z  =  /-  j  substituant  au  lieu  de  er*  sa 

valeur  développée  et  in  tégrant ,  on  aura 

Z=:ç-G.-r.&H-»— ^.|-H^-i^.|-^etc.  (55) 


•i  :r~    *' 


La  condition  j  pour  déterminer^  là  constante  G,  est  que  Z  s'évanouir 
lorsque  3=  00  ;  mais  les  quantités  infinies  que  cçtte  supposition  introduit 
né  pemiettent  d'en  tirer  aùdon  résultat  et  il*  fâôtf  recourir  à  d^autres 
moyens. 


»• 


«•♦-1  ,,«-♦•»  V  V  r.-    ^     z        "' 
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'167.  CooBidëroi»  poor  cet  «ffet  l'intëgrale 

•V 


ou  aura 


/ 


prise  de  même  à  compter  de  ;r  =  o,  nous  aurons  V  =  —  log  (1— *a?)— Z, 
et  par^ocmsëqaent 

V  =  C+log(^)-z  +  l.?-ïf5.^4-etc.  (54) 

n  suffît  de  oonnattre  là  talenr  de  Y  dans  un  cas  particulier  ponr  ^éDer- 
miner  la  constante  C;  or,  si  on  Êiit  xt=z  i  —  â»,  a»  étant  infinimefit  petit , 

•^^  =  —  — — ^^^  =  I ,  de  sorte  qu'on  aura  dans  ce  cas  V=C'. 

Mais  par  la  formule  de  l'art,  lag,  on  a  dans  le  même  cas  Y  =  C  ;  donc 

C  =  C,  G  étant  le  nombre  connu. dans  la  théorie  des  fonctions  T^xlont 

la  valeur  calcolëe  avec  quelques  décimales  de  plus  que  dans  l'article  86 , 

est 

€  =  0.57731  56649  oi55-a  860161  811209. 

Cela  posé,  la  formule  (53)  fera  coanaitre IHnlégrafe  Z|Mur  une  suite  d'autaat 
plu»  convergente  que  a:  sera  plus  prèsrde  i'umié  j  lorsqu'on  &it  jc^=  i  ,  ou 
a  z  ::=3^ ,  et  par  conséquent  Z  devient  infini  ;  mais  cet  infini  n'est  que  lo- 
garithmique; car  en  iiûsaiit  xrrsi^-— a»^  #  ébfnt  ôifiirâiait  petit,  on  a 

Z  =  log  -  —  C  +  -  û>. 

168.  A  «[^stre^^iie  «ocr  duniaue  ^  s  ou  il(^-  ^ugBràrtc .  de  «plus  en  plus , 

et  la  suite  contenue  dans  la  formule  (53j  devient  de  moins  en  moins  con- 
vergente  ;  elle  peut  même  devenir  divergente  dans  les  premiers  termes , 
lorsqii'on  veut  tlëterminer 'Kmégrale  Z  pour  une  très  petite  valeur  de  ar, 
mais  cile  iimt-to^JM(^  fMir  étte  ^oonvergeote  aprè»  m  cectaim  nombre  de 

termes.  Soit  P  le  /f*~.  terme  de  4a  ^ite  «  —  ^  *-—  "+*  "^  ^  T  "*"  ^^*  >  ^^  P' 

le  terme  suivant ,  on  aura,  en  général,  y-"-^    'a," S»  'î  ™^^  ^*  convei^gencc 

de  la  suite  aura  liett^  pl0»;tahiidès-qvi^tiiifii  ir-=:  oa^z.  Par  exemple , 
si  l'on  a  a?  =  er*"*  =  o. 0000454,  ce  qui  donne  z=s  10,  la  série  sera  con- 
vergente &u  flixt&me  ferme,  ou  même  dès. le  neuvième,  piiisqu'én  faisant 

n^S^  on  ^[rj^jr^f  ^97*  '^^^  *^^  ^^^  ^umème  t^nofis  que  la  .grandeur 
des  termes  qui  précèdent  le  point  de'convei^ence,  et  celle  d'un  assez  ^mnd 
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nombre  de  termefr  subras,  randeot  tvès  difficile  le  cakol  pmr  b  fenmde  (55) 
de  la»  fooctioil  tj  pour  une  valeur  de  x  aussi  petite  qu'pti'  F»  mpposée , 
et  la  difficulté  augmenterait  toujours  à  mesure  que  x  serais  supposé'  phxs 
petit. 

169.  Pour  obvier  à  cet  încdnvénîent,  on  pourrait  faire  usage  de  k  mé- 
thode des  quadratures;  mais  on  peut  aussi,  par  d'autres  formules,  éviter 
ces  calculs  de  quadrature,  qui  sont  toujours  très  longs,  surtout  dans  le 
cas  dont  il  s'agit,  sîl'on  voulait  obtenir  un  certain  degré  d'approximation. 
Et  d'abord  la  formule  (5o)  donne,  pour  le  cas  de  as=o^ 

^  ="  î  —  5  "^  7  — ^  +  -^— etc.,  (5S) 

formule  qui  sera  d'autant  plus  conver^nte  d^n&  lea  premiers  termes,  qjuke  z 
sera  plus  grand*  Mais  comme  le  ial^^'^  terme  de  cette  série  est  ^1  au  précé- 

de»t  nnikiplié  par ,  on  voîk  *  que  k  suite  deviendra  divei^ente  dès 

qu'on  aura  n  —  i  ^  z.  Ainsi,  dans  le  cas  de  z  =  10,  dont  nous  avons  déjà 
parlé,  la  suite  sera  divergente  dès  le  douzième  terme. 

Pour  apprécier  le  degré  d'exactitude  que  donnerait  k  formule,  dans  le 
cas  dont  û  s^'agjt,  il  Caut  observer  que  dans  une  suite  telle  que  k  précé- 
dente, qui  doit  s'arrêter  aux  termes  à  peu  près  ^ux  T  — T',  la  somme 
totale  est  connue,  à  une  différence  prés  de^  T  environ.  En  général,  soit 
ar  =  e*""  ou  z=:/»,  l'erreur  sur  la   valeur  de  Z  aura  pour  limite.... 

€  =  -J-  . — j:s=ï.  —  .  e   ",  ce  qui  donne   en    logantnmes 

vulgaires  log  €  =  —  imn —  |  hr^  rH'^i^  étant  le  module  o.  4^4^ ,  etc. 
Il  s'ensuit  que  la  valeur  de  Z  déduite  de  la  formule  (55)  sera  exacte  jusqu'à  la 
dédmak*  de^ Fondre  *,  si  l'on  a  k  ^ssrsmn  +  j^  In — ^  /|  ^,  et  pa?  consé- 
quent si  —  mn  ou  log  or  =  —  7  A:  +  4  ^  — • 

L'approxinnKtîaa  obtenue-  pan  la  £u*D[iple:  (55)  est  donc  de  plus  en  plus 
grande,  à  mesure  que  z  est  plus  grand  ou  x  plus  petit;  elle  donne  neuf 
décimales  exactes  pour  k  valeur  zsb  lo  ou  jt  sa  o.oooo454,  mais  à  me* 
sure  que  x  augmente ,  l'approximation  diminue  et  devient  bientôt  insuffi'^ 
santé,  comme  on  l'a  vu  dans  le  cas  de  or  =s  o. 01  (  art.  16a). 

n  nous  reste  à  déntesitrer  uaettffpietème  formule  dont  l'application  s'étend 
depuis  les  plus  petites  valeurs  de  x  jusqu'à  celles  qui  permettent  d'em- 
plfoyer  avec  avantage  k  formole(55).  Cette  troisième  formule,  qui  s'exprime 
en  fraction  oonCinue,  est  connue  depuis  long-temps  dea  Anal^sfes;  mais 


\ 
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ih  ne  se  sont  pcnnt  occupés  d'en  rendre  le  calcnl  facile,  ni  de  fixer  le  d^ré 
de  prédsion  dont  elle  est  susceptible,  suivant  le  nombre  de  terme»  auquel 
on  veut  s'arrêter. 

§  m.  Expression  de  P  Intégrale  T(ayX)  en  fraction  continue.      . 

1 70.  Considérons  en  général  la  fonction  Z  =:  T  (a,  ar)  =zf2!"^*dXy  dans 
laquelle  nous  supposerons  a  positif  et  plus .  pedt  que  l'unité^  ce  que  Ton 
peut  toujours  obtenir  par  Tapplication  de  la  formule  (48)  ;  Fint^le  Z 
étant  prise  à  compter  de  x=:Oj  la  quantité  «••■,  où  a—  i  est  n^tif, 
sera  plus  grande  pour  la  dermère  valeur,  de  x  que  pour  les  valeurs  précé- 
dentes, de  sorte  qu'on  aura  toujours  Z=£*"""arT,  T  étant  en  général  une 
quantité  plus  petite  que  l'unité,  mais  qui  se  réduit  à  l'unité  lorsqu'on 
suppose  X  infii^ent  petit.  Si  l'on  différencie  cette  équation  et  qu^on  sub- 
stitue les  valeurs  rfZ=2*~'<ir,  dx=-^xdZj  on  aura ,  pour  déterminer  T, 
l'équation  différentielle  ^ 

g-(t-«)7-T+.=o, 
qu'il  conviendra  de  mettre  sous  la  forme  suivante,  en  foiaant  a  =s  7, 

71.  G)nsidérons  plus  généralement  l'équation  différentielle 


I 


Çdl  ',  «ç+i 


Ti^  +  ^+^C-i^o,       -  (57) 

dans  laquelle  tt  et  €. sont  des  coefficiens  constans;  si  l'on  fait  ^=  i -f-^'CT', 
on  aura  la  transformée  •  _        •  ..  —  » 

ç-(*r+iç.  ^)-(«+ex+0-<)*rr'-*TT'«=o. 

Le  coefficient  h  étant  arbitraire ,  on  peut  faire  Ar=  a  +  €  ;  alors  divisant  tout 
par  A:ÇT'' ,  on  aura 

Cette  transformée  est  entièrement  semblable  à  la  proposée,  puâsqu'en  fiaii- 
sant  a'=  i  •—  et,  5'=  a+  S,  on  peut  la  mettre  sous  la  forme    ,  .  , 
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et  on  aura  en  même  temps  k=:S'. 

173.  Il  suit  de  là  cpie,  par  des  substitutions  répétées ,  on  obtiendra  des 
transformées  successives  en  T',  T'' ,  T'",  etc.,  qui  seront  liées  entre  elles  et 
dont  les  coefficiens  seront  déterminés  par  les  équations  suivantes: 

« 

On  pourra  donc  eiprimer  la  fonction  T  par  cette  fraction  continue 

T=i:(i+(**+0:Ç(i+(i+0Ç:(i+(i+«+QÇ:(i+(a+C)Ç:(i  +  etc;(58) 

où  il  faut  remarquer  que  les  dénominateurs  des  fractions  composantes  sont 
tous  ^aui  à  l'unité,  et  que  les  numérateurs  forment  la  suite  ,  1       i 

(*+eX,  (i+^X,  (ï+*  +  eX,  (2  + ex,  (a  +  «H-eX,  etc., 

dont  la  loi  est  telle,  que  les  termes  croissent  alternativement  de  (i  —  ct)( 
et  de  af  • 

Cette  expression  sera  l'intégrale  de  l'équation  difiërentielle  (57),  si  toute- 
fois la  fonction  cherchée  T  doit  vse  réduire  à  l'unité  lorsque  Ç  =  o. 

175.  Cette  condition  étant  remplie  dans  l'équation  proposée  (56),  il  y 
aura  lieu  de  lui  appliquer  la  formule  (58);  c'est  pourquoi  faisant  as?  i  -««a, 
C=o,  on  aura,  pour  l'intégrale  générale  Z  =  /z*""'ûKr,  celte  expression 
en  fraction  continue  : 

Z=a:a— :(i+(i-aX:(i-K:(i-K»--oX:('H-aC:(i-K5-«X-l-etc.,(59) 

011  l'on  voit  que  les  numérateurs  des  fractions  composantes  forment  la  suite 
(i  — Q%^  Ç,  (2  —  nX,  sÇ",  (5  —  «X,  5Ç,  (4— «)Ç,  etc.,  dont  les  termes 
croissent  alternativement  de  aÇ  et  de  (i— a)Ç. 

5  IV.  Application  à  V Intégrale  r(o,  oc). 

174.  Maintenant  si  l'on  fait  â  =  o,  on  aura,  pour  le  cas  particulier  de 
l'int^rale  Z  =  /  — ,  celte  troisième  formule 

T.  IL  «5 
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Z=a:Ç:(i+Ç:(i-j-f:(i+*r;(î+«-(i+5C'-('+  (^)y 

où  Pon  voit  que  les  numérateurs  Ç,  Ç,  aÇ,  aÇ,  5Ç,  3Ç,  4f  *  etc.,  croissent 
alternativement  de  o  et  de  Ç. 

Il  n'y  aura  lieu  d'employer  cette  formule  que  pour  de  très  petite^ 
valeurs  de  x,  qui  laissent  encore  Ç  assez  petit;  car^  par  exemple^  pour  la 

valeur  j:  =  ^=: o. 01 83,  qui  donne  a==4etÇ=s^,  oh  pourra  employer 

indifféremment  la  Formule  (53) ,  qui  ne  cesse  pas  d'être  convergente ,  ou  la 
formule  (6o)  ;  1^  choix  de  Tune  ou  de  l'autre  dépend  enoore  d^  d^^rë  d'ap- 
proximation qu'on  veut  atteindre ,  et  qui  s'obtiendra  plus  fiicilement,  tantôt 
par  une  £>r9ulf3,  tantôt  f>ar  l'autw.  Pour  mieux  en  juger,  {1  fliut  fiôve  voir 
quelle  est  la  meilleure  manière  de  calculer  des  fractions  continues  tellies  que 
la  formule  (6o),  dans  laquelle  les  numérateurs  augmentent  à  Pinfini,  tandis 
que  les  dénominateurs  nsstent  ^aux  a  l'unité. 

175^  Soient  ^,  5^  ^  ^  ^^^^  (r$ûtwufi  copMculiv^  ^pû  nésoUrat  du 
€àkvl  de J«t  ImaUoaiimitifiiie^  wéonté  suivant  ks  tâglta  ordîo«res«A  s'ar* 
rétant  à  la  fraction  composante  -;  on  aura,  d'après  la  loi  connue, 

P'sP+^po,    Q'=Q+;tQ»j    deUP'Q--PQ'=f<P*Q— PQ^), 

ou 

F       P  ^/P       P*\ 

p  po 

Supposas  la  diSrence  ^  —  ^  positii^  s??B.o  ;  ou  yjpit  qw  k  <ii£$Feiice 

P'       P 
Mirante]  q^  •^  5  ^^^  négative  j  en  Fappelant  — R ,  on  aura 

On  parviendra  donc  à  la  valeur  ^ ,  en  calculant  par  cette  formule  une 

suite  de  différences  r^  r^jf^' K%  R,  qui«  à  partir  du  premier  terme  A 

de  la  série ,  s'appliqueront  altenidtiyemeat  eu  plus  ^  m  mow  au  rémk^t 
de  tous  les  termes  précédens  ;  d'où  l'on  conclura 

£=A  — r-f-r'— +RO— R. 

Les  signes  des  différences  seront  toujours  alternatifs ,  tMt  que  les  indices 
/A  seront  positiâ,  comme  dans  le  cas  proposé.  Ou  obtiendra  donc  ainsi  des 
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résultats  alternativement  plus  grands  e*  plus  petits  que  la  vdfiur  totale 
que  l'on  cherche ,  ce  qui  donnera  à  chaque  instant  une  mesure  du  degré 
d'approximation  auquel  on  est  parvenu.  Lolrsqu^il  ne  manquera  plus  qu'une 
ou  àmxx  dédiMtoi  pour  obte^iir  te  éegtê  désiré ,  on  pounrft  s'anrétér  à  k 
davnidré  différ^ioe  Calculée  R  y  tt  supplétr  ma%  différencts  i«ûf atitef  R', 
K\  etc.,  en  considérant  la  suite  R%  Rf  h!^  RI'  comme  une  prtigrcuhm 
géométrique (   datas  cette   hypothèse,  faisant  RcssoR^   on    amti.^^.*» 

R— H'-l^  BT^  etc.s^î R(r  —  a^-^*—  eîc.)t:si  j^î  ainsi,  au  Heu  dé  k 

R 


Ry  on  prendra     7'   >  1?^^  plua  d'eMCtîtodey  on  pourrait  avonr 

cours  ûWL  trois  derniers  tenues  R*^,  R*,  R,  et  fâîsairtR^sssa'R**,  RsstfR^, 
<m  supposerait  par  andogie  R'  st^  eeH,  et  Pon  déduirait  le  rapport  e^  des 
deux  rapports coottus  »%  «^  par  l'équatiott lo§  mf sas !2log ^«^log  m^i en^ 

ri 

suite,  au  lieu  de  R,  on  prendrait      .    ,. 

tjB.  Pour  calculer  facilement  les  différences  R  et  éviter  en  même  temps 
l'embarras  des  grands  nombres  auxquels  conduirait  nécessaîreilaenti  dans  ces 
opérations,  raôcroissemeut  rapide  des  indices  fe,  voici  comment  il  i*audra 
procéder. 

Soit  la  fhiction  proposée  2=X:(i  +  ft:(i4-f*i*Ci+/^*»(^+A^5(iH-€tc.; 
les  premiers  termes,  calculés  à  la  manière  ordinaire,  sont  : 


et  la  série  £srmée  par  la  difier^ice  des  termes  consécatift  cootmanm  «ipsi  : 

PoMT  lu  ootMinaer  iiAéfimknBnt»  ou  prendca  dei  aaxiiaite»  %f  A,  f^yA^^ 
6,)  A,,  etc.)  d'aptâs  la  loi  sairaiiU,  qm  «omprené  «tfitf  des  ^ifi^ 
R,R.,  R.,  etc., 

ô,  =  /*,x,      X,  =  -jj^»     Ri  «=  ïwA» 

etc.  etc.  etc. 

83.. 


\ 
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Cela  pose,  la  valeur  de  Z  se  calculera  par  la  saite 

Z  =  X  —  R  r|.  R,  —  R.  -f-  R3  —  R4  H-  etc., 

qu'on  prolongera  jusqu'à  ce  qu'on  ait  obtenu  le  degré  d'exactitude  désiré. 

177.  Ces  calculs 9  comme  on  voit,  sont  très  faciles  à  feice  par  logarithmes f 
toute  proliiité  et  toutes  opérations  inutiles  en  sont  écartées;  il  suffira  de 
calculer  les  termes  X,  R,  R.,  R^^  etc.,  avec  une  décimale  de  plus  qu'on 
n'en  veut  avoir  dans  le  résultat,  et  l'on  prolongera  la  suite  des  différences 
jusqu'à  ce  qu'elles  appartiennent  à  l'ordre  de  décimales  qu'on  peut  négliger, 
on  seulement  ju^ju'à  ce  qu'elles  approchent  de  cet  ordre  ^  puisqu'on  peut 
tenir  compte  des  termes  suivans  par  le  moyen  que  nous  avons  indiqué. 

Il  est  bon  d'observer,  au  sujet  de  ces  calculs  logarithmiques,  que  pour 

déduire  chaque  A  du  ft  correspondant,  par  l'équation  -es  i  -4-  0,  on  pourra 

faire  usage  des  formules  souvent  mentionnées  log  6  =  log adzd^  d  =         » 

logD=log(aûP)db7éf ,  d'où  résulte  log(i+8),  ou  — logA=log(i-|-a)=tD. 
On  prend  pour  a  le  nombre  de  la  table  dont  le  logarithme  approche  le  plus 
de  \o^  6  \  il  suffit  que  a  ait  au  moins  le  tiers  du  nombre  de  chiffres  significatifs 
avec  lesquels  R  doit  être  déterminé;  mais  il  faut  que  log(i  +a)  soit  aussi 
donné  dans  la  table  iùîmédiatemént  et  sans  interpolation. 

178.  Comme  on  a  en  général  R»s=  R,_g •       *>  ,  il  est  évident  que  les 

difiërences  R,  Rg,  R'i^,  etc.,  vont  continuellement  en  diminuant,  dès  le  com- 
menceitient  de  k  série,  ce  qui  est  une  suite  de  ce  que  les  indices  jee  sont 
supposés  tous  positifs  ;  ainsi  à  mesure  que  la  suite  des  différences  est  pro  - 
longée,  l'approximation  augmente  de  plus  en  plus,  pourvu  que  les  différens 
tçrmes,  A<^oiiipter  du  premier  X^  soient  calculés  jusqu'au  nombre  de  déci-^ 
maks  qu'on  veut  obtenir  dans  le  résultat,  ou  même  au-delà,  pour  obvier  à 
l'accumulation  des  erreurs. 

La  formule  (60)  est  doue  propre  à  déteriâiiner  l'intégrale  Z  pour  de  très 
petites  valeurs  de  ^r,  sans  être  sujette  aux  inconvéniens  que  présentent  les 
formules  (55)  et  (55),  la  première ^ea  oBrànt  des  termes  divergens  dès  le 
commencement ,4,^  1^  s^e^  et  fort  ^rands^par  rapport  au  jcésultat  cherché;  la 
seconde,  en  amenant  assez  promptement  une  divergence  qui  limite  beau- 
coup l'approximation  etla  rend  souvent  msuffisaotcOette- formule,  cepen- 
dant, est  loin  de  conserver  son  avantage ,  IcM^qu'on  l'applique  à  des  valeura 
de  X  qui  passent  une  certaine  limite  j  car  sa  marche  se  ral^itit  de  pliHi^en 
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plus,  à  mesure  que  x  augmente,  et  h)  formule  (53)  devient  fort  préférable, 
surtout  si  l'on  a  besoin  (Fnne  grande  approximation. 

1 7g.  Pour  mieux  apprécier  la  formule  (60) ,  essayons  de  déterminer  com- 
bien U  &udra  calculer  de  termes  de  cette  formule,  afin  d'obtenir  la  valeur  de 

z 

-^  avec  un  nombre  i  de  décimales,  ou  de  manière  que  l'erreur  soit  moindre 


« 


que  10^' 


On  remarquera  d'abord  que  le  n**"*  des  numérateurs  Ç,  Ç,  aÇ,  aÇ,  3Ç, 
5Ç,  etc.,  peut  être  représenté  par  ^(/i  +  sin^-î/j^);  or  on  a  fl,s=/^,A,_,, 
ou  ô,(i  4-ô^i)=ft,;  donc  Ô,(i4-fl«-i)=K('*  +  sî^*î'*^)*  De  là  on  voit 

que  6»  a  pour  Umite  (ÎÇn)?,  et  qu'ainsi  lorsque  n  devient  un  peu  grand,  on 
peut  supposer  8,  =  y^ij^n). 

Soil  log  R.  =  U» ,  lequation  R.  =  ^u^XK  donnera  U,  =  U,_,  +  /  —^ 
5=:U,»i  — pssU,^, —  \/v>T"y>  ^'^^^'^^  déduit  la  valeur  approchée 

U.  =  const.  — 3  y/(^). 

Ainsi,  à  mesure  que  n  augmente,  le  logarithme  byp.  de  R«  approche  de 
plus  en/plus  de  la  limite:  const. —  34/^7-^ J,   et  son  logarithme  vulgaire, 

delà  limite  :  const.  —  am  \/(^)-  Si  l'on  veut  donc  que  cette  limite  soit 

—  i,  on  aura  a/w  i/Tr^ssconst.H-  1,  ou  àpeuprès7i=|M*C^'*,Métant 

le  nombre  ^.SoaS,  etc.  Cto  voit  par  conséquent  que  le  ^nombre  n  aug^nte 
en  raison  du  nombre  Ç,  et  aussi  en  raift(Hi  du  carré  du  nombre  de  décimales 
qu'on'veut  obtenir* 

Soit,  par  exemple,  a?=o.oi ,  ce  qui  donné  «=5/ 100=  aUf ,  Y  =-4î;  on 

aura  à  peu  prés  11  =  7^ M/*;  dans  ce  même  cas,  xÇ  =  — 5=0.00347;  donc 

si  l'on  veut  que  Z  soit  déterminé  avec  dix  décimales  exactes,  il  &udra  feire 
1= 8 ,  ce  qui  donnera  Tstss 4^  ts:g.2;  donc  il  suffira  de  9  à  10  termes  de  la 
série  des  R,  pour  obtenir  œ  degné  d'exactitude.  Si  l'on  veut  vingt  décimales 
exactes,  il  &udra  &ke  ^'s:c  18^  ce*qi^4}onnmra  n^ssz^^S;  ainsi  fe^série^s 
Rdeyrait-6tre  prolongée  jusqu'à  4&oa  47  terme&j  ;^^'.  ^ 

Sillon  feit  «•==9.1 ,  Casera  ëgaLiKin  et  l'on,  auru  ns;  lJiIi*:>dans  ce  même 
cas,  xÇ= 0.0434 ;  donc,  si  Ion  veut  déterminer  Z  avec  dix  décimales 
exactes,  il  finidra^  Mte  isso,  et  l'tm  aura  /is  33  •  Veit-à-dire  àn^  faudra 
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càlcukt  !M!à  on  2i  termes  de  la  série,  et  pout  Tàfoit  atee  vifigt  décimales, 
il  en  faudrait  calculer  plu^  de  loo.  La  ^mtile  (â^)  éïigét*alt  MUstsi  etiviruft 
ai  termes  dané  le  premier  cas,  et  seulement  3&  daos  le  seeoodi  Mcm»  aîmite- 
rons  qu'A  ^al  nokûbre  de  teroocs^  l'untge  de  k  ibrmiile  (63)  tsi  pnilétaUe, 
parce  que  chaque  terme  se  déduit  très  simplement  du  précédent. 

i8o.  Pour  faciliter  le  calcul  des  fonctions  Z,  dans  tous  les  cas  où  x  n'e^t 
pas  très  petit,  nous  joignons  ici  une  table  des  valeurs  de  la  fonction  V,  cal-^ 
ôulée  poUr  tôuteâ  les  valeurs  de  x^  de  centième  en  centième,  depuis 
à^Sti.oo  jtisqu^à  ar=o.  Il  nous  aufdit  été  ^alemetit  facile  de  donner  la 
fable  des  fonctions  Z,  puisque  lu  somme  Je  Ces  deux  fôùctions  est  égale  à  la 
€fâiaiitHé^^f{i  -^^),  donùée  immédiatemeM  dads  la  tdbflé  éeé  IdgaÂlhftté» 
hyperboliques.  Mais  l'interpolation  pour  les  valeurs  de  A?  pett  dHfêMtAM  de 
l'unité  serait  d'os  calool  difficile  êi  peUi  nact  dans  la  table  àm  fimctioto  Z , 
tandis  qu'elle  est  très  facile  dans  la  table  des  fonctions  Y.  D'ailleurs,  con- 
naissant V,  on  a  immédiatement'Zss/r— — -J  — V. 

Le  calcul  de  la  table  déé  fonctions  Y  A  été  fait  par  la  formule  (54)  ou  par 
une  formule  équivalente,  depuis  a:c=  i.oo  jusqu'à  xz=zo.8o.  Pour  les 
valeurs  suivantes,  depuis  a:=o.8o  jusqu'à  ar  =  o.o6,  nous  avons  préféré 
d'émpk>jref  là  méffaode  des  ôrdtonée»  ttioyetitiés,  cottigée  pour  ié^  déT&iètiH 
valeurs  de  Xy  comme  on  l'a  expliqué  (art.  9  lB)é  Enfin  les.  cinq  derniei:»  termes, 
à  compter  de  xs=:o.o5,  ont  été  calculés  pat  la  formule  (6o),  qui  donne  la 
Vrièut  de  Z ,  â'oô^l^DIl  tit^  ^lè  de  Y. 

hSt^é  Vkkk&^pfûkààoA  delà  taUe  des  fcmctions  Y  se  ftra  è  I\>rdimbe^  par 
kl  série  des  diffiifenoesiy  la#t{q«e  ^  aesera  pas  pèus  petit  qdeo.  lo;  îi  deviens 
dra  seulement  nécessaire  d'avoir  égard  aux  diflTérences  du  jàmfmimi^  tm 
même  du  sîxîèjme  orcjlre ,.  lorsque  x  approchera  de  cette  limite,  et  dent  ce 
cas,  it  conviendrait  d'employer  la  série  des  différences  dans  l'ordre  de  x 

L'iotei|»oiatioi]|  p^  aassL  «e  faire  «e^à  ^fiéfiil  ^  pat  «ikM  l^pmule  dont  Pap- 
plication  s'étend  jusqu'à  des  valeurs  assez  fe^^s^Wi 

$eit  4i  le  0om}HPe  de  là  taMe  qdi  «pproehe  èe  pi»  de  k  «v^étif  donnée 
JM^fl  '  eif  0&  ^i^idbt  krvvdeur  oevlDeifoiidajîte  de  Y(ie)y  et  par  to«eétpMait 
celle  de  Z(a);  il  ne  s'agit  dette  ^oe^'airobia  dtféiew^ej^ttsK^^^ 

PW»  Cela  *)}fcit^f**,  Cé^qui  dônnè^^tîiî/— ^;  soit  ensuite  à  =  é-*. 


a  — 


\ou.k^=U:^Czmi^^l  sait  ettfiH  M^b^^tài,  &n 
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J=/ÎTq:j-55|/e-i*(i  r- jHrg-elç.),. 


int^ale  q^  devra  étne  prise  depuis  o»=o  jusqu'à  âi=f .  Le  premier  terme 

.4S  ^V  J0 

T /è— «v^  <lo.9Q9  T  (f  —fir^f  ou  ?;  les  autres  étant  intégrés  eacfessivemciit 
ptr  le  dëvelopp«nept  dç  e**<* ,  on  e|i  tira 


î'^i'T 


'^  'S!"  vfi  "^^  §  ""^  CtC*  J  —^  ^c^ 


(&r) 


C^(B  lEbrimU»  pçnrr»  ^'^p^W.r  d^p«l|i«  ^fS9 1  ju^u'à  Or  î»  o.ûj$^  j  awi^  aur* 
dfts^s  dfi  cette  limite,  il  Ben  pIpis  ei|lH>1^  de  ealculer  directfmçnt  la  fiinpe 

Uw  Z  par  te  brmuh  (^o), 

i.^.  L'naage  de  la  Tabla  est  borne  à  ls|  valeur  azss  §^  qui  r^eod  la  fonc-r 
tiqpi  Z  infinie;  passé  a:  ==  )  ^  la  fonction  Z  rf)d^vient  S^i^  ;  ^e  dipai|ïi|^ 
pragpiMsîveixuent  jusqu'à  la  valeur  a?:»i  •4$i37^  où  «lie  ^st  nulle;  ensuite  ar 
çpntiniiatit  à  augmenter ,  la  yalevr  de  Z  d^viept  négative  et  ai||;jnf  nj^  jus- 
qa'i  Tiiifipi.  P*aîlleur8  depva#  fie  ;^  i  jusqu'à  ar  s;?  90 ,  cette  fo^iao  sç  dé^ 
t^nmnem  avec  t^l  degri  d'eKactitl^  qu'pn  voudra ,  par  la  Ibrmijle  (9f  ) , 
ok  il  fiiudra choinger  le  si^e  de  z  ((excepté'dans  le  tefpie  h),  et  ^ife  ff^hogçpf 
CQ  qui  donnera 

'      **  t        S^  1  •* 


^  c 


/z 


a  *  a  à. 3  *  3  a. 3. 4  *  i 

I^sagÎBQm  iinfi  cpuriiiç  dent  l'ordonf^ée  peur  chaque  abseisse  . 


à  la  fi^Gtpoiti  Z;  Faire  de  cette  cojurbe  sera 


J    T<*ff^    "^T^     *^»4 


:=  PçZ-rr  XiHf')p 


AU  jésigiiwt  par  Z(«^)  «e  ^e  devient  k  (bpeljion  Z  oja  iE(jr) ,  lorsqu'au  iîea 
df  £C op Inet  «*.  Si  dans  cette  équation  on  fai^  ors?  l'^P^y  ^  ^1}\  fi^ui* 
9iwt  petite  ^nawfii3r^^ir^flû»^  Z(^«=;'^<>^^,Z(jc*)œ 
DidBC,  JZàoBi;=>  h  ;  a^HÎ  quoique  Faedep^^  ^  soit  krfinie  lorsKiue  x:^  i , 
r^lre  de  i^  jaourbe  pour  «eti^  méms  aJw^s^^  T^^m  i^st  pjts  jnpins  .é|^Ie  a  la 
quantité  (iiiiif  /â. 
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TJBLE  dis  valeurs  de  nntégrah  V=  Çf-^-^  —  ^X 

' 

im.  V. 

DU.  I. 

11. 

m. 

V. 

«. 

iDtv."     Diff.  r. 

II. 

m.  rt 

I.OO 

'1 

,.93 
..92 
0.9. 

°;56'1?  ,,845 

0.55,14  8o9=' 
0.55210  97.9, 

5oo  41806 
5o.  25982 

502  .Ï?T6 
5n2  06924 

503  ë3?24 

504  7.433 

85908 
86800 

«58 
8,4 
892 

9^ 

947 

.6 

18 

'9 
'9 

o.5o 

c.3.447  6.373 

a. 30889  48998 
i>:3o32a  70786 
..29,68  l3é3. 
..29205  o3oo2 
0.2S640  o8|36 

558  ,23j5 

559  ,82!2 
56?  4,255 
563  ,9629 

56?  ,'4906 

.6583, 

3206  1,5 
333.  li: 

^;| 

3,51   à 
3910   16 

0.54706  2576; 
0.52678  44096 

505  60070 

506  i9654 

507  4o2o4 

5oé  3,,4o 

509  24283 

5.2  o8.,i 
5i3  049e. 

89584 

9o55o 
0.536 
92543 
935,, 

966 

.r 

102B 

io5i 

"47 

..,0 

20 

21 

2^ 
23 

3o 

0.4. 

0.40 

0.280,3  33530 
0.2,504  ,5433 
0.2S034  3o2i5 
0.2636.  03858 
0.2578,  62044 

56è  58097 
5,0  45.98 
5,2  363,7 
5^4  3,,8;4 
5,5  3.,o2 

.  8,.o, 

■  9"  >ra 

4878  S 

0.8c 

0.85 

0.52.69  ■9813 
0.5.659  0.959 
0.5.T47  89P 
o.5o635  8.3.2 
O.50.22  7635. 

^1 
96,90 
9,9.2 
99059 

0.35 

0.252..   30342 
0.24632  94096 

0.24o52    48428 

5,8  36246 
5So  45668 
582  6o2o5 
584  80... 
58,  05663 

23.495 

51.5  ,S 

..64 
1.83 
..82 
>.8i 
0.80 

l^.  66,95 
o.i754i  595S0 

5.6  02.61 

5IS  S^s 

5.9  .0.55 

00229 

ô;^5I 

i226 

.255 
,285 

.316 

26 

3o 
3i 

33 

0.34 

0.33 
0.32 
o.3t 
o.3o 

0.22298  02449 

0.21798  eSagi 

0.21116  90373 

o.ïoSa?.  71078 
0.19926  00410 

5^!  J^ 
599  29453 

2  3,,6o 

2  58,é5 
2  6665. 

6617   !' 

,866  S, 
te  S,, 

».,5 

0.47023  49395 
o.4é5o3  34045 

°!  sis  8246: 

0.  4936  435oo 

520  .5350 
5si  2.86. 

522  20,21 

523  3Si63 

524  496.7 

o65>i 
1  0,860 

il 

.402 

33 
33 
38 

42 
33 

0.26 

0.25 

0.18130  o373o 

60.  96.04 

60,  Ssiœ 

6.0  485.4 
6.3  52.68 

3  39... 
3  52902 

Mj86_s 

12736  loD 

0.7s 
[..71 
0.70 

O.M4M  Q3883 

Ô!  43359  568S; 

o.2a83.  6630» 
o.4a3o2  59267 

525  61724 

526  75320 
52,  9044. 

529  o,.3. 

530  25420 

1    !5l2. 

,  .6690 

i       ? 
1        i 

:      1 
'  3  %S 

!  3,.o. 
i.3^3o5 

.525 
i5% 
16,6 
i652 
.607 

1 
ï 

0.^4 

0.23 

0.22 

o..5o6.  880,3 
0..4428  558.0 
0..380.  70645 

6.6  66,67 
610  93i52 
62!  32263 
626  85.65 
ô3o  53o65 

0.65 
0.6; 
0.6: 
o.6j 
D.61 
..60 

..55 

0.4.7,2  33838 
0.4.240  8645g 
0.40,08  2143Î 
o.4o.,4  3.0.6 
„. 396^9  ,54.5 

53.  453,0 

532  S7026 

533  90Ï., 

535  Mo. 

536  42629 
53,  7.556 

.,44 

% 
1899 

a5_2 

20l3 
20,3 

2136 

2204 
2272 

t 
55 
53 
61 
60 

63 
68 

G8 
:,5 

& 

o..p 

0..3.,.   .,58o 
0. 12536  8023b 
0.1,898  40C48 
ô.  11255  ,900. 
0.10608  ,5364 

634  3,341 
638  395S8 
642  61639 

64,  05645 

65,  74.47 

4  02244 

lili 
î  06020 

a4&ï 

17518» 
3.1734* 

35642  5) 
4i2o5;o 
48263  g 

ï 
N 

0.38025  98,95 

0.3,485  63468 
o.sé^S  93.,6 

0..4 

o.i3 

0.  .2 
0.  II 

0.07 

0.02 

o.o5 

0.09956  9921' 

0.079,0  ,,495 
0.0,.,),  07260 

^.ïesie'So™ 

0.05234  5883c 
0.04530  8,3o" 
o.o38.,  38853 

656  ,0167 

66,  60190 
6,3  64235 
6éo  i653S 

5  2,, 03 
5  62835 

«  o4o4o 

6  523o3 
,  09,20 

0.364OO  85,83 
0. 35856  3oo8S 
0.353.0  5o8.o 
0.34,63  .86. 
0.342.4  40Û65 

54S  ,85?§ 
552  2,399 

■Il 

;  5.442 

234, 

2433 

25o6 

2590 

2679 

66,  262*8 
69S  o5625 
,o3  ,.538 
,13  48448 
724  73932 

9  76910 

).53 

D.5= 

0.5 
^..5o 

0. 33664  ''See 

0-33..2  3382, 
0.32559  0086c 
0.32004  ..00 
0.3,44,  6i3,. 

553  32064 

55§  4962! 
558  .23,5 

:  fÉ; 

2978 

1.2 

..6 

125 

..04 

o.o2 
0.0a 

O.OI 

0.00 

0,03092  6492 
0.02354  539,8 
0.0.599  749=S 
0.00822  0592 
0.00000  00000 

,38  .0943 
754  79049 

• 
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CHAPITRE  XVII.  5i7 

§  V.  Application  à  V Intégrale  V{\^3ù). 

i83.  Nous  avon^  traité  fort  au  loog  des  difFérens  moyens  d'évaluer  la  fonc^- 
tion  r(a,  x)  dans  le  cas  de  az=zo.  Occupons-nous  maintenant  du  cas  a=f , 

ijuî  est  celui  de  Kntégrale  Z  =±=yyir  (/-j^^  *"•  ~ 

Faisant  à  Ponfinaire  i-z^z.  ou  a?=€^'^  on  auM  sous  une  autre  forme 
Z  =/*— J5""*rfa«"^,  d'où  l'on  tire,  en  développant  e*^  et  intégrant, 

z=ri-«4(,_i+i.|--,-!3-f+rfcî-?-«^-)    («-) 

On  sait  d'ailleurs  que  F?  =  v/^,  ainsi  étant  donné  x  et  en  même  temps 

z  =  /  - ,  on  connaîtra  l'intégrale  Z  par  une  série  «^'autant  plus  converg^ite, 

que  z  sera  plus  petit,  c'eat-à-dire  que  x  approchera*  plus  de  l'unité. 

A  mesure  que  or. deviendra  plus  petit,  la  série  sera  de  moins  en  moins 
coiiV;ei;gente;  elle  deviendra  ntiéme  divergente  dans  Içs  premiers  termes,  ,^ès 
qu'on  ai^ra  z^3,  ou  jr  ^e*'^o.o5«  Dans. ce  cas  et  dans  cens  où.or^st 
encore  beaucoup  plus  petit,  la  série,  qui  est  divergei^ite  dans  lés.  premiers 
termes^  finit  toujours  par  être  convergente,  et  même  plus  que  tcutitC'  progres- 
sion géométrique  décroissante*  Mais,  comme  il  faudrait, calculer  un  nombre 
de  termes  assez  grand  pour  arriver  au  point  de  convergence  (qu'on  peut  tou« 
jours  déterminer  à  priori) ,  et  que  ces  termes  ayant  une  valeur  absolue  beau- 
coup plus  grande  que  le  résultat  qui  doit  provenir  de  la  série  totale,  il  de- 
viendrait nécessaire  de  calculer  chacun  d'eux  avec  beaucoup  dé  précision, 
puisque  la  plus  grande  partie  de  leur  valeur  doit  être  détruite;  on  voit  .par 
toutes  ces  raisons  qu'il  vaudra  presque  toujours  mieux,  dans  le  cas  dç,  x 
très  petit,  appliquer  la  fcurmule  générale  (58). 

i84*  Faisant  donc  ^  =  7)  et  ^  =  — ,  on  aura  la  formule  • .     > 

•  .  .  .  •• 

Z=:ccz--«:(i+Ç:(i+aÇ:(i+3C:(i+4Ç:(i+ç)iq.,  "  (6^) 

OÙ  l'on  doit  remarquer  que  les  numérateurs  croissent  continûeQemént  de  (^ 
tandis  que  les  dénominateurs  sont  tous  égaux  à  l'unité. 

Le  calcul  de  cette  formule  devra  se  fiiire  oomme  nous  l'avons  «expliqué  ci- 
dessus  art.  176..  Pour  en  donner  un  exemple,  soit  arrssOèOi,  on  aura  csa 

log  100=  2M,   2^=  —  s^msso.  10857  362  etc.;  d'après  ces  valeurs,  il 

fautcalculer  succèsâvement  ks  quantités  %,  R,  R,,  R.,  etc.,  par  lés  formules 
T.  IL  *  84 
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de  l'article  cité,  savoir,    - 


"S 


\ 


A,= 


1 
.1 


I 
etc. 


Hpi' 


R   =  XBa, 

R,  =  Rlt^i  r 
R^  £*  RtMt^  > 

Rj.  sa  R.93^  j 
eCcL 


Yoici  les  logarithmes  de  ces  ({uantités^  calcules  à,  dix  décimales ,  avec  les 
▼alears  qui  en  résultent  pi*ogressîveme]it  poUr  la  fonction 
ZixsX~R+il,~ll^-fRs  — eie. 


:es83^ 


R...  6.65g33  69378  o 


R,...  5.87368  91630  at 
>W^  •  •  9v3datf4  49692^  0 


Rft. . .   Jr.2o4r8  4^^^^  ^ 
flbAs.«i  g.40563  63390  5 

R3...  4.60982  03912  7 
^4X4, .  •  9. 459S6  8a6o8  9 


R^...  410^938  87521  6 
%^w.  9.9oo8k*  79435  3' 


Rs. .  '.  3.57020  60956  9 
BeAe,».  9.53373  33o2o  i 


Re« ...  3. it>393i 93977 
By^...  9.56o8t  38838 


B[,...'2^.e6?75r328t5 
'^•^••-  ft»5a36i  499^ 

Rg. • •  2.24836  837  ■ 


t<. . . .  9.035711  43*99  9 
A.,  ^#  9,gfi^^  54600  o< 

•[..:..  9.2gTgff  9775s  4 
X| .  • .  «  9-.9ft2&r  ^Mf49^  3 

9^ 9.435r5  80242  8 

A^. . ..  9^.89538' 66449  V 

83.  ...  9.53317  ri562  2 
A3.  ...  9.87246  52028  3 

84.  ...  9.60715  96271  5 
A4. ...  9.85240  8833^  4 

05.  ...  9.66628  44<^4'  4 
A5.  . . .  9.83453  29393*  9 

fis.  - . .  9.71535  52993  7 
Ae.  ...  9^.81837  80026  4 

•^....  9.7^719  23k)96 

A; 9.80362  15742 

ffg.;,..  9.793S8  84Ô 
A|u...  9.790««r659> 

(  Og.....  9.8^875  09 


rr=R^  ^u.:iL^|,53>  26     - 

I.  . 


il 


■  y\ 


R. .<.  • 

O.OO 

*** 

•  - 
• 

•  + 

• 

-etc.- 

46S  99060  2 
45639086 

tt|*..'. 

420  35i5i  6 
7  47648  r 

R^.i . . 

427  82699  7 
1  600^3  & 

R3*«*  • 

426  22676  I 
40711  ^ 

R4. .  • 

63397  3 
ri73a  4 

R'5**-  • 

5i664  9 
3717  r 

Rf;.. . 

55382  0 
1270  4 

R7. .  • 

541 M  6 
462  I 

B|»** 

54573  7 

177  2 

R^.  • 

1 

5439p.  5 

71  0 

—     20  8 

z  =  0.00426  54447 


i85.Pppr  faciliter  le  cakul  de^fooctioiis  Z,i nous, avons  construit  la  table 
i«-jointe,xiii  1  on  remarque  deux  parties  distinctes. 


CHAPITRE  XTa  519 

Dans  la  première,  la  fonction  Z  est  calculée  avec  ses  différences  successives, 

pour  toutes  les  valeurs  de  /as  T^^V '  de  cen tièmeen  centi^e^  depvos  tzsso 

jusqu'à  tz=zo .  5o.  Ces  limites  répondent  aux  valeurs  jp  =  i ,  x^^o .  7788  etc.j 
ainsi  la  première  partie  de  la  table  servira  à  calculer  la  fonction  Z»  pour, 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre- ces  limites;  car  d'ameurs  x  étant 

donné  on  connaît  /  =3  M-V.  Cette  première  partie  a  été  calculée  par  la  for- 
mule (6a). 

Dans  la  seconde  partie  on  trouve  la  fonction  Z  calculée  pour  toutes  les  ^ 
valeurs  de  or,  de  centième  en  centième,  depuis  jr=o.8o  jnsqu^à^  =s  0.00; 
cette  partie  a  été  construite  par  la  méthode  des  ordonnées  moyennes ,  eir 
cep  té  les  cinq  ou  mx  derniers  trimes,  qui  ont  été  calculés  directement  par 
la  formule  (63)^  dcHit  nous  avons  donné  un  exemple. 

x86.  Si  FcHi  compare  les  derniers  nombres  de  la  première  partie  de  la 
table ,  avec  les  premierà  de  la  seconde  partie  y  lesquels  répondent  à  peu  près 
aux  mêmes  valeurs  de  x,  on  verra  qu'en  supposant  même  égaux  les  inter- 
valles, qui  sont  moindres  dans  la  premôere  partie  que  dans  1»  secondé,  il'  y 
aurait  un  avantage  marqué  k  se  servir^  pour  l'interpolation,  des  nombres  de 
la  première  partie ,  attendu  que  les  différences  successives  diminuent  bien 
plus  rapidement  dans  ces  nombres  que  dans  ceux  de  la  seconde  partie. 

En  général,  quand  on  veut  construire  la  table  des  valeurs <I'une  fonction, 
il  importe  de  choisir  convenablement  VargurhtM  de  eett^  table,  c'est-èndire 
la  variable  par  laquelle  la  fonction  doit  être  déteiminée ,  pour  que  les  diffë- 
r^dCes  décroissent  de  la  manière  la  plus  prompte ,  et  qu'elles  rendent  ainsi 
l'interpolaticm  plus  facile.  Car,  en  substituant  une  variable  à  une  autre,  la 
marche  des  différences  n'étant  plus  la  même,  on  d<nt  préfiirer  celle  qmJsera 
la  plus  favorable  aux  interpolations. 


8^« 


CHAPITRE  XVII. 


52 


/-Y  =  0.00  jusqiià  ^=o.5o,  la  seconde  depuis  x^=:o*So  jusqtià  x 


o.oo. 


IIL 


»973 
4022 

>6384 
16666 
*.633o 

Î536â 

33747 
11475 
i853a 
34905 

i5564 
39828 
63369 
86180 

08252 
29580 
5oi55 

69972 
89Q27 

on3i4 
24829 
41572 


32o4< 

aôéSe 

30283 
29664 
29082 


28385 
27728 
2^057 
26373 
2568 


II. 


59062 
82894 
n529 


•  81700 
>  22582 
,66o46 

) 


\  65i46 


}  i855o 
I  74^7? 


7  ;^3o45 
393815 


556749 
5  21717 
5  88610 
5  57323 
5  27'j67 


23541 
2281 1 
22072 


21828 
20675 
19817 
19055 
18287 

10743 


III. 


76168 

^i365 
66950 


44579  62870 
5oii8 
55636 
524o3 

4?397 

46596 

3q7 


89280 
87066 


3S082 
33107 
81283 
29556 
27918 


IV. 


574 

t>o3 
625 

647 


657 
671 
684 
6qa 
o3 


«4 

23 

3o 

44 


53 
58 
62 
68 

72 


772 


IV. 


48o3 

44i5 
4071 


V. 


i5 
14 

22 

8 
10 
20 


à 

7 
II 


9 

7 


VI. 


i 

4 


V. 


VI. 


1i 

•  JO 


0.8 

o 

0.87 

0.86 

0.85 


0.34 
0.88 
0.82 
0.81 
o.3o 


o. 
0.2 
0.2 
o 

0.25 


.26 


0.24 
0.28 
0.22 
0.21 
0.20 

o.  V 
0.1 
o.  17 
0.16 
o.i5 


0.14 
o.i3 
Q.12 

o.  II 

o.io 


O.OQ 

0.00 
0.07 
0.06 
o.o5 

0.04 
o.o3 
0.02 

O.OI 
0.00 


o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 


z. 


86570 
35459 

84863 
88281 
82215 
3ii68 


80126 
20 102 
28092 
27096 
26114 


453o3 
11074 
04612 
08004 

D490D 
80472 

21808 
B5382 

e2o8i 
1872 

1678g 


25 144  7 
24188  55532 
28245  29210 
22814  87640 
21897  18708 


20492  11481 
19599  56219 

18719  44^9 

;b5i  68705 
28142 


17001 
10996 


161 53  08006 
i5822  04988 
i45o3  27240 
18696  60478 
12902  83076 


12120  21260 
ii35o  89289 
10592  94449 
09847  96822 
09115  5Q182 


o83q5  07424 
31567 

06015  90531 

o5649  81888 
0^008  o575^ 
04001  16447 
08789' 864 ig 
08185  05896 
02547  9489 

01980  18472 
01484  17643 
00918  8001 3 
00426  54447 
00000  00000 


Diff.  I. 


1111 
1096 
1081 
1066 
io5i 
1087 


956 
943 

930 

9»7 
9o5 


06462 
06608 
88099 
84433 
59169 

5592 
7335 
10169 

65o83 
J6890 

24367 
26822 


%3: 

07227 


J2 
880 

86 
85 
843 


55a62 
11828 
75686 
45563 
201 36 


83o 
818 
806 

794 
78a 


98018 
77748 

11816 


769 

757 

744 

782 
719 


82021 
44790 
07627 
3769 


61708 


636 
621 
604 
587 
567 


88712 
80028 
80628 
iioo5 
76419 


546 

520 


00829 
37680 
25566 
54447 


II. 


27767 


78509 
48666 
26264 
08248 


3 
3 
3 
3 
3 


82670 
68192 
46076 
28198 
12628 


2 
2 
2 
2 

2 


I045 
762 
•J2638 
61706 
51966 


2 
2 
2 
2 
2 


43434 

86142 
80128 
26427 
22118 


2 
2 

2 
2 

2 


20270 

199Ô1 
21070 

24581 
^9795 


8 
3 


20262 
60164 

86793 

31924 
88012 


5 

6 

7 

9 
ai 


58684 
495o5 
ë95i8 
34586 
75590 


25 

33 
60 


631QQ 

12064 
7UI9 


III. 


27918 
26345 
24848 
28402 
22016 
20678 


IV. 


igii6 
16883 
1667 

14478 


18298 

12114 
ioq33 

i4o 

i3i 


729» 
D019 

469B 

33o 

184 


+  289 
-.389 

3211 

6214 
7486 


99^2 


2 
80009 

45i3i 
66088 
70672 


90821 
I  20018 

1  66068 

2  4<oo4 

8  87609 


668 

5o2 

44« 

386 
338 
3oo 


262 
288 

2l3 


;§ 


198 

239 


273 

323 
387 
461 
559 


678 
822 

2003 
2222 
2496 

2842 
3271 
3824 
4542 
5481 


6747 
8492 

ioqOT 
1 4^184 

«0*49 
29192 
45o55 
75936 


V. 


66 
61 
55 

38 

39 
20 

21 

l 


12 
16 

3o 
34 

5o 

64 

74 
98 


VI. 


5 
6 

7 
10 


>4 

-  1 
10 

4 

à 

■4 

10 

24 

ai 

25 

37 
38 

55 


2 


2 

124 
166 
221 
327 

720 
1162 
1988 

3478 

682< 
ï5ôiS 
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187.  Ainsi  étant  proposée  la* fonction  Z  ^=^fdx  T/h     *>  si  l'on  ,&it 

-  **-=i,  ou  x  =  e""'*,  cette  fonction  sera  aussi  exprimée  par  la  formule 

Z  =  j/flT  —  3/^""^A,  oii  l'intégrale  doit  être  prise  à  compter  de  f  =  o;  on 
a  donc  le  choi:i^  entre  les  deux  expressions,  l'une  par  la  variable  x,  l'tntre 
par  la  variable  t. 

l^  première  partie  de  notre  table  a  été  calculé^,  selon  la  seconde  expres- 
sion, ponr  toutes  les  valeurs  de  ^,  de  centième  en  oentièniie,  depuis  £=0 
jusqu'à  ^s=;o.5o.  On  l'aurait  pu  continuer  juscju'à  une  valeur  plus  granée 
de  ^,par  exeniple,  jusqu'à  #s3S,  comme  l'a  fiiit  M.  Kramp,  dan&une  table 
de  l'iut^rale/è"'^*^,  placée  à  la  fin  de  son  Analfse  des  réfiuctioiu.  Quant 
à  l'intervalle  depuis  /=:3  jusqu'à  (s^qd  ,  il  pai*att  immense,  cependai^  il 
n'embrasse,  par  rapport  à  la  variable  Xy  que  le  petit  espace  depuis  x=  0 
jusqu'à  a:=^~9=o.oooiâ  5ia  etc.;  on  y  suppléera  aisément  en  calculant 
directement,  da^  chaque  cas  particulier,  la  fonction  Z  par  la  formule  (Ç3). 

1 88«  Étant  connue  par  la  table  la  fonction  Z=:A ,  qui  répond  à  la  variable 
a:sc=a,  si  l'on  veut^voir  la  valeur  de  la  fonction  pour  une  variable  pe«  ièS&r 
rente  x=aa— -a,  il  faudra  d^aberd,  pour  la  facilité  du  calcul,  exprimer  les 

fonctions  par  la  variable  t.  Ainâi  fiadsant  x=3^**<*,  ou  t^ss^  rZ'^V ,  puis  dëta- 

minant  6  et  f  par  les  équations  *=  {p^^i  *  "*"  ^^=^0^~I/ ^  ^^  quertwn 

sera  de  déterminer  la  diffiérenee  ^h  d'après  l'équation  Zq=|/^— 2Ky*e'~^'4^; 
«n  supposant  qi:^  t  prenne  successivement  les  deux  valeurs  hyh^^. 
Soit  donc  ^ sss  6 -(*  ^  >  <^  ^^^^ura ,  en  observant  que  asse*"^' , 

cette  intégrs^  doit  être  pri^e  depuia  âi=?o  jusqu'à  ei^  =  C,  et  comme  la 
quantité  f  est  supposée  très  petite,  on  pourra  dévelc^per  d'ahord  le  &cteur 
e— •' ,  ce  qui  donnera 

ensuite  dévdoppant  e^^^  dans  le$  difierena  termes,  excepté  dans  le  premier, 
et  Élisant,  pour  abréger,  26^=1  A,  on  aura  la  différence  cherchée 


* 
I 


t 
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+  ^«^  G  -  6  -+-  5  •  7  -  «*«•)  (64) 

—  2flC'  Q  —  g  +  etc.) 

•      ^  «  •       •      • 

+  a»€*  (*   —  étc.Y-i-  e!c.  , 

Chaque  ligne  de  cette  formule  forme  une  suite  fort  convergente,  et  les  diffé- 
rentes lignes  décroissent  à  peii  prés  comme  la  progression  C^^  €^j  C^y  etc.  ; 
il  suffira  dolic  presque  toujours  de  calculer  un  petit  nombre  de  termes  de 
cette  formule ,  pour  avoir  une  valeur  très  approchée  de  la  différence  J^Z  y 
d'où  ï'on  déduira  Z  =  A  —  cTZ.. 

tlette  formule  servira  à  interpoler  la  seconde  partie  de  notre  table,  dans^ 
les  CBS'oà  làf  série  des  différences  ne  décroîtrait  pas  assez  rapidement  pour 
ddnûer  un  résultat  exact  jusque  dlùls  tes  dérttières  decinialerf.  Cependant  si  x 
n'était  pas  plus  grand  que  o.ea'^  â  siBrak  èncopè  plot  simple  de  calculer  direc- 
tement  la*  fraction  Z  par  la  fornhile  (65). 

189.  Au  reste,  pour  donner  un  exemple  du  calcul  de  là  formule  (64)9 
nous  allons  déterminer  la  fonction  Z(6,o2)  où  or =0*0:1,  par  lé  moyeii  de 
la  fonction  Z(o,o3)  supposée  connue,  ce  qui  est  un  des  cas  les  plus  dimciles 
que  poisse  présenter  l'applic&tiôtt  de  .Hotre  formule» 

Dims  le  cas  dont  il  s'agit ,  on  aura  a=o.o3^  a— 'aso.o:!,  ^*=^^, 
(i  +  ^)*^  ^o.  D'après  ces  données,  6n  calculera  le  premier  terme  (i)  de  la 
formule,  comme  it  suit  : 

h  =:  1.87358  054495      f 9*ojaa44  o4i885 

4  +  Ç  =  1 .97788  546609    a5 a.57547  o5oa66 

C  =  o.io53o  292114      A gt«5959i  092149 

m 9.6è>778  4^11  Sot 

>^. . . .  .9. 25569  5ii5i»^9' 
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e^^  =:  o. 674^0  027526  _^  1—0. 17 127  549556 
-  e—^  =  0.32589  972474  *  '  9.82872  4^^444 
son  log.. .9.51308  399141 

T. •.8.20468  074772 


690754 


i 


(l).  ..7.71776   473913.. (l)=30.00522    Il3280 

En  second  lieu  viennent  les  termes  de. (^>i)  "^  ^  335346 

1^  «"ite  5i9  777954 

^^/^  \  520    468688 

ne  nous  désignerons  successivement  par  (2,1)9     (2,5)  — •  108967 

2,2),  (2,3),  etc.,  et  qui  se  déduisent  aisément,  5  o  55o 

chacun  de  celui  qui  le  précède.  (    à\  ju  « 

Les  termes  de  la  seconde  ligne,  savoir,. .....  7 z — 7^7^ 

/i       A      I     A»  \  ^^  371658 

-H2flÇ*Q — fi+"  • etc.),  étant  désignés    (2,5)  —  1009 

f2  6^  -4-  6q 

de  même  par  (3,i),  (3,2),  etc.,  et  semblable-     v.  >  y  t-        ^ 

ment  ceu&  des  lignes  suivantes,  qu'on  calculera  520  370718 

jusqu'à  ce  qu'ils  ne  donnent  plus  rien  dans  le  (5j0  +  77^ 

dixième  ordre  de  décimales,  on  aura  les  résul*  \^^V  ""  2553 

tats  ci-joints.  (5,3)  +  45 1 

La  valeur  de  cTZ,  qui  est  le  résultat  total  de     (3>4)  —        ^^^ 5o 

la  formule,  étant  retranchée  de  la  valeur  connue  520  3763 1 5 

de  Z(o^o3) ,  on  trouve  celle  de  Z(o,02) ,  la  même    (4>  i  )  —  21 

qui  est  inscrite  dans  la  table,  et  qui  a  été  cal-     (4}^)  +  7 

culée  directement  par  la  formule  (16).  crZ=o.oo52o  37630 

Z(o,o3)c=o.oi434  17643 
2)=o. 00915  8ooi5. 

§  yi.  Intégrale  complète  de  F  équation  (5j). 

190.  Les  recherches  précédentes  nous  conduisent  k  déterminer  les  cas 
d'intégrabilité  de  l'équation  différentielle  de  Fart.  171. 

Si  Ton  suppose  qu'on  ait  en  même  temps  T  ^  i  et  ^ = o^  la  formule  (58) , 
exprimée  eu  fraction  continue,  sera,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  l'inté* 
grale  de  l'équation  (57).  Si  l'on  suppose,  de  plus,  que  l'un  des  deux  nombres 
a,  a  +  €j  est  un  entier  négatif,  il  est  visible  que  la  fraction  continue  se 
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terminera  d'elle-même,  efcqu'Qn  aiura  ainsi  la  valeur  de  T  eipriobée  exacte- 
ment par  uqe  foncUoa  rationnelle  de  Ç.  L'intëgrale  étant  connue  pour  dia- 
cun  de  ce&  deux  ca$.  généraux ,  il  sera  facile  d'avoir ,  dans  la  même  suppo- 
sition, l'intégrale  complote  de  l'équation  (57),  laquelle  ne  supposera  plus 
qu'on  ait  len  mécnc  jtemps  T;^  i  et  2[  =0. 

En  effet,  par  le  tableau  analytique  de  l'art.  173,  on  voit  que  l'équation 
différentielle  propose  en  T,  est  liée  avec  les  transformées  successives  en  T', 
T",  T''',  etc.,  de  manière  qu'il  suffit  de  résoudre  complètement  une  de  <ies 
équations,  pour  résoudre  toutes  les  autres,  et  particulièrement  l'équation  ^en 
T.  Or,  par  la  loi  des  transformées  successives,  il  est  évident  que  les  coeffi- 
cieqs'qui  .étaient  et  et  ^  dans  l'équation  en  T,  deviennent  et  et  7^-f-6  dans  la 
transformée  paire  en  T?*",  et  quils  deviennent  i— aefn  +  a+f  dans  la 
transformée  impaire  en  T**^*. 

191.  Soit  donc  1°.  ^=:— n;  pour  avoir  les  transformées  successives  on 
prolongera  la  suite  des  équations. 


-/.'  > 


1=  1  +(i  +  c)rr, 

> 
'.  i  etc.,' 

jusqu'à  celle  qui  donne  la  transformée  en  T**^*,  savoir: 
cette  transformée  sera 

EdGd  si  l'on  fait  ^ii;zr=  >  "hC^f  o^  ^ura  pour  dernière  trausCoriuée, 

f^+'-Y l-Ç  —  O- 

Celle-ci  étant  linéaire  par  rapport  à  ^^  on  en  tire 

A  étant  la  constante  arbitraire. 

T.  U.  85 


.  *;•: 
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Sim^tftttïdMcfeiÉcteeWivettiént  T^ ,  T";  \  i ,  ÏT^* ,  Y-,  Wf  Abyéh  dèô'èjfttà- 

.        ,  _i    .     ^  .  .     .    , 

19a.  Dans  cette  intégrale,  outreiert^meA;^!!^    ^^  j<)Qi:Appastiient  imx 

.';•,,  i 

e^lponentielles  ordlnaîresT,  se  trouve  çooiprise  la  traijiscendaQte  /Ç— '— •e^^ 

qui,  pour  les  valeors  positives  de  d  ^eu^ble  différente  dtes  transcendante» 

r{a,  a:)j  mais  pour  les  valeurs  négative^  àtÇ^  cef  deux  transcendantes  sont 

dç  ,méme  nature. 


'  .  .        .  ij 

ï. 


En  eâfet,  soit  Çœ— o",  on  aura/C-»  -•e^  dff=(—  i)*ycr-^-*e    ^dlj-, 


.» 


soit  encore  e    ^zzsixi  ou  -  ^  /  -  .  on  aura 

I 

dans  ce  même  cas  on  aurait  -  '  '^ 

T  I 

Ainsi  le  simple  changement  dê^Ç'  en  -^  a,  suffit  pour  (fuie  l'intégrale  complète 

de  l'équation  proposée  en  T,  puisse  être  exprimée:  pdr  la  fonction  r(a,  x), 

I  .  »  .    .         j 

en  taisant  xzsze    ^;  elle  satisfera  a  toutes  les  valeurs  positives  de  er,  Ou  a 

toutes  les  yaleui*s  négali^^Si  de=Ç.  £nsuii&-|fti  l'o^  ohangé  If-signe  4e  ^  >  ce  qui 

t 

rend  f  positif,  la  fonction  r(a,  x)  supposera  x  =  e^,  €^ee^-^à^ifrè  «:>>  1 ,  yft 

elle  se  déterminera  aV>rs  comme  on  l'a  fi^t.voir.ds^ns  l'art*  tCi^*  Donc  dans 

tous  les  cas,Pîm^raeî^ômpfeW*3e^'S[uation  p^^  parla 

transcendante  connue  r(^i,  or),  en  donnant  à  cette  transcendante  toute  l'ex- 

tensioh  dont  elfe  éfet'feÙsc^ptttté.  ^>'-^^^       ,^ 

193.  Soit  a®,  fit + ^  —     iitfiel^  -tftitisQmii^es^  ^i^cessi vas  devront  être  pro- 
longées, suivant  la  loi  de  l'art.  173,  jusqu'à  la  transformée  en  T*'  qui  sera 

Dans  celle-ci,  faisant  de  nouveau  ^  =  1  +  ÇY,  01^  aura  la  dernière  trans- 
formée 


i '  ;  '.'  1  ' 


•  1  1         1 


qpAjPipip  isyjï.  s«« 


dont  l'iotëgrale  est 

1  cw-C'^-r-e"?  (A  ^/Ç^-»  élfiO. 


Connaissant  Y,  on  obtiendra  successivement  les  valeurs  de  T",  T**^*'  et 
enfin  T,  de  sorte  (|u'on  aura  Vin tégrale  çHtnplëte  âè  l'équation  dîffërentielle 

proposées       ' 

I 

194.  Dànà  cette  intégrale  sef  trouve  la  transcendante ^/^^^^d^dj^ qui,  pour 
toutes  les  valeurs  Bégative§,de  T,  se  ramètae  mimëd^t^^t  $iux  fonctions 

r(^>  ^)'Car^aiMn|^Ç^-Tri^et  jçnsuitçe.  .*^C3t^^^  .         [ 


etyÉr—-»e    '«fer  =/(£2x(/;y  s  *ï=r(i — «,  Jt),  AM^lans^ecasdef  n«ga- 

tif,  l'intégrale  de  Féquatiof  dîSerentielle  p^opo^ée  d^^^dra  simplement  de 
la  fonction  r(i — ^f  x). 

Dans  le  cas  de  Ç positif, on  s)ubstijLuç|'a  à  la  fonction  T(i—et^  ^),  ce  qyc 

I  '  4  ' 

devient  cette  fonction  lor^ue  x,;=afief^y  c*eî5t-à-^rc  'lorsque  œ  est>  i  ;  ou 
bien ,  pour  éviter  des  transformations  qui  quelquefois  sont  embarrassées  d'ima* 

»        •     .  •  .        '.        .  •  1 

ginaires,  on  conservera  dans  Texpre^iQ^  d^  T  la,tri^nscj^4$J0<e  fXl^Z^^dJi 
qui  s'évaluera  convenablement  suivant  les  différeps  cas. 

Si  et  est  un  nombre  enti^  j^ositif  ou  négatif^  l'iji;it^grale  dont  il  s'agit  s'ex- 
primera toujours  exactement  ,.ou  se  réduira  à^la  forme  connue  /  - — • 


I 


I  7  ' 

Si  €L  n'est  pas  un  entier  ^  soitp  ku^  on  aura  /"f^T^e^flB^ss-yyîr-^éi^dii. 

ce  qui  donne  par  le  développement  de  e^^^  la  valeur  approchée 

JX^-^^d^  =  const.  —  iZl  -.2!ll  •  i  .  >ï-fl  ^  etc. 
On  peut  flhssèî  mettre  cètterintédrale  sgiui  la  fbnoe 


Û^' 


d'oùréralte 

85.. 
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4  =  Ac^tt*-"' i^-4-^:   '    "  ■/     — -^ îî — 5 f-ctc. 

Y  I—*    •     I  4.2^— «  1  «.2—- «.S^-tf  '^ 

sërie  qui  pourra  être  divergente  dans  les  premiers  termes ,  mais  qui  deviendra 
toujours  convergente  âpres  on  càrtein  nombre  de  termes. 

195..  Si,  au  lieu  défaire  les  sujij^stitutions  dans  l'ordre  indiqué  art.  173^^011 
les  fait  dans  l'ordre  inverçc,  on  aur^  les  équ^ taons. suivantes  qui  serviront  à 
déterminer  les  transformées  successives  en  T**,  T**,  ï<«»— 0^  f  •^aO^ 


ï> 


etc.,  etc.,  etc. 

♦De  là  on  voit  que  la  transformée  paire  eh  T*^**^=:  Y,  sera 

f^  +  -Y H(6— «X— y.  s=Ox  — ,   1 

et  que  la  transformée  impaire  en  T'^""  ''  =  Y,  sera 

Donc,  I*.  si  €  est  égal  à  un  nombre  entier  positif  /z,  la  transformée  de 
Tordre  aw^gerédiii l'a  à  réqualiort  linéaire 


I  -«  I 


.  "•  ^     -— .  '    •  >      M"     ' 


-     '\  1  I 

dont  l'infegrale  est  YrsTÇ*— *ef  (A  — /X*^^^    ^^0*  Si  dans  celte  expression 


on rait  e    ^  =  ar,ou5;=/-,  on  aura 


,.J'C-rV.I^  =  /^('zl\--^=r(i.«r«.,JF)f  ^  . 


~ ..      c 


ainsi  l'intégrale  de  l'équation  propottée-  en>fr'S''elprï'mera>'  généralement  au 
moyen.de  la  fonction  F(.i  —a,  or).       b-    ,  '"    >in 

2*.  Si  a-f-^^'^égalJuun  nombre  entier  positif /i,  la  IrsiiÀforrriée  de  l'ordre 
:2n  — •  I ,  se  réduira  à  une  équation  linéaire , 
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^+[(i-«)Ç-H.]Y-i=o, 
dont  Pintégrale  est 

*    I 

et  en  faisant  toujours Ja  substitution  e    ^:=x,  on  aura 

I 
/C-— e    fdt=/<ir(/l)— '=r(«,ar). 

Donc  alors  l'intégrale  complète  de  l'ëquation  proposée  s'exprimera  au  moyen 
de  la  fonction  T{(t^  x). 

196.  Il  reste  donc  démontré  qu'étant  proposée  Téquation  difierentielle, 

on  en  pourra  toujours  trouver  l'intégrale  complète  au  moyen  des  fonctions 
r(a,  x),  considérées  dans  toute  l'étendue  dont  elles  sont  susceptibles  ^  si  l'un 
des  nombres  ^,  «+^,  est  un  entier  positif  ou  négatiE 

Nous  remarquerons  que  si  l'on  proposait  l'équation  différentielle 

<rf +(Ar-l-i)Z+BÇZ'-f-q:-D=o, 

où  il  y  a  quatre  coefficiens  constans  A^  B,  C^  D9  cette  équation  pourrait  être 
ramenée  à  la  même  forme  que  l'équation  précédente  qui  ne  contient  que  deux 
coefficiens  constans.  En  effet ,  soit  Z  =  mT  -f-  n,  m  et  /i  étant  deux  constantes 
indéterminées,  l'équation  transformée  en  T  sera 

mÇ»^  +  Byw'ÇT*  +  (AÇ  +  i)toT  +  B»'Ç  +  1»  =  o 

+  aB/w^T  +  A/ïÇ  —  D 


Dëterniinant  n  d'après  l'ëqaation  Bn*-4-An«f-C=o,  faisant  ensuite... 
m=D  — re,  ^=:Bm,  a  =  A-f-a6/i,  onaura 


T'</Ç 


+^-  +  ^C-^.  =  o, 


équation  entièrement  semblable  i  l'équation  (57).  Donc  l'équation  proposée 
en  Z  sera  intégrable  si  l'un  des  nombres 


5So  vsTÉç^îM  ^mMfsmEs. 

BD  4-  1  A  -  i  v^(A*  —  4BC), 

est  un  entier  posidf  ou  u^g^tif. 

197*  Nous  remarquerons  enfin  qu^x>n  peut  donner  à  Péquaticxi  ($7)  une 
forme  analogue  à  celle  de  l'équation  de  Biccati.  Pour  cela,  soit  d'abord 

Ç  =  Aar,  Tzszhxr;  soit  ensidte  ;^=:  — -,  Bs=  —  ?,  A=-|^,latrans- 


dx 


iwçcf^     ;yi— n&e" 


I 

>4 


/— •ia/M:*       =z,  on  aura 

1  a 

Cette  équation ,  qui  est  plus  géDomle  qae.l^équatiQn  de  Riccati,  sera  donc 
intégrable  si  l'un  des  nombres  ^,  a -f-  ^ ,  est  un  entier  positif  ou  négatif. 

H^dns'le  cas  oi^ Ton  a  ^  =s^  -—1^9  cette  équatÎMi  deyient 

* 

2  4-  «•  —  \a*n*x*      ss^aj^ellesfiffftiqi^g^ble  saiyainUaitliéo^e  précédente , 

si  l'un  des  deux  nombres-^  -**1^9  ?  *h  i^^  ^^  ^^  enber  po#itîf  on  négatif; 

alors  l'exposant  de  JC^r^aYpir  y  -. -^^^  i se  réduit  Ua  forme-r-   .^- ,  A:  étant 

un  entier  positif  ou  négatif;  on  obtient  ainsi  les  mêmes  résultats  que  présente 
la  résolution  connue  de  l'équation  de  Aiccatî. 
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SECTION  PREMIÈRE. 

Sur  le  Dèi^eloppement  de  là  puissance  (  H-  a* —  2^  ces  ^)-». 

« 

I .  Un  peut  toujours  supposer  a  <  i  ;  car  si  on  avait  «  <  i  >  on  attrait 
-  à  la  place  de  a,  et  la  puissance  a  Ôèteloppet  tettàt  a^(ï*4-'û*-**^A  <;os(p)*"% 

* 

a  étant  <C  i* 
i!lela  posé,  si  Pon  fait  t)  =  i  -+•  tt*-^  u^qoa  ^^  él  qu^)tl  SiTppôsè 

D""*  =  Po  +  aP,  cos  ^  +  aP,  cos  aç  -f-  âPj  ces  5^  -^  etc. , 

l'expression  générale  dû  côéuicient  P(X)  sera  dotinée  parla  iiormiâe -suivante 
où  l'int^ale  doit  être  prise  depuis  ^  =  o  jusqu'à  ^  =  ^  : 

^^    'j  "nsF—  (0 

En  effet,  on  sait  que  l'intégrale  fd^  cos  A^  cosft^  prise  entre  ces  limites, 
w  réduit  à  zéro,  pour  toutes*  Tatèurs'deseiïtiets  A  et/t,  pourvu  qu'ils  soient 
différens  l'un  de  l'autre  3  ainsi  en  substituant  pour  D""*  la  valeur  dévelpppée 
Po+  aP,  cos  ^-+-  aP^  cos  3^^-etc,,  l'intégrale  fD^^dp  cos  A^  se  déduira 
au  seul  terme  :iV{K)fd(p  cos'A^,  dont  la  valeur  est  ^P(A),  ce  qui  doui^e 
lih formulé  (1). 

Cette  fdrînule  réduit  qux  quadratures  là  détetmination  générale  du  coef- 
ficient P(A)j  mais  il  importe  de  chercher  une  autre  expression  de  ce 
coefficient  propre  à  "^en-féEdifCer  ie  calcul  nlum4rique  Tpour  toutes  valeurs 
données  de  n  et  de  A. 

Heât  nécessaire,  pour' cet  ëte!t,de  traiter  séparé'melit'le 0as'ôù4*texpt«atVl 
n  est  un  nombre  entier,  positif  ou  négatif,  et  celui  ô*à  n  est  OïTlîàiâbfe'^frat^ 
tionnaire.  Dattfc  fe  pVetoier^s,^ki"valél»r'dvi..çpfficienLgënëfralïl^A)  peut  être 
déterminée  exactement  par  une  fdhctiôn  rationn^le  de  /iiÉ^  de  A  ;  dans  le 
see^nd  ces,  O^s^ooeflldîtns  P(A^)«  sont  «iiDénënd  lies  trantendanUnq^i  9ilt 


55a  APPENDICE, 

beaucoup  de  rapport  avec  les  fonctions  elliptiques  et  qui  coïncident  avec 
elles  lorsque  an  est  un  .nombre  impair. 

§  I.  Solution  du  cas  où  V  exposant  n  est  un  nombre  entier^  positif  ou  négatif. 

2.  Nous  ferons  toujours  a<C  i,  D=i+û'—  j2a  co»  ç  et 

D""*  =  Po  +  2P,  cos  ^  -f-  2?.  cos  2  ^  +  aPs  cos  3  9  -f-elc. 

Dans  cette  série,  le  coefficient  P(A)  qui  accompagne  cos  A^,  suppose  n 
constant;  mais  si  on  a  égard  à  la  variabilité  de  n^  ce  coefficient,  fonction 
de  deux  variables,  devra  être  désigné  par  P(A,  n);  on  pourra  en  outre  con- 
sidérer P(A,  n)  comme  étant  fonction  de  a,  et  différencier,  s'il  y  a  lieu,  ce 
•  cofficient  par  rapport  à  a. 

Gela  posé,  on  sait  par  la  théorie  des  suites  récurrentes,  que  la  suite  infinie 
I  -f-a  cos  9  +  ^*  cos  29  +  a'  cos  5^  +  etc. ,  n'est  autre  chose  que  le  dévelop- 
pement de  la  fraction  T^T^J^^TTir?'  suivant  les  puissances  ascendantes  de  a. 

De  là  on  déduit  l'équation 
I— a» 


ou 


. ^  =  I  +  aa  cos  ©  4-  2a*co8a^-f-  2^  cos  5©  +  etc.* 

I — aacosf  +  a^  ^  ^  r    1  ^ 

D""*  =  — ^—îTi  +  2a  cos  ç-|- 2a  "^008  2^ +  30* cos  3^  + etc.  j, 


ce  qui  fait  voir  que  dans  le  cas  de  /z  =  i ,  on  a  en  général 

P(^0=7^^.  (a) 

Au  moyen  de  celte  valeur,  nous  allons  déterminer  successivement  P(A,  2}, 
P(A,5),  et  en  général  P(A,  ti),  /i  étant  un  nombre  entier  positif  quel- 
conque. 

3.  Pour  cela  différencions  par  rapport  à  a  l'équation  P  (A,  ;î)=:  -  /     ^??|^, 

nous  aurons 


multipliant  de  part  et  d'autre  par  a  et  mettant  au  lieu  de  2a  cos  ^—20" 
sa  valeur  i  — ^  a*  — D  p  on  aura 

Le  second  membre  de  cette  équation  se  réduit  à  ^(i— a')P(Xy  11+  i) 
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—  /ïP  (X ,  /ï) ,  donc  on  a 

Ainsi  le  coeffident  P(A,  n<4- 1)  se  déduira  en  général  du  coefficient  P(A,  n), 
au  moyen  d'une  simple  différen (dation  faite  en  regardant  a  comme  seule  va- 
riable ;  et  puisque  nous  connaissons  la  valeur  de  P  (X ,  i  )  par  la  formule  (a) , 
nous  en  déduirons  successivement  les  valeurs  de  P(A,  3),  P(A,  3),  etc., 
savmr: 

P(A,  3)=  i  .  jj^r^  [(A  +  0  (A  4.  a)  —  2««(A  +  2)  (A  —  a)  +  a4(A — a)  (a  — i)3  , 
'•(*'4)=  r^  ■  Tr^—^li.^+^)  (*+2)  (A+3)-3a'(A+a)  (a+3)  (A-3) 


+3a<(A+3)  (A-3)  (A-2>-a«(A-3)  (*-»)  (a-i)3  , 

+6a4(A+3)(A+4)(A-4)(A-3)-4a«(A+4)(A-4)(A-3)(A-a) 

+«»(A-4)  (A-3)  (A-a)  (x_i)], 
etc., 

La  loi  de  ces  expressions  est  fiicile  à  saiâr,  et  en  général  la  valeur  de  P(i»^  X) 
sera  donnée  par  la  formule  suivante  : 

^    '    ^        (i— a*)*«-»'                  i,a.3  ...  »— I                     ' 
s=  1  + a*. : 4- a*. ; ï >      (4) 

t  y»— i.it  — a.n*^3    g    y»  — A^»i.n— a  — a.y>— a  — 3    , 
•  i.a.3  A+i.A  +  a.A  +  3  ' 

Pour  s'assurer  de  Texactitude  de  cette  formule ,  il  suffit  de  substituer  la 
valeur  générale  de  P  (X ,  1»)  ^^^  '^  second  membre  de  l'équation  (3)  ;  on 
trouvera,  après  les  réductions ,  une  valeur  de  P(A,  ^+x)  qui  ne  sera 
autre  chose  que  ce  que  devient  la  fonction  P(A,  n)  en  mettant  nH*  <  ^  1& 
place  de  n.  Tout  autre  mode  de  vérification  serait  moins  facile  que  celui  que 
nous  indiquons. 

4*  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  de  /i  =s  A  -|-  i  ;  alors  B  ou  B(A,  n) 
M- réduit  à  son  premier  terme  i,  et  on  a 

PCX,A+0  =  -j  ___  —  ___. _______ 

T.  U.  86 
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Un  autre  cas  qui  mérite  d'être  remarqué  est  celui  de  X  =  o  ;  alors  on  a 

formule  dont  les  coefficiens  sont  les  quarrés  des  coelficiep^  du  binôme  élevé 
à  la  puissance  »  —  i  ;  elle  donne  afi  ,même  temps  la  valew  de  Tmlégral^ 

^y*^ ,  prisé  depuis  <p  ===  o  jusqu'à  (p  =±=^.<)n  aurait  par  exemple ,  ^ 

5.  La  formule  (4)  ne  laisse  rien  à  désirer  lorsque  n  est  un  entier  positif, 
lis  elle  ne  peut  s'^appliquer  au  cas  où /z  est  un  entier  négatif;  c'^t  pour- 


mais 


quoi  il  est  nécessaire  de  chercher  directement  la  solution  de  ce  cas,  c'estr 
à-dire  la  valeur  générale  du  coeflScient  P(A,-t»)  donné  par  f intégrale 

définie  -/D"^  cos  X^.  Or,  sans  passer  par  les  cas  particuliers,  on  peut  aé* 

terminer  tout  d'un  coup  la  valeur  de  cette  intégrale. 

En  effet,  le  polynôme  i  — aa'cos  <p  +  a'  étant  décomposé  en  ses  deux 
facteurs  imaginaires,  on  aura 

si  ensuite  on  suppose 
(i  ^^  e#%^-»)»=:  I  ^JL.c^v/-»  +  R.eV/--»i  .':i+Kx  e^*;/-»  -J-etc., 
on  aura  sen^hlabkment  —  . 

(i  —.^^-^•-i  )•=  I  4-  K^er^^-'  +  R.e^>v/-i , .  .4-  Kx.  e-^py/-'+  etc. 

Multipliant  ces  deux  équations  l'une  par  l'autre  afin  d'avoir  la  valeur  de  D*, 
et  observant  qu'il  suffit  de  conserver  dans  le  second  membre  les  termes  af- 
fectés de  6^^v^— '  et  e-^y^^y  puisque  ce  sont  les  seuls  qui  nte  disparaissent 
pas  dans  l'intégrale  cherchée,  on  aura  pour  cette  partie  de  D»  1^  valflur     '  * 

mais  le  facteur  e^V—ï-f-^—'^V—»  se  réduit  à  2  cos  A(p,  eton  ^  ^ntreiç?- 
limites  données  fd(p .  2  cos»  Aç  =s  'TT  ;  donc  la  valeur  générale  du  çoeflicîent 
P  (A,  — w)  est 

P(A,  — 7i)=Kx+  K.^,+.  +  K.Kx4.,  +  K,Rx4.3  +  etc.  ; 
or ,  on  a  par.  la  formule  du  binôme .' 


V 
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X    =5^— ——-—-5 ( aj  , 


'^^-^^   -  '^^  •         A-fi.A+a,A+3 (-^)'    K*  =  — 7X3— (-^)^> 

etc.  etc. 

Donc  enfin  la  valeur  de  P(  A ,  —  n)  sera  donnée  par  la  formule  suivante: 
P(A,— I»)  =  (— flV .  >*.»-'.»-a...»+i-A  ^  ç 

.  I     •    2    •    d  A 

I  A+I     '  1.2  A+I.A-f-2  I  ^    ^ 

j^n.71— *l.n--2      •    7»— A.7>— A— Î.7»— A— 2     , 

^ — rx3—  ^  •    A+,.A+2.A+3    +  ^*^- 

6.  Remarquons  cpie  dans  l'application  de  cette  formule  il  faut  supposer 
/i  =  ou  >Ai  en,  efiet,  si  n  était  <X,  le  dëvetoppen^ent  de  D"  ne  pour- 
rait donner  aucun  terme  semblable  à  cos  A^;  ainsi  l'intégrale  /D'd(p  cos  A^, 
prise  entre  les  lunites  données,  serait  ïiulle.  La  plus  petite  valeur  qu'on 

puisse  donner  k  n  est  donc  it  =  A,  alors  on  a  f\td^  cos  A^=7r( — df  ^ 
ce  qui  se  vérifie  immédiatement. 

Le  cas  de  A  =  o  mérite  encore  d'être  remarqué  f  alors  on  a 
fX^â^^nt  [i  +n'fl'+  (^^)V  +  ("  •  "7;;3^'"7  ^'H-  etc.)     (7) 
Comparant  cette  formule  à  la  formule  (5) ,  on  en  tire 

/D-rf^  =  (.-«-)"*'/ig„  (8) 

ce  qui  établit  un  rapport  remarquable  entre  ces  deux  intégrales  définies , 
rapport  qui  aurait  lieu  quand  même  n  uQ. serait  pas  un  uoqibre  entier  et 
d'où  l'on  déduirait  aisément  la  formule  de  l'art.  i48,  tome  I. 

En  général ,  si  Ton  observe  que  la  valeur  du  cofficient  G  n'est  autre  chose 
que  celle  du  coefficient  B  dans  laquelle  on  aurait  mis  i»  +  i  au  lieu  de  n  y 
on  en  déduira  un  rapport  remarquable  entre  les  intégrales  fH^d^  cos  A^  et 

/     p,^.,^.  Ce  rapport  est  c|omié  par  l'équation  suivante,  dont  l'équation  (8) 

n'est  qu'un  ca^  particulier. 

86.. 
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7.  Les  formules  précédentes  résolvent  complètement  le  problème  du  dé- 
veloppement de  la  puissance  D""%  lorsque  l'exposant  h  est  un  entier  posi- 
tif ou  n^atif;  elles  peuvent  même  s'appKquer  au  cas  où  l'exposant  n  ne 
serait  pas  un  nombre  entier  ;  mais  alors  la  suite  qui  exprime  la  valeur  du 
coefficient  V(?<y  n)  s'étend  à  l'inGni,  et  on  ne  peut  plus. déterminer  que  par 
approximation  les  coefficiens  successifs  Po,  P|,  P»,  etc.,  qui  deviennent 
dans  ce  cas  des  transcendantes  d'une  nature  particulière  ^  d'où  naît  cetle 
sorte  de  paradoxe  qu^  le  développement  d'une  quantité  algébrique  telle  que 
D"^  ne  peut  s'exécuter  qu'avec  des  coefficiens  de  nature  transcendante. 
Nous  examinerons  ci-après  les  propriétés  de  ces  coefficiens,  afin  de  fiid- 
liter  autant  qu'il  est  possible  les  calculs  nécessaires  pour  leur  détermination; 
mais  nous  saisirons  cette  occasion  de  démontrer  ici  une  formule  assez  remar- 
quable  qui  a  lieu  dans  le  cas  de  /ï  =  j- ,  et  qui  parait  ne  se  rattacher  à  au- 

.   cune  autre  formule  du  même  genre. 

8.  Si  on  fait  n={  dans  la  formule  (4)  et  que  préalablement  on  mette  au 

ueu  de ,  la  traction  équivalente — -^ — -^-5 ^ » 

I.2...n— -I  '  *  1.2.0. ..A 

on  aura  ^P(A,  |)  ou 

/^cosA» X   1.3.5, ..aA—i/  ^   2A+I   .   1.3    ^  2A+i.aA-h3  \ 

Dî  *      2.4.6..  .2A      \    "*"*^  *  2A+2'*'2*4^  '2A+2.2AH-4  "*"  ®  ^   / 

flg^sin  ^       ^^  qu'on  développe 
la  quantité  sous  le  signe,  on  aura 

Z  =fd(p  (sin^ç+^  «•.  sin^^+î»(p  +-^4  ^  •  sin^"H(p +etc.) 

2.4 

Effectuant  l'intégration  de  chaque  terme  entre  les  limites  ^  =  0,  ^ss^, 
d'après  la  formule  connue  fd^  sin**ç  =       '   V  * — ^^  çr,  on  aura 

2./L.O.  •  .2  Tn 

j  1.3.5.  ..2A— 1  f        I     ,      ,     flA+1      I      1.3     .     2\+l,2A+3     ,  \^ 

""^       *       2.4.6. ..2A        \     "^  *        *  2A-I-2  "'^  2.4        *  2Â+2T2A+4  ^' 

et  puisque  cette  valeur   est  la  même,  au  &cteur  a^  prés,  que  celle  de 

/-2 — ; — ,  on  aura  en  général  la  formule 

OÙ  les  deux  intégrales  sont  prises  depuis  Ç=o  jusqu'à  ^  :=s^. 
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La  vaïenr  du  coeiEcient  P(X,  i)  que  donne  cette  formule,  peut  se  tirer 
directement  d'une  intégrale  comprise  dans  l'art.  laS,  tome  i.  Cette  inté- 
grale est  en  général 

et  si  on  la  prend  depub  G  =  o  jusqu'à  0=^,  on  aura 

Développant  la  quantité  sous  I^  çignc  par  la  formule  qui  sert  à  exprimer 
D""',  dans  Fart.  2,  on  aura 

D '  •  c=  -  / -77 ,  .  .A.  c I  +  2a sîn*ô  cos ^  +  2a* sin^fl cos 2^ •+•  etc.) 

Ainsi  on  voit  que  dans  le  développement  de  D"  ^,  le  coefficient  P(A ,  ^  sera 

en  général  —  j  ^j  ^^  .  ;>■ ,  celte  intégrale  étant  prise  depuis  9  =  o  jus- 
qu'à fi  =  ^. 

On  pourra  toujours  déterminer  la  valeur  exacte  de  ce  coefficient  par  les 
fonctions  complètes  F'a,  £*a;  mais  si  on  voulait  la  déterminer  par  les  qua- 
dratures^ la  forme  —  f  >  ^^  .  ,^i  serait  beaucoup  plus  fiicile  à  calculer 
que  la  forme  -  / -77 — z — ^22 —  où  l'ordonnée  ne  suit  pas  une  marche 

^Jvii+a* — 2aco80)'  * 

aussi  régulière. 

Il  résulte  aussi  de  l'expression  P(X,  j)=s^  f  J||°^  .  ^.  ,  que  le  coef- 
ficient P  diminue  continuellement  à  mesure  que  le  nombre  des  termes  A 
augmente,  tant  à  raison  du  facteur  constant  a^y  qu'à  raison  du  facteur  varia- 
ble sin^^  fi.  Cette  expression  fait  d'ailleurs  connaître  deux  limites  entre  les- 
quelles le  coefficient  P(A,  -)  sera  toujours  contenu  3  on  aura  en  eifet 

e^  n^,  ?)  <  -J  7(7iiô  "^  1/(1 -a")  •  ""MTe-T^T" • 

Nous  remarquerons  enfin  qu'en  différenciant  par  rapport  à  a,  le  coefficient 
^(Ay  7)9  on  en  tirerait  la  valeur  générale  du  coefficient  P(A,  n)  pour  le  cas  de 
nzsz\y  mais  cette  valeur  ^rait moins  simple  que  pour  le  cas  de  /i=  7. 
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$  IL  Solution  du  ca$  où  F  exposant  nn^  est  pas  un  nombre  entier. 

9.  Supposant  toujours  que  le  développement  de  D~*  est  représenté  par  la 
suite 

P»  +  aP,  cos^+  2P.  cosa^+aPfCÔsSç..  .  +  aPx  cos  X^ -H etc. , 

l'expression  générale  du  coefficient  Pk  ou  P(X)9  sera  donnée  par  la  formule  (4)^ 
en  y  faisant  le  changement  indiqué  dans  iVrt^  8,  on  auta-^si 

i*^^'^-'""  1.2.3. ..A  •  (I —a»)"- V  "*""!"•     A+i     *^ 

I— 1».2— /»      A+I— yi.A-|-2— '/>  ^^     I     I — ^».2— /».3— I»      A^f* ' '-^n . A'4-2— ^ « A^j^S— »     f^J^o»     \ 
"**  TTi  •  Â+TiÂ+î         ..  _  r*  1.2.3         ~  *^  X+I.A+2.A+3         ~      ^  / 

Une  autre  expression  de  ce  même  cofficient  peut  se  tirer  de  la  formule  (6X 
en  y  changeant  le  signe  de  n  :  cette  expression '^eàt 

^'^•''  _,    n.»-fi.w+a    jH-A.n4-A+i.wfA+a  -e_i_o»#.  ^ 

t  ^ 

Cette  formule  renferme  une  suite  moins  convergente  que  celle  de  là  for^ 
male(i  1),  mais  dlel  jouit  de  quelques  avantages  particuliers^  eUe  fait  voir  y 
par  exemple,   que   n  étant  positif,  les  coefficiens  dififërentiels  successifs 

--~i,    — ~-^,      ^  ^  ,   etc.  seront  tous  positifs. 

10.  Soit  V=  ^«Ti  ^^  ^^W^  ^^^  difierenciant  celte  équation, 

rtr        -^^  côs  A«         2a  (»  —  i)  sin  0.    »^    •      ^  ^ 

et  en  réduisant  au  même  déilominateur , 

rfVc=:(H-/l*)A  >       p.^~(A+n^i).g>  -^ ^ ^ 

—  (A— /2  4-i;a,  -^ g5-« , 

intégrant  de  part  et  d'autre  depuis  4>  =b  o  jusqu'à  9  ss  ^ ,  et  observant  que 
dans  ces  deux  limites  Y  ^évanouit,  on  aura  d'après  l'équation  (i), 

(i3)     (A+i— /i)P(Â.f.i)~(l±^AP(A)+(A—i+/î)P(A— i)==o. 

Cette  équation  donne  là  loi  générale  qui  lie  entre  eux  trois  termes  conâécu- 
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tifs  qujelconquea  de  la  sujte  P^,  Prrl^9  ^^^i  ^^^  ^^^^  ^^VP  ^^'^^  BuSit  de 
connaître  deux  termes  de  cette  suite  pour  déterminer  tous  les  autres  ;  mais 
il  y  a  des  précautions  \  prendre,  suivant  lesjdiff^r^s  cas,  po^r  que  l'erreur 
qui  peut  exister  sur  les  deux  termes  connus  ne  se  multiplie  pas  dans  le 
calcul  des  autres  termes ,.  d^  manière  k  rQ^dr^  bientôt  les  résultats  entière- 
ment défectueux. 

II.  Si  ott  ftit  P  (X}  sJ  ^'  "  "^  '  •  •  -"•^;^~-'  a»^ .  A  (A),  et  qu'on  substitue 

cette  valeur  dans/Féquation  (4)j  on  auVa 

(i4)       (i+3;2^^)a*A(X+i)-(H-«*)A(X)H-A(X-i)=o. 

Cette  équs^tion  ei^prime  p$u:eilieme9t  la  loi  qui  règne -entre  trois  fermes 
consécutifs  de  la  suite  Ae,  A|,  A»,  Aj,  etc.  En  supposant  cette  suite  con* 
nue,  le  développefnent  de  l)^^  serait  donné  par  la  formule 

2a*. —  A.  cos  2^ 

1.2        •  ^ 


n 


D~*  =  A« + na  •  -  A ,  cos  ^ 


+  2^. 


1.2.3 


A j  cos  5^  +  etc. 


Lorsque  A  est  très  grand,  l'équation  (i4)  donne  à  très  peu  près 

^  (^+ 0=;-^;^  A(A) -1  A  (X~  .)j 

d'où  l'on  peut  conclure  que  la  série  A^,  A, ,  A.,  etc.  doit  se  confondre  dans 
les  termes  éloignés  avec  une  série  récurrente  dont  l'échelle  de  relation  est 

— r^  j  •^  —  ;  celle-ci  aurait  pour  terme  général  ce  +  5  (— j ,  ce  et  ^  étant 

des  coefficiens  ppnsts^ns*  Ainsi  lorsque  A  est  très,  grand  ^  on  doit  avoir  aussi 

A(A)  =  ce  +  Çjr-^j.  Mais  comme,  d'après  l'équation  (ii),  la  valeur  de 

A  (A)  ne  doit  contenir  aucune  puissaQce  négative  de,^,.  il  s'eosuit  qu'on  a 
f  =  o;  et  qu'ainsi  A  étant  très  grand,  on  aura  A  (A)=a,  ou  A  (A)  ^al  à 
une  constante.  Cette  constante  ^e  détër^nihe.  en  faisant  A  infini  dans  la  va- 
leur  générale  de  A  (A)  donnée  par  l'équation  (la),  laquelle  est 

(.5)     A(A)  =  ,+î.l±^^î:^.l±|^:i±.V+e.o., 

et  on  a  par  cette  suppoisition'A  (A)=  (i  —  a*)""".  Mais  ce  résultat  n'est 
que  le  premier  terme  d'une  série  propre  à  exprimer  la  valeur  géné- 
rale de  A  (A)  ^  lorsque  A  est  très  grand.  Voici  cç^ment  pxh  pftryiçp^  h  Ç^ttéf 
série. 
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12.  Faisons,  pour  abréger,  A  +  i  =:  A',  X  +  3  ss  A",  etc.,  et  sup- 
posons 

A(A)=:«(i  H-^  +  i-,  +  -^-.+  etc.), 
c',  é\  c"'y  etc.  étant  des  coefficiens  indépendans  de  A;  cette  valeur  donne 

A(A)-A(A+    l)    =    «(-^  +  3;Ç.^T,  +  3;;^-+etC.),       - 

A(A+,)  -  A(A  +  .)  =  a{^,-\.^-^-^j^^  H-  elc.)j 

multipliant  le  second  membre  de  la  dernière  équation  par  A',  et  obser- 
vant que  X'fi=  a'''— 2  ^  X*'  —  3 :=  A^  "— 4>  ^^^m  ^^  aura,  après  avoir  di- 
visé par  A', 

A(X+0-A(X  +2)=^  (pp+  -Wl?-  +  1?Â^A^+ aVaW  +  ^^-> 
Maintenant  si  on  met  l'équation  (i4)  sous  cette  forme  : 


o=A(X)— A(X+i)— «-[ACX+i)— A(A+2)]+'^a*A(X+2), 


et  qu'on  substitue  les  valeurs  précédentes,  on  aura  une  équation  qui  devant 
être  identique,  donnera  les  équations  de  condition 

(i  —«•)</   =  (»•  —  n)  «•, 
a  (i  —  «•)  c"  =  («•  —  I»  —  a)*!***, 
5  (i  —  a»)  c"'=  (/»•  —  »  —  a.5)«*c", 
4  (i  —  a^)  c"=  («•  —  n  —  5.4)a*c"', 

etc.; 

d'où  l'on  déduit  les  valeurs  des  coefficiens 


•  1— a»» 

2  .     1— a*     ' 

^w i»-|-2./>— 3         «•_  v/ 

I— a»     ' 


—  3^- 

etc.; 

donc  on  a  la  formule  générale 
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AW=(— >•)-[■  + ^  •  ri;  •  7^ 

t  a\  ,    n— 1.»— a       w.w+i       /    «**    N» 

,    n— i.ii"»2.y»-— 3        n.n+ï.w+2        /   g*    \»  ,  ^^    "^ 

^  TÎT        •  A+1.A+2.A+3  •  Vi— a*;  "r«*^- J 

Cette  suite  a  Pavantage  de  se  terminer  d'elle-même,  toutes  les  fois  que  n 
est  un  entier  positif  ou  négatif;  mais  si  n  est  fractionnaire,  comme  nous 
Je  supposons,  elle  s'étendra  à  l'inâni  et  ne  sera  convergente  dans  toute 
son  étendue  et  pour  toute  valeur  de  A,  que  lorsqu'on  aura  a*^i  — a* 

ou    «'.<!. 

1 3.  Dans  tous  les  cas ,  si  A  est  fort  grand ,  on  aura  une  valeur  très  ap-* 
prochée  de  A  (A)  par  les  premiers  termes  de  la  série ,  qui  décroîtront  alors 
d'une  manière  rapide.  Dans  cette  hypothèse,  si  on  prend  le  k^aritfame  de 
A  (A),  et  qu'en  négligeant  les  termes  qui  ont  pour  diviseurs  A*,  A*,  etc. ,  on 

réunisse  deux  termes  tels  que  ^  ^4"  ^  en  un  seul— ^ — ,  on  aura 

logA(A)  =  -»log(i-a-)+^fe^$7. 

D'un  autre  côté  la   valeur   de  P  (A)  peut  en  général   se  mettre  sous   la 
forme 

et  puisque  A  est  supposé  très  grand,  on  a  par  la  formule  de  l'art.  74) 

donc  on  aura 

Alog  a  +(ii—  i)  Jog  A — n log  (i  —  a*)—  log  Yn 

valeur  qui  doit  être  exacte  aux  quantités  près  de  l'ordre  -^,  et  dans  laquelle 

il  faudra  multiplier  les  deux  termes  algébriques  par  le  module  ma  0.434^ 
si  on  veut  que  les  logarithmes  de  cette  équation  soient  changés  en  logarith« 
mes  vulgaires.  ^ 

Nous  devons  observer,  i*.  que  si  a  était  négatif^  le  terme  A  loga  sera  tou- 
jours le  même  que  si  a  était  positif,  mais  alors  P(A)  sera  affecté  du  facteur 
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(—  i)^  ,  ce  qui  rendra  P(A)  négatif  si  %  est  imfBÙri  2*.  que  si  l'exposant  n 
était  négatif,  c'est-à-dire  si  on  arait  a  développer  une  puissance  positive  du 
polynôme  D,  alors  il  ftudtrait  d^nd'k,  terme  —  h^Tjiuy  mettre  la  valeur  cpic 
prend  la  fonction  Tn  torsque  sa  racipe  n  est  négative ,  .valeur  donnée  par  la 
fi>rwfiJ^45)  d«  chap'  XV;  eèdaq»  le ^s.oè-^ette  valeur  serait  négative,  on 
devra  la  considérer  comme  positive  dans  le  terme  —  log  Tn ,  et  changer  sim- 
plement le  signe  dé  P(A). 

H  suit  dfe  ces  deux  observations,  quç  le  coefficieîxt  P(X)  ne  deviendra  né^jà-^ 
Û^qae  dans  Ife  cas  où  la  quantité  û'^  Tn  serait-négatîve. 

0n  peut  donc  à  l*àide  de  la  formule  (17)  connaître  d*une  manière  aussi 
prompte  que  facile,  la  valeur  et  le  signe  d'un  terme  éloigné  quelconque  dans 
la  wit^  Po,  lîi.j  P»,,  ete.  Si  par  exemple  on  fiiit  a  ==st^,  »œ=|,  X  sm  loa,  on 
ti;çmyerAJog  P^m)  =3?: 8. 6450984,  et  P,oo=o^o45964ïa;  c'est  la  valeor  trm 
HBP^^'i'^t^^^  ^^^*  terme  déJa  smiiedont  il  s'agit. 

i4*  Q.çv^noa». ai^. calcul  effectif  de$'eoefficieii»Po,  P«,  P;,  ete.  Lorsque^ 
sera  assez  petit,  on  pourra  se  servir  des  formais  fai)  qu  (la)  indiSeremr 
ment,  pour  calculer  les  coefficiens  successifs  qui  seront  donnés  alors  par  des 
séries  convergente^  maïs  il^suQira.de  calculer  directement  par  ces  séries  les 
termes  alternatifs  P^,  P.,  P4,  Pe,  etc.,  et  on  en  déduira  les  intermédiaires 
1^1,  ?ai,Pft9 ;e(6«,  a^u  moyen! de  l'éqnaitioQ  (^5)qui(bane  engënénd* 

^^^)=  .  -PI-  [(^  +  ^)  P(^+-)  +  0  +  -^)P(^~  O]': 

cette  équation  est  d'un  usage  paiement  sûr,  soit  que  a  soit  très  p^tit,  soit 
qu'il  diffère  très  peu  de  l'unité. 

Si  on  seix>raai|t  à  ealculer  lesdeux  premiers  termes  Po,  Pi  pat:  les  séries 
qui  les  représentent,  et  qu'ensuite  on  se  servît  de  ces  deux  premiers  termes 
pour  calculer  les  suivans  par  l'équation  (iS),  les  erreurs  se  miikiplîenMat 
da];^CQ^,dixer9ie&x>pérati09:i&,  avec  d'autan  tiplus  de  rapidité,  que  a  serait  plus 
petit.  En  effet,  les  erreurs  absolues  sur  P;,  P^^j  P4,  etc»  poui^ieDt  croitape 

suivant  la  progression  -,  —,  -5,  etc.;  et  comme  ces  termes  eux-mêmes  dé- 
croissent à  peu  près  suivant,  la  progressais. /i,  a*,  a?,  etc.,.  l'ewrew  rdatiw 
pourrait  augmenter  d'un  terme  au  suivant,  à  peu  près  dans  je  rapport  de  i  à 

^,  €n-eiqu*qiiin^e.t»rrier^itpasà,prpdMirp  desrésult^t^feqtâàrQOfeeofcdéf^qtuAUX^* 

Lorsque  a  sera  très  près  de  l'unité,  les  séries  comprises  dans  lès  fimnc^ 
(11)  et  (i!^  s^ointt  trè9  peu  oonyorgentea^^t  il  fa£ldi;a.en)<mlouIer  cm.  grand 
i^Wt^re  dn  teroMf^  PiQW  av(4r,.ayee  ua  dâ^md'approiximatipn  «tiflisaDt,  les 


deux  premiers  cœfficieDs  P^  P^;  itnn^thnte  x;e  tss^  dti  pdOR^  %e  ^errîr^e 
l'ëquatioD  (i3)  pour  calculer  les  ooefficieùs  sulvans  P.,  Pj^l'^/etc,  etU^ 
sena  pas  à  i^raicdrte  ^m.  Terreur  -augmaote  4iotabkinei>t  d'un  terme  au 
sûWant. 

i5«  Aa  Mste^  on  peut  éviter  k»  longueurs  ait  oaknl  "ptiv  isétié^j  M  èétër^ 
minaJUt  les  ^leu«  coêffioîms  P.,  P,  par  )^qiiackaiure5<jai'yiëprë6Ëtatent  lé^ 

intégrales  -  /  g?  >  -  /      ly»    >  prises  depuis  ^  =  o  jusqu'à  Çsstt.  Mais  dans 

le  caà  où  à  est  peu  dîfi'érent  de  l'unitë,  là  quantité  1)  devient  très  petite  lors- 
que Ç  est  très  petit;  tfinsi  l'ordonnée  de  la  courbe  qu'tL&ut  quanrer^  serait 
très  grande  vers  l'origine  des  abscisses.  Pour  obvier  à  cet  inconvénient ,  nous 

observerons  que  l'intégrale  1       ^v^t^  peut  en  général  èhre  déterminée  par 

l'intégrale  /î)*"*d^p«©s^^,  puîsquW  a  par  fa  formule  (9) 

Soit  donc  fÙ*^*df  cès  X^  t»  irM(X) ,  et  (m  iutti 

i 

li'f^}  "n^-»         ir li.ii    wnti.É*<in     r I     >i Hlll    i     ,     ■  lit  1 1 1  Él|Éif  I      t  :  ^ 

^  ^        A  —  7J.A  — 7>— i.A— 7>  — a.  ...1^1»     (i— a*)"""' 

Ainsi  tout  se  réduit  à  trouver  la  quantité  M(A)  poulr  l«s  deus.  i^akum 
A  =  09  A  =3  I ,  et  on  aura  les  deux  coefficiens  cherchée 


Or  quelque  petit tjue  soit  i  — b,  on  pourra  tôujt^tirs  IrtJUvér parlés  quadra- 
tures, des  valeurs  aussi  approchées  qu'on  voudra  de  Ato  et  Af^f  mais  peov 
faciliter  les  calculs ,  il  sera  bon  de  sujpposer  n  >>  i ,  afin  que  l'ordonnée  I>^' 
cos  A^  de  la  courbe  à  qûarrér ,  reste  très  petite  lorsque  ^  ==  o,  ce  qui  n'arri- 
verait pas  «i  H  était  <  I .  Gètle  Côudkmn  au  testé  e^  ^eile  à  Miâpfir  diaMs 
tous  les  cas  ;  car  00  x^rtt  bi«ntM  que  h  dévtiloppeâfiieeit  de  D-^^péûf  tdttjoUMT 
se  déduire,  par  un  calcul  très  simple^  du  développemeiit  deD""*;"'^ 

16.  Il  y  a  encore  une  autre  manière  de  calculer  les  coefBcîens  P(A)^  laquelle 
a  l'avantage  da  réussir  également  lorsque  a  entrés  petit  et  Ibi^ûl)  est  très 
près  de  l'unité.  Supposons  qu'on  veuille  prolonger  la  auite  P«^  f^^  P^  etc.; 
jusqu'au  terme  P(9);  on  calculera  directement  les  valeurs  de  A,{m  — r  i)  et 
A(m) ,  par  l'une  bu  Tautt^  des  formules 
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AW=si-f-- . — f--a*+ . 1 : cr  +  etc., 

^'         ^    A+I      ^      1.2  A+UA+2  ' 

(18) 

Ces  deux  termes  étant  connus,  on  en  déduira  tous  les  précédens,  depuis 
AC't—  a) ,  A(i7i  —  3) •  • .  • .  •  jusqu'à  Aoj  au  moyen  de  la  £bnaule  (i4)  qui 
donne  ^ 

A(A-i)  =  A(A)+a»[A(A)-A(X+0]  +  3^;^«'A(X+i). 
Il  ne  restera  plus  qu^à  substituer  ces  valeurs  dans  la  formule 
D"^  ss  Ao  -H  2a.  -  Aj  cos  ç>  +  2a^.  ^'^      ^  A,  cos  2^ 

I  I  •  2-  _^ 

+  ao*.  ^^'^      ^'^        A,  cos  5^  H-  etc., 

et  ou  tfura  le  développement  cherché  de  D***. 

Dans  cette  méthode,  les  quantités  Ao,  A,^  A»,  etc.  sont  évaluées  avec  un 
degré  presqu'égal  d'exactitude,  parce  que  la  formule  dont  on  &it  usage  ne 
permet  pas  que  l'erreur  augmente  beaucoup  en  calculant  les  premiers  termes 
par  les  deux  derniers.  Il  arrivera  donc  que  les  coeffîciens  successifs  P«,  P», 
P» ,  etc.  seront  déterminés  de  plus  en  plus  exactement  à  mesure  que  la  série 
se  prolonge  plus  loin  ;  car  les  erreurs  absolues  étant  les  mêmes  à  peu  près 
sur  les  coefficiens  A^A),  elles  seront  atténuées  progressivement  dans  le  rap- 
port de  I  à  a,  sur  les  coefficiens  P(A). 

17.  Ayant  représenté  le  développement  de  D""?  par  la  formule 

D"^=  P«  -H  aPj  cos  ^  +  aP,  cos  2^  +  aPj^  cos  5^  +  etc. ,. 

supposons  qu'on  ait  semblablement 

D*"*"*  =  Q^  -{-  :iQ,  cos  ^  +  2Q.  cos  2Ç  +  aQj  cos  5^  +  etc.^ 

Q(A)  étant  la  même  fonction  de  n'^i  que  P(à)  est  de  n.  Nous  allons  faire 
voir  que  ces  deux  suites  se  déduisent  aisément  l'une  de  l'autre. 

En  effet  i  si  on  différencie  la  quantité  V  =  -^^  r  ^^  ^ura 

'   >V-1^   ^cos^  j d4>cos()i+t)ç       ^^  çg^cosÇA— i)^ 

aV.--A..      —        (-/la.— — gj^;; — IW. guipj ; 

intégrant  de  part  et  d'autre  depuis  ^  c=  o  jusqu'à  ^  ^  ^ ,  et  observant  que 
dans  ces  limites  V  s'évanouit ,  il  viendra,  d'après  l'équation  (i), 

o  =  AP(A)  +  /w[Q(x+i)-Q(x  — 1)], 
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ce  qai  donne 

(,9).  P(^  =  TCQ(^-')-Q('^  +  0]^ 

ainn  on  a  successivement 

P.  =  na  (Q.  —  Q.) , 

P.  =  Ç(Q. -Q,), 

etc. 

A  l'égard  du  premier  terme  P. ,  il  n'est  point  déterminé  par  cette  formule  ; 
mais  comme  on  a  !>"■  a=  (  i  +  a*  —  2<i  ces  ^)  D"*"* ,  si  on  multiplie  la  suite 
Q.  -f-  aQj  cos  Ç  -4-  etc.  par  i+a*  —  aacos^,  ^  qu'on  réduise  les  produits 
de  cosinus  en  cosinus  linéaires,  on  trouvera  que  le  terfue  indépendant  de  ^ 

est  (i  +  û*)  Q.  —  aaQj ,  et  qu'ainsi  on  a        j 

...  -        •  ^  -  - 

(ao)  P.  ==  (i  H-  a»)  Q, — aaQ». 

Ces  formules  offrent,  comme'  on  voit,  un  moyen  très  facile  ae  déduire  les 
coefficiens  Po ,  P| ,  P»,  etc.  qui  rép<mdeut  à  l'exposant  1»,  des  coeffidens 
supposés  connus  Q«,  Qi ,  Q»,  etc.  qui  répondent  à  l'exposant  #1^  -f-  i. 

18.  Réciproquement  si  on  veut  déduire  les  coefficiens  Q(A)  qui  répondent 
à  l'exposant  n  +  i ,  ^^  coefficiens'  P(X)  qui  répondent  k  l'exposant  Uy  il 
faudra  d'abord  déternnner  Qo   et  Q.  au  moyen  de  trois  équations 

P.  =  (i  +a*)Qo-  2aQ,, 
P.  ==«  wr(Qo  —  Q^, 

Ces  équations  donnent 

(,  -.  a«)«Q.  =r  (i  +  «•)?„  +  ^.a«P., 

(i  -  «•)*Q.  =        .     ,aaPp  +  —^  (i  -h «•)?., 
ou  plus  simplement  encore 

p. + ^^-  p. 


a 


(21)  Qo  +  Q.  -^   (,_"j. 


.   —  O    s=  P  — 2Zllp 


F=mF 


546  APPEPÏDICE, 

Connaissant 'Q«  et  Q.,  on*  calculera  les  termes  suivans  Q^,  tj^^  létc.,  au 
moyen  de  réquation  (t3),  ^aâs 4aqueHe  ilfbixdm  changer  /i  en  n  +  t  et 

P(X)  en  Q(A),  ce  qui  donnera 

M         (A  — »)  Q  (A+  i)cp:..i±^AQ(A^-(A  +  «)  Q(A  -  i). 


(A+i_f»)  Q(X+2)  =  i±±*(A+i)Q[A+i>-(^+i+n)Q(A}. 


'  a 


Du  là  iiésciUent  d«ut  ^«rl^iirs  de  Q(A)  txpnméesyViine  par  les  ^ettt  t^niMs 

P(A),  P  (Jk -f-  ï) ,  i*iar«tré  par  les  tfetii  termes  P(a-**-i),  P(A)  ;  «esiFftlaiys 

(A^-n  —  i)  aaI»(A—  Q— (A— »)(i -t-a^P(A) 


(25)  "^-"'^^ 


La  combinaison  de  ces  deux  forOideS'raÛWSuA  cœ  itroisiéme  plas  commode 
dans  la  pratique,  savoirs  .*   .-..  ,    .... 

(24)  qix)=j^^j^^^(x^ 

'  Dans  le  cas  d^^«e^^'^  eeU^  ibi(ftiul<  se  sônpJifie  et^miie  ce  résultat 
remarquable,  ^  _ 

(25)  QCx)  ='(i^.t^'^'-"~)  [PC^  -  0  -P(^H-  OJ: 

20.  Nous  observerons  qqeJlqi  équations  (i4)  peuvent  se  mettre  sous  la 
forme  suivante,  plus  cortimocle  pour  le  calcul  nuoouérique^ 

<m  +  OCX  +  ,j^  !i±^iei^^;z^(i±i). 


I 


19.  Mais  on  peut  pour  le  mémeigbjetxomtrdire  des  formules  plus  oom-  ! 

modes  et  qui  serviront  à  calculer  ipam/édiatement  les  coefficiens  Q  (X) , 
Q(X+  i),  par  le  moyen  dte  coeûteiens  correftpondans  P(X),  P(A+i), 
P(A— i). 

Pour  cela  iç  tirp.de  IM^viation  (19), 

(A4'r)  J?(A4-4  "  «»iQ(A>-*-Q(A4.2)[}. 

« 

jb'âîllenirs  7ëqtiation  (33)  donne 

(A  -  n)  Q(A+i)  =  1±£aQ(A)-(X+«)Q(A-i), 


Dans  le  cas  de  n:=| ,  ces  formiileytse  sbof  Kfie»t;«DCQre  ^t  deviennent 
Q(x)  +  Q(x  4.  r>  ^  fsî^JT^)  -  P (*+ 1)], 


Le  cas  de  /is^qui  donne  lieu  à  diverses  simplificfitTons,  est  celui  qui  s'ap- 
plique spécialement  au  calcul  des  perturbations  des  planètes;  il  est  suscep- 
tible d'être  rësoli^copoglètemeist.]^  loi^finietiMis.eBEiptiques. 

:ai»  En  effet,  si  Fod  suppose  ^  sis  tt  — ^  a<4^  et  c^.rF  n^^-M  <^*  •^^^^^^  •  •  • 

D  =  (i+û)*(i  — c'sin*4)>  et  1^  valeurs  de  Po  et  P, ,  données  par  la 
formule  (i),  seront 

p    >  r  ad4^ 

or,  par  Part.  ^107,  tom,  I,  on  trouve 

^^^^^  o  (i+a*>F'c— (i+ayE»c 

*^'  =  ^aCl  4  ai. • 

Les  fonctions  complètes  F V ,  £>^  ^opiu  zapportées  au  module  c  ;  mais  il 
conviendra  de  les  exprimer  par  des  fooctions  semblables  rapportées  au  mo- 
dule ^=:/i,  puisqu'on  a  c  =  "^Z*  ^  P^r  ^^  formides  de  l'article  déjà 
cité,  on  a  .  . 

FV  5=  C  +c^)F'c«  155:  <i-+»  a)F*4> 
E'c  =  (i  +4  )E'c*  —  *F'c  =  --j-.  E*a—  (i  — a)ï'a, 

valeurs  €^1,  étant  sphgtituéRs  dana^  leih  foyoïtilet  (a8))y  doBasnt  plus  sfaM- 
plenent 

22.  Kbus-  rappiellerons  ici' que  pour  calculer  les  quantités  E'a},£'a,,  il 
faut  d'abord  former  la  suite  décroissante  a,  a*,  it^^  a^%  etc.,  par  1^  même 
kit<pi6>fe'Mi|b#dë9'BioéQteB'^',  <:%  c^^  ett.  Faisant  ensuite 
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-r         al/o»    av^d*     al/a^       ; 

on  aura,  suivant  les  formules  démontrées  dans  le  tome  I, 

F'û  =s  '  K, 

E'«  =  ÎK(i-i«')-:H.i«'. 

De  là  résultent  ces  Taleurs   très  silnples  des  deux  premiers  coeffidens 

Po,  P. , 

P.  =  K, 

P.  =f(K+H); 

ensuite  par  l'équation  (  1 3)  on  trouve  le  troisième  coefficient 

P.  =  |aP.  +  iH. 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (21)  et  {22) ,  on  en  déduira  les 
valeurs  suivantes  des  trois  premiers  coefficiens  Qo,  Qi,  Q»,  nécessaires  au 

développement  de  D"*, 

•  —  (i  — ay" 

Q.  =  Qo*-K-H, 

y. -— — . 

ûH — 

a 

Ces  formules  sont  disposées  de  manière  à  rendre  le  calcul  numérique  des 
premiers  coefficiens  aussi  facile  qu^il  est  possible.  Nous  en  donnerons  bien- 
tôt des  exemplea* 

Les  valeurs  précédentes  supposent  que  la  différence  i— -  â  nVst  pas  très 
petite,  et  dans  cette  hypothèse  on  n'aura  jamais  à  calculer  qu'un  petit 
nombre  de  termes  de  la  suite  a ,  af^j  â°%  etc. ,  pour  parvenir  à  des  résultats 
aussi  approchés  qu'on  voudra.  S'il  arrivait  que  1  — /i  fôt  très  petit,  on 
ferait  usage  des  formules  (28),  où  i-— c  est  encore  beaucoup  plus  petit 
que  I  —â,  et  on  substituerait  dans  ces  formules  les  valeurs  de  F'c  et  E'c, 
calculées  suivant  les  méthodes  que  prescrit  pour  ce  cas  la  théorie  des  fimc- 
tions  elliptiques. 

2^.  Nous  avons  fait  voir  quels  sont  les  procédés  les  plus  nmples  pour  cal- 
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€uler  les  divers  ooefficiens  P(X)>  Q(A),  tpi  servent  à  développer  les  deux 
puissances  consécutives  D*">  D*"*"'^  Si  on  avait  à  développer  un  plus  grand 
nombre  de  puissances  successives,  teUes  que  D"^,  D"""^*,  D'""^*,  D"^^', 
on  commencerait  car  la  puissance  la  plus  élevée ,  et  faisant  a  =  /it  -|-  3 ,  on 
calculerait  les  coefficiens  successif  P»,  Po  P»?  ^^^«9  V^^  répondent  k  cette 
valeur  de  n* 

Connaissant  le  développement  de  D**',  il  faudra  en  déduire  successive- 
ment celui  des  puissances  précédentes  D"""^*,  I>""^*,  etc.  Pour  cela  il  Ésiut 
observer  que  si  on  a  ^ard  à  la  variabilité  de  /i ,  la  fonction  P(X)  devient  une 
fonction  de  deux  variables  et  devra  être  désignée  par  P(A,  n).  Or  les  coeffi- 
ciens P{X^  /i  — *  1)  se  déduisent  des  coefficiens  P(X ,  n)  au  moyen  de  la  formule 
(19),  qui  peut  être  exprimée  ainsi  : 

(5o)       r(A,»-i)=î:i::iii^[P(A-i,«)-P(x+i,«)]. 

Cette  formule  ne  ferait  pas  connaître  la  valeur  de  P(o,  n — i);  on  y  supplée 
par  l'équation  (11),  qui  donne 

(5l)  P(0^?l— l)  =  (l+a*)P(0,»)  — 2flP(l,»). 

Au  moyen  de  ces  deux  formules  on  déterminera  les  coefficiens  P(A,  n —  1)^ 
en  supposant  connus  les  coefficiens  P(A,  n);  on  calculera  de  même  les  coef- 
ficiens P(A,  71—  3),  par  le  moyen  des  coefficiens  P(A,  n  —  i),  et  ainsi  en 
rétrogradant,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  les  coefficiens  de  toutes  les  puissances  de 
D  dont  on  demande  le  développement. 

Nous  proposons  de  commencer  par  la  puissance  la  plus  haute,  parce  que 
les  puissances  inférieures  se  déduisent  avec  Êicilité  des  supérieures ,  au  moyen 
des  formules  (3o)  et  (5 1  ) . 

a4«  On  pourra  aussi ^  si  on  le  juge  à  propos,  suivre  une  marche  inverse^ 
c'est-à-dire  calculer  les  coefficiens  P(A,  «+  1)  par  le  moyen  des  coefficiens 
P(A ,  h)  supposés  connus.  C'est  ce  qu'on  exécutera  par  les  formules  (26) ,  qui 
peuvent  être  mises  sous  cette  forme  : 

P(A,  «+,)+P(A+i,  «H-i)=  ^^+"^^(^'  "^'t^7"^^^''  "^  > 

(5^)    P(A,  H^,)~P(A+i,  „^^y=,^±ÙE^iJÙ^^ÎÊ(tthà.  " 

11  est  visible  que  les  mêmes  formules  serviront  à  déduire  les  coefficiens 
P(A,  n  +  3)  des  coefficiens  P(A,  nH-  i);  ainsi  le  développement  connu^  de 
D"^fera  connaître  le  développement  des  puissances  successives  !>"■,  D'^'^'j 

••,  etc. 
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:y5.  On  a  vti  que  demi  tnûWenAlMtJes^  ^ùtamw  ^&tf¥>k>  scdie  Po^  t^it 
I^,  elc;,  doffiëeot  pour  dëtefomier  toutes  les  aûlrê»  Mpffé^mtéea  pM*  P(A) 
ou  P(X,  n),  ef  par  conséqueut  pour  atoir  le  développemeM  complet  de  D^". 
Ces  àeax  mêmes  iranscendmteB  s«^&tom  donc  flossî  pour  déteitnitief  toM 
le»  coefiiciens  repnéseûtës  par  P(X,  /* ds:  A),  et  par  conséqtfeût  pour  ave4f  le 
développement  de  la  puissance  D''^',  k  étant  un  entier  quelcoiique. 

Dé  plus,  si  Pon  compare  entr'efles  les  deux  valeurs  de  A(A)  ou  AfA,  n), 
données  par  les  formules  (i8),  on  trouvera  immédiatement 

d'où  résulte  la  formule 

^^^^  P(;^^I_»)—  i.^»,2— ià-3~» A— »^'        "^         » 

laquelle  revient  k  Féquation  (9)*  En  vertu  de  ce  théorème,  on  connaîtra  tou- 
jours exactement  le  rapport  des  deux  fonctions  P(A,  n)^  P(Ày  i  —  it);  de 
sorte  que  l'une  peut  être  déterminée  par  l'autre*  Ainsi  le  développement  de 
D""'"*""  peut  être^éduit  immédiatement  du  dévefoppement  de  D"*,,et  réci- 
proquement» 

Donc  les  deux  transcendantes^  qui  suffisent  pour  déterminer  en  général 
les  diverses  valeurs  du  coefficient  P(A,  n),  suffiront  aussi  pour  déterminer 
toutes  les  valeurs  du  coefficient  P(A,  1 — n),  et  par  conséquent  encore 
toutes  celles  du  coefficient  P(A,dbAL — n)^  k  étant  un  nombre  entier 
quelconque. 

Combinant  ce  résultat  avec  celui  qu'on  a  déjà  trouvé,  on  voit  que  les 
deux  transcendantes  qui  servent  à  former  le  développement  complet  de 
D"^,  suffissent  en  même  temps  à  former  le*  développement  tant  de  la  puis* 
sance  D""""^*^  que  de  la  puissance  D"*^*,  A:  étant  un  entier  quelconque^ 

$  III.  application  de  la  théorie  précédente  aux  cas  de  nz=z{et  n=|,  oà 
Von  montre  t usage  des^  fonctions  MipêUfuet  pùm^  Jàeiliier  h  calcul 
numérique  des  coejfflciens, 

^.  Exemple  /.  Soit  a  =7^,  et  soit  proposé  de  développer  les^eux 

•i-        -.1 
puissances  D  *,   D~*;  le  tabieaa  suivait  domie  les  valecnr»  des  eeefficieiia 

successifs,  jusqu'à  ce  qu'ils  deviennent  trop  petits  pour  entrer  daos  le  ro^ 

ordre  de  décimales. 
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5*1 


P(>,  o. 


p.o5oi8  a68o4  878 

0.00376  57283  143 

5i  58764  671 

2  74676  494 

2472a  960 

2266  407 

210  461 

.    19  ^32 

I  m4 


P(^f). 


UQs^SS  64089 
o.i528^  4^606 
0.01906  27992 

aia   49^^ 

a5  ^2099 

2  75161 


598 


Les  termes  d^  la  sécpnde  colpone  ont  été  calculés  par  la  £[>rQ[iule  (i  i)»  en 
fiiiéant  /s=9|,  et  dojonant  à  X  les  yalçji^s  pairo^  o^  2,  4^  ^9  89  f^i  on  en 
a  déduit  l«s  termes  ipterméifiaires  par  Ja  {bm^ùle  de  Part.  i4*  l^^  seconde 
'  colonne  étant  ainsi  formée ,  pn  s'en  e9t  servi  ppur  .calcule?  Ig  piemière  au 
moyen  des  formules  (?o)  et  (.3ï).  Op  connaît  dope  par  qe  petit  tableau, 

le  développei^wt  <ks  dem  pjuissAupes  qop^épiiitiv^  J>*^^.  P"^,  ppur  le  cas 
deâs=s-;^;  de  ffunièr^qpe  l'^rfiur  de  if^Mm  pç  pp»r»^i*Wii^8*é|^verà  une 
unité  décimale  ,()u  4i;qèmiK  pink e* 

27.  Exempte  II.  Soit^sscl-^.et  sdt   piqpposé  ide  déi^cllopper  les  deux 

puissances  IT^,  D"^. 

On  poufraxt  etiimtirr  h»  ^oàcsàs  Gomw  jàaa»  ff ariaplf  précédent,  parce 
cpie  le^  suites  tirées  .de  la  formule  (11)  ^eraient  encore  suffisammQpt  con- 
versentes;  mais  si  on  veut  obtenir  des  résultats  qxacts  jps(|u^^-Ja  d9uzièipç 
décimale  environ ,  on  y  parviendra  plus  prpmptjemeUct  ptar  \^  formpjtle^  d.e 
Part.  22. 

En  prenant  popr  joioddle  ^  1=  -^  ^^  ^^"  g  j  T^  ^liA^pj»  At^^  j^ff^^^t^^^^^ 

tiques  donpe  les  valeurs  suivaptes  : 

K -afc  1.07318  20071  494? 

.      H^  o.c^355  .q5Çi87.Q4i  î 

de  là  on  déduit,  par  les  formules  de  l'article  cité, 

S8.. 
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P(o>  t)  =  I -07318  30071  494 
P(i,  i)  =  0.27795  30989  654 
P(2,  i)  =  O.I0549  44958  892 


P(o,  i) 
P(i,  I) 
P(2,  I) 


1.89074  56i77  5o5 
1.39035  ooi5o  187 
0.77901  332i8  770 


On  continuera  le  calcul  des  quantités  P  (^^ ,  ^  par  k  formule 

(3X  -  0  PC'^^-  •  ,  f)   =   5XP(X,  i)  -  (3X  +  ,)   P(X  -  I,  1), 

et  on  en  déduira  les  valeurs  de  P(X,  ^)  par  la  formule  (Sa)^  ce  qui  don- 
nera les  séries  de  ces  coefficiens,  comme  on  les  voit  dans  le  tableau  sui* 
vaut  : 


0 

P(^  i). 

=============== 

1.07518  30071  494 

1.89074  56177  5o5 

I 

0.27795  50989  654 

1.29025  odi5o  i57 

-  3 

0.10549  449^8  ^^ 

0.77901  52218  770' 

5 

o.o44^3  9^524  002 

0.44629  4o479  008 

4 

0.01942  55009  568 

0^.24826  56550  744 

5 

0.00876  2899 r  o59 

o.i555i  80529  ii5 

6 

0.00402  57244.  696 

0.07500  565o9  967 

7 

0.00187  07572  266 

o- 05894  86456  410 

8 

0.00087  78725  217 

0.02062  444^  525 

9 

0.00041  491^7  9^^ 

O.OI085  67515  472 

10 

0.00019  72258  5 18 

o.oo568  75521  5o5 

II- 

OéOooo9  41871  684 

0.00296  76972  755 

13 

0.00154  55167  2l5 

28.  On  peut  vérifier  ces  résultats  en  calculant  les  derniers  termes 
P(ii,  I),  P(i2,  l)  par  la  formule  (11),  ou  encore  mieux  par  la  valeur 
de  P(x)  que  fournit  Téquation  (16),  savoir  : 


(54) 


pw= rr::i; •(r=^v.'"^"~T-T+Tî:i^ 


+ 


1.2  3Ît-f- 

On  trouvera  de  cette  manière  ^  en  poussant  l'approiûmation  jusqu'à  la  trei-- 
zième  décimale^ 


.  < 
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P(il,  f)  as  o.oooo9^4i^i  680  > 

P(l2,  I)  =  0.00164  33167  407- 

L'erreur  des  résaltats  précédens  ne  se  fait  donc  remarquer  que  dans  le 
II"*  ordre  de  décimales  sur  P(ia,  |),  et  dans  le^  1 3"*  seulement  sudP(i  i  ,  -j). 
Elle  pourrait  être  plus  considérable,  sans  qu'il  y  eût  une  erreur  d'une  unité 
sur  la  dernière  décimale  desralenrs  de  P^^  JP,  ^P|^,  d'où  l'on  a  déduit  toutes 
les  suivantes  P3,  P4,  etq.,  parce  qujs  la  fof'mule  (i3)  qui  sert  à  faire  ces 
calculs,  a  l'inconvénient,  comipe, nov^^  l'avona  déjà  remarqué,  de  faire 
croître  les  erreurs  absolues  suivant  une  progression  à  peu  près  géométrique 

dont  la  raijMMi  :est  au  i^oina  -  ;  d'où  il  suit  qu'après  un  nombre  de  termes 

peu  considérable ,  les  résultats  deviendraient  entièrement  défectueux.  C'est 
au  reste  ce  qu'on  éviterait  en  suivant  ]a  route  indiquée  art.  16,  mais  les  cal*^ 
culs  seraient  plu»  longs. 

En  jetant  un  coup  d'œil  sur  le  tableau  ]:^écëdent,  on  :Toit  que  les  deux 
séries  tendent  de  plus  en  plus  à  se  confondre  avec  une  progression  géomé- 
trique dont  la  raison  est  ^  ou  a.  On  prévoit  dès  lors  de  quelle  grandeur  à^ 
peu  près  seraient  des  termes  beaucoup  plus  éloijgnés,  tels  que P (ai,  7)^ 
P(aa,  I)  ;  ces  termes  se  tr<»uveront  directement^  et  avec  une  approxima- 
tion assez  grande,  par  la  formule  (17)  qui  donne  ,  1! 

P(ai,  {)  3=  o.oooôo  00671  55>, 
P(23,  I)  =  0.00000  i4iao3. . 

On  voit  de  cette  manière  jusqu'où  il  fatit  prolongea  les  deux  suites,  pour 
que  les  termes  deviennent  pVus  petits  qu^une  limite  dbnnée. 

39.  Exemple  JII,  Soit  a  =  0.7335525,  et  soit  proposé  de  développer 

jusqu'à  neuf  ou  dix  termes  les  puissances  D  ',  D"». 

On,  calculera  d'atord,  par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  les  modules 
dëcroissana  4,  o^,  a%  ^c,  et  leurs  oomplémens  b^  b%  à%  etc.j  ce^qui  don- 
nera les  logarithmes  snivansi:  •     *:  1       •  .      •  ^ 

«....•  g.85g55' 78587  0774    '         b.. ....  ^J85gi6  5»;/^  41^2     - 

a*  ....  9.26264  55174  5980...  >,   ,  4b^ .esi .{.'.  ^gij^Q^g  66675  9680 

a**. ...  7.98060  2423[5  499^    •  <     -^^^^a •  •  •  9*99&9S  4"37  9754 
a^^...  S.^SgiG  o63i8  3409  ,b^^....  g.^ggjgg, 9)9999  2857 

a*^%,.  7.92525  06436. 2327  A'***.. ..  0.00000  00606  oobo. 

On  voit  que^  quoique  O'SoiAiassé^  pré»  de  l'unité  ^  il  ne .  i^ut  cepend^t  pror 
longer  la  suite  des  onodides  que  jusqo'aa  quatfrièi^  ^te^nse,.  ppui;,AYfn^ 
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les  quantités  cherchées  K  et  ]9  ji{i|MH>ohéea  jusqa' 
cimale. 

GtJ^aloat  ei»  effet  «9«  quAOtii^  par  Ifp  ffurm^ 


H 


ffin"^ 


!og  K  =ï2  o  •07670  85797  4^70, 
K  =  i.igSid  71668  9482, 
H  =  o.tog|69  09424  ^4®4- 


£d  partant  de  ces  valeurs,  et  suivant  la  même  marche  que  dans  l'exemple 
précédent,  nous  avons  formé  le  tableau  suivanit  qui  contient  les  TaSears  ées 


^noae. 


X  r 


P(x,  ^). 


1.19518  71669 

0.47120  69097 

0.26578  97663 

0.16167  14479 
o.io$%  42558 
0.06779  32599 
o.xp4$^^8  7.^7011 

Of05w47  ^^745i? 
0.0:^075.  O05ê5 


P(x,  1). 


4  >  99626 

4-45585 
5.Ç9558 
2.97708 
a  .55a5a 
i.«5355 
i.4i5oe 
I . oSSpp 

s>  ..8a5a9 
o.6a556 


29538 
71735 
48434 
98567 
544a5 

74847 

40952 

9167» 
8ai54  ■, 
54889 


lie  peu  de  eônvéff geaœ  de  ces  séries  «Kigefeait  (pi'eliie^  iusteot  fteussées 
très  loin ,  pour  que  les  coefficiens  devinssent  oKgUgeaUe».  'On  ci»'  jugera 
par  h  .Nfopipiliff  C»7f)''8'?N  P^'^^.  .«ppliquéej  au  .ca^.fle.A-q:;:^»^  donne 

'  ^(5o,  •y)=c^.ooooa^o^ioi5,  755,  ... 

:T^(5o,  4)  x=  «.0000a  1 1659  ^, 

Soi  Fuismie-là  théorie  dès  fonptions  eBip tiques  peut  faciliter  beaucoup 
la  détermination  des 'coefficiens  P(A,7)  et  P(X,  |),  dans  k  cas  où  tf  est 
très  peti  Afiërent  deTi^ûnite,  il  importe  d'mmiMer  avise  soi^  h»  mnaé-» 
^enci^  tlterietiri^s  ^uW  potimilMléjiuii>r  de  «ètt»  Ibéone 


•   > 


^Éù^ttmh 
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Soit  donc  proposée  la  quànut^t)»=i(i-f-a*—ia6oi^J^;  je  fcis  9=:a4 

en  faisant  A  =  {/(i  —  c'  ^û*  4)- 

Du  module  c  qm  a  poifti  œn^léosÉ^Dl;  &pai^t/(i,--^c?)^  en  déduit  le 

itediite  suivant c^plrWliM:mtde<f«àiYx^i  bcfuslk'  d9»n%  4te9  ckc.ittto 

c""  c=:  a ,  et  son  compléittent  i*  £ti  (/  (t  .^a^.  IM  érisiiîlê  on  ]^ilôtid*trti^ 'tfôti- 
Yète  aûiplitttdé  4^  <ïtii  sàtidâsM  i-f^^usitibn  trijgonomëtrl^ue  t^  (;|1*:^4)= 
b  tang  4>  ou  ()ui:  sdit  ddntiëe  pafr  la  saite 

4*=34  —  ^  siû  ^4  +  ï  a*  sin  44 —  J  ^^  ®^^  ^4  +  etc.  j 
on  aura  la  tramformee  suivante,  ou  A**  représente  |/(i— <•  sin'  4*}> 

de  là  on  tîre^  en  observant  que  c""  ^rza^ 


(55) 


D*  =  A*  H-  a  co»  4% 


: .  1 


—  I 


c. 


I— a" 


Mais  si  on  fait  a»  =  J^^^-^,  D*=i+a«»— 2a-  cosr^<p<fe:a4^— ?r, 
on  ûùtÉi  sémblâblétrièïit(iy)'  =ii  (r-ha^A^  ou  A'^ss  7^7;  donc  D^.^ 


on 


(56)        (,  +  a--2acos(p)  •==  i. .  (,.^^)<|.-K^r  !   ^>^'r 

3i.  La  relation  directe  entre  ^^  et>^^^^  laefNeUe  oIM>béfl0t^•tte:tfiul#-• 
fo^natioD,  est  contenue  dans  l'équation 

.laBg.<i<».--i^°)ortAoot^<pt      .   ,, 

Mais  pour  qu'il  n'y  ait  pas  lieu  k  ambiguité,  quand  on  veut  déterminer  ^"^ 
par  le  rÈàyétf  âé-^,  it  Mt  ^msgii!^*  qne  l'atcTip  augmente' kdSfimdiént  de- 
puis la  valeur  zéro  jusqu'à  tant  de  circonférences  qu'on  voudra.  Gela  posé, 
l'arc  r  dewa  satfsflit^  ^  liéîjaatîon  #ita  (ç  -t-,i^-t-i^)  ttii  a  sîti  (^  H^W^; 
d'où  l'on  voit  qu'en  désignant'  par  0  le  plus  petit  des  arcs  qui  ont  a  pour 
sind«^  lâ»çtiiirtit)&^^^-Jçf  —  î^  sienr  toujours  renfermée  ehi^e'^ksrlÎDdites 
4- 0  et  —  0,  de  sorte  qu'on  pourra  supposer  ^^ss^t^^^TT-^-^sinAyA  étant 
littf  ariglèqtfi  valieravi^  f^j-e'e&^atféili'M 
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^^*  :s  ^  tI- 9 + <i  sin  f; -f- sa' an  aç  +  f a*  sin  5^  4~  etc. . 

l 

Maintenant  comme  it  sera  toujours  plus  petit  que  a,  puisqu'on  a 

tf^ss    'TY/r  H  %\j  ^^  fonction  (D*)'  se  développera  en  une  suite 

Lft+  aL,  cos  tp'H-  aL^  cos  2^®  -|-  aLj  cos  3^  +  etc. , 

dans  laqadk  le  coefficient  t(k)  est  en^  général  la  valeur  de  la  fonction  F(ty  n)^ 
lorsqu'on  fait  n  ;;=  — -  ^  et  qu'on  met  a"*  au  lieu  de  a. 

Dans  .le  cas  de  l'e^iemple  III,  on  a  a^=so.i83o8;  ainsi  la  suite  I^,  L,, 

L«,  etc.,  doit  être  fort  convergente j  on  trouve  en  effet  le  terme •• 

Lio  =  o.ooooo  00007  ^735. 

Cette  suite  étant  trouvée,  le  développement  de  D*',  ordonné  suivant  les 
cosinus^  des  multiples  dé  ^^ ,  sera 

V^7; ^      —  (I— «•)(»+«•)  '  l      +  av/a«.sm i ^<>  J 

On  pourrait,  pour  plus  de  symétrie,  mettre  au  lieu  du  terme  a |/ii* •  sin  ^^% 
sa  valeur 

4  v'a*  /  2  cos  ^'^        2  cos  2d^^        2  cos  3^*  ,    \ 

mais  cette  suite  n'élant  pas  suffisamment  couvergente ,  il  vaut  mieux  ne  rien 
éfaan^ir  a  la  formule.^ 

-  3a.  Si  on  voulait  avoir  le  développement  de  D  ',  on  le  déduirait  aisément 

de  l'équation  (i  —  a')  D"»  =  A'—  acos'^'*,    qui,  étant   élevée   au   cube, 
donne 

(i  —  a»)»iy  J  s=  A«(A»H*  Sa*  cos*  4*)  —  a  cos  4*(5A»»+  a'cos*^*). 
Mais  on  «  iA*'i5s  i  •—  a*+  a'  cos*  4* ,  d'où 

A»(  A»*+  5a*  cos*  4*)  =  5  A°»—  3  (  i  — •  o*)  A* , 

a  cos  4'(3A**-|- a*cos*4')  =  rt*  cos  54*  4"  5a  cos  4*  ; 
donc 

(i  — a*)»D"*  =  4A«— 5(i  — a*)A*+3a^co84*+a»co8  34». 
Substituant  les  valeurs  A°  =  -^j^,  >|/® = -  4-t  ^°>  il  vient  enfin 

f'i        J'^P-*—    ^^'.       3(1— a*)(iy)î        «^   -«.^o    .   ^.:„Sx»o 

Or  on  a  déjà  fait  (D®)*  s=  L1.4-  aLj  cos  ^*  4-  aU  cc^  a^°+'al^  cos  5^®+  etc.  ; 
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«apposons  qu?on  ait  semblablement 

(D°)»  =  M,  -I-  aM,  cos  f  -H  aM,  cos  aç°  ^aM,  cos  5f  -\-  etc. , 

on  pourra  déterminer  les  coeffidens  M,,  M,,  M.,  etc.  d'aprèâ  les  formules 
(17)  qui  donnent  : 

M.  =  (i  -I-  a°»)  L.  —  aa»L,., 

M.  =  — |fl»(U  — L,), 
M.  =  ~ia-(L.  —  L,), 
M,  =:-|tf*(L.  -LJ, 
etc. 

On  connaîtra  donc  le  développement  de  D"*par  l'équation 

(58)  y;J^^Lo4-3L|Cos(P«^-3L.co52(P"+3iL,co55^^ 

—  5a8in7^*-|-<i*5in|^*, 

et  ces  séries  exprimées  par  l'angle  (p^,  seront  en  général  beaucoup  plus  con« 
vergentes  que  celles  qui  sont  exprimées  immédiatement  par  l'angle  ^. 

33.  On  pourrait  ultérieurement  réduire  le  développement  de  D"''  à  celui 

de  (D^*)^)  dans  lequel  les  coefficiens  décroîtraient  encore  plus  rapidement^ 
puisque  a^  est  beaucoup  plus  petit  que  a* ,  et  il  serait  facile  de  continuer  à 
Tolonté  ces  réductions.  On  a  en  efiet  les  équations  succesfiives: 

(Do)-  =  -.«'8inl<p-«H-^-^,  (D-)*, 

(D-)- =  -  a-8in  i  ç-4- j^  (D-)% 
etc. 

d'où  résultent  ces  valeurs  de  (i  —  n*)  D**, 

(i-aOD-i  =  asioi<p--îî^sin^-+j^^ 

(,  _  a*)D^  ^  =  asin  i^*  —  2!^  sin  J(p*^— 2i!^^ 


etc. 

T.  IL  89 
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Mais  à  cause  du  décroissement  très  rapide  de  la  smte  «^  a'^  ù?!^^  a?^ ,  etc. , 
les  quantités  D*  j  D*' ,  !>*•• ,  etc.  tendront  non  moins  rapidement  vers  leur 

limite  qui  est  l' unité  j  et  à  ce  terme  ^  le  produit  — pjj  .  ^^  •  ^i/^ooo*  ^^c* 
sera  ce  que  nous  avons  désigné  par  ^,  donc  on  aura 


/   / 


(59)  (i— a*)D'^==g+aâni<r^^8ini<p"— îî^^^ 

Cette  formule  a  beaucoup  d^analegÎQ  avee  ceUe  qui  donne  la  valeur  d' un  arc 
d'ellipse;  elle  forme  une  suite  très  convergente  dont  il  sufBra  toujours  de 
prendre  un  petit  nombre  de  termes,  et  au  moyen  de  laquelle  on  exprimera  en 

quelque  sorte  rationnellement,  la  quantité  irrationnelle  (i-f-^* — 3ncos^)**. 
Màîs^  âével(if>pembit  a  rinconvénient  d'être  formé  avec  des  variables  ^y 
^^y  etc.,  toutes  différentes  les  unes  des  autres,  et  par  cette  raison,  la  for* 
mule  est  plus  curieuse  qu'utile.  Il  n'en  est  pas  de  même  lorsqu'on  s'en  tient 
à  la  première  transformation ,  et  il  esf  p^itnis  de  croire  que  l'expression  que 

nous  avons  donnée  de  D*^  ea  foactioD  de  l'ampUtude  ^"^^  pourrait  s'appH* 
quer  utilement  dans  quelques  cas  difficiles  de  la  théone  des  perturbatioQs 
des  planètes. 

54.  Si  l'on  fait  ^  =  0,  il  en  résulte  ^•sssT)  ^^ss^î^tt,  ^^••^syTr,  etc., 
etFéquàtion  (59)  donne 

Ainsi  on  a  en  général  cette  valeur  àe^: 

-         *  * 

K  2  4  5  ®^^- 

Cette  formule  qui  résulterait  également  de  la  supposition  ç  =  çr ,  peut  se 
déduire  &cilement  des  formules  déj&  eonnues;  en  effet  on  a  a=:  ^^^  . 

'  I  -I-  flO  » 

^=7:^7^1  ^tc*i  ainsi  les  difievens  terfties  de  Ja  suite  précédente  peuvent 

s'exprimer  comme  il  suit  : 

•     t 

On  aura  donc 
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Cette  sërie,  selon  qu^on  Parrête  au  a"*  terme,  au  5"»,  aU  4"%  etc.,  donne 
successivement  les  résultats  : 

Ainsi  on  aura  en  général  K=(i+a^)  (x  +  tf^)  (!+<••)#  e*c->  ^?  ^ 
est  la  valeur  connue  de  cette  quantité. 

$  IV.  Calcul  des  co^iens  diJféremieU  es  la  fonction  ï*<x^)  enfidsant 

varier  a. 


55.  Proposons-nous  mainteiiAnt  de  trouver  les  coeficienB  différeniUèk  de 
la  fonction  P(A),  pns  par  rapport  ka.  ^ 

Puisqu'on  a  en  général  P(x)  =:  Ij^î^J^^  ^  q^  différencie  cette  équa* 

tion  par  rapport  à  a,  on  aura 

dP 


^  =  -iTy  -5»^  («-*'*'«  'P)  • 


ou 


Appelons  comme  ci--dessus  Q  (x)  ce  que  devient  la  fonction  P(^)  lorsque 
n  se  change  en  tï  -f- 1 9  i^ous  aurons 

(4<»)  ^^  =  »[Q('^-i)H-Q(^+i)-2aQCK)5.  -1      \ 

Ainsi  en  supposant  connus  les  coeffîciens  Q09  Qi  9  Q»»  ^^  quitappastiâni^t 
au  développement  de  D***' ,  on  connaîtra  les  valeurs  successives  du  coeffi- 
cient différentiel  ,  •■  ;  il  n'y  a  pas  même  lieu  à  ex<;epter  le  cas  de  Xs=so, 
parce  qu'alors  on  a  Q(-^  i)=Qi>  et  qu'ainsi  la  formule  (4o)  donne 

fî=»(aQ.-2/iQ.). 

36.  Si  l'on  veut  déterminer  les  coeffîciens  différentiels  r^y  sans  sup- 
poser la  connaissance  des  coeffîciens  P(^/l}«)^  i)  -qui  répofident  à  l'expo- 
sant /»+  1 9  et  que  nous  avons  désignés  par  Q(^)»  Toici  commuent  on  pourra 
y  parvenir. 

89, 


•  • 
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L'équation  (19)  étant  mise  sous  cette  forme 

^P(A)  =  «[Q(x-i)-Q(x+i)], 
si  on  la  différencie  par  rapport  à  a,  on  aura 

substituant  au  lieu  de  ^^^p,  ^a  valeur  donnée  par  Téquation   (4o)  ,  on 
trouve 

^(A~l)  ^(A+0         (A-l)Q(A— 0  +  (A+l)Q(A+l)  .Q(.) 

da        '^        da        ~  a  .^^  V  ;• 

Puisque  n  n'entre  pas  dans  cette  équation,  on  peut  mettre  P(x)  au  lieu 
de  0(^)9  et  on  aura  paiement  cette  formule  générale  : 

Mil    ^(A-l)  rfP(A+l)_(A-OP(A-l)+(A  +  l)P(A-t>l)        ^^p.   . 

Elle  donne  successivement 

§-§=l(P'  +  5P,)~4P., 
S-§=Î(^P.+4P4)-6P„ 

etc. 
d'où  l'on  voit  que,   pour  calculer  les   coefficiens   différentiels  successifs 

dPo      rfPi      ^«      ^3       ^         -1        lE-.    J  **        1       J  ^o     c?P, 

-gr-,  -^,  -^,  rjrjCtc.,  Il  suilit  de  connaître  les  deux  premiers-^,  -^. 

te 

57.  On  a  pour  cet  e&t  les  deux  équations 

^  =  »(aQ.-2aQ.), 

^=.«(Q.  +  Q.-3^.), 

dans  lesquelles  il  &ut  substituer  les  valeurs  de  Q»,  Qi ,  Q«>  exprimées  en 
Po  et  P,,  d'après  les  équations  du  n*  i8  ;  cette  substitution  donne 


=  rr5  (f.  +  *.-;•  ^  ".> 
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Mais  on  peut  mettre^c^  équ^tiops  sous  la  forme  -suivante^  plus  commode 
pour  le  calcul  niimériqùéV^        ^         '      "'    ^ 


da 


*  .  •■.■!''■«  •    §t  .  '.Il  ,  '  - 


^— Ç^  =  -4-  K^»—  0  P.  —  a«P.+  ^  P.l- 

Ces  fon^ules  ^  sin^Ufîent  eiv>pre  4ans^',Ie  cas  de  n  =  7 ,  ■  et  donnent 

f/Vi  rfP._aPj~P.        tfP.  _i     ^. 

I  .  •  I  »     • 

c'est  aussi  ce  qu'on  trouverait  immédiatemept  par  la  différentiation  des  équa- 
tions  (29),  en  observant  qu  op  «57=      a{i-<^)    ">  •^=~«(^  — ^  )• 
"58.  Si  ou  veut  avijîr  la  valeur  générale  du'cbefficient  différentiel  -  J^^ , 

eipnbléô  pair' les  fonctions  P  seulement,  on  la  déduira  aisément  des  équa- 
tions (40)  et  (^5);  mais  voici  un.  moyen  d'y  parvenir  qiil  nous  fournira 
en  même  temps  de  nouvelles  formules. 

Nous  avons  déjà  trouvé  ^-^^^==  — a/iy  ^^ ^C^t >  ^^  ^  ®^™" 

l>l»Mement  ^  ^ii  ^^  ^f(^:Z^t^^^^î^Jlî  j  de  là  résulte 

— i^2--i— û  J\^z=:—  j  g^[(a— cos^)*cosAfl)Tt-(«— cosÇjsm^smAÇJ* 
Le  second  membre  se  réduit  à 

_    *  I , 

et  au  moyen  de  l'intégration  par  paiftie^,  il  se  i*éduit  iiltérieurement  à 

8in(A4-i)^ — asmxp    ,    ntn+x  /^dycosA^        /A  +  i\   /'(iip  cos<  a -f- 1)  ^ 

La  partie  hors  du  signe  est^  nulle  dans  les  deux  limites  de  l'intégrale,  et 

/A  -f"  t\  * 

l'autre  partie  ===(2/1+ x)  P'(x) --^--1—^  P(x-|-i)j  donc  on  aura  la  for- 
mule ..       ' 

(44)      2^  -  à  ^  =  (.»+x)  P(i)-  Q^)  P(*+ .). 

Si  on  change  le  signe  dé  x    et   qu'on    observe   que   la  formule .... 
F (x)=  ^  r^^*~  tJoqqeP(—  x} ct:^x) ,  qu  aura semblaBlément 
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Ces  deux  équations  donpent  pac  lepr^diEéréhce^Ia  foxmxAeJ^i})  mais,  pour 
en  déduire  ià  valeur  du  coefficient  chercbS     j     ,  il  Wt  enoore  recoèrir 

•  ':   '  da     l^     '       ^     ' 

à  réquation'('i3)^  dont  la  différentielle  est^   ' 

et  par  la  combinaison  de'cestrois  équation^,  on  aura 

4 

(46)  (,~a»)^  =  (V-i.+/»).P(>-i.)-(x+i-'»)  P(x+iH-2/uiP(x). 


--    1 


D-oè  Ton  voit  que  le  coefficient  différentiel  —^-^  se  détermine  assez  Mna- 

plement  par  les  trois  termes  consécutifs  P(x—-i),  P(x),  P(^+i);il  pour- 
rait se  déterminer  par  deux  seulement  de  ces  termes,  eu  éliminant  le 
troisième  à  Taide  de  Féquation  (i^)  ;  mais  la  formule  qui  eu  résulterait  serait 
moins  simple  que  la  pirécédente. 

5g.  Au  lïioyen  dé  l^éqiialion  v(l(6)"ôri*  powtraît  trouver  la  valeur  du  coeffi- 
cient difiërentiel  f^^  ^ ,  ^xprirtée  pai*  W  fonctions  i^);  tRàis  céttè' ex- 
pression serait  fort  compliquée,  et  la  complication  augON^teraît  encore 
âàUs  la  valeur  des  coemciëus  (îklëreûfiets  des  ordres  supérieurs.  Tour  éviter 
cet  inconvénient,  on  pourra  former  successivement  les  coeffidens  différen- 
tiels de  chaque  ordre,  à  compter  des  deux  premiers  termes  od  l'on  a  Xsso 
et  x=  I ,  par  ia-fnéâiode-smvarite^  bnaif>gue 'li <;eHe  quêtions  ayons  suivie 
pour  les  coefficiens  différentiels  du  premier  ordre,  dans  Içs  art.  36  et  37. 

De  Péquation  (40  ^^  ^v^^',  par  la  différentiation , 

ainsi  ^  on  connaîtra  tes  valeurs  successives  de     ,  ^    ,  si  on  connaît  les  deux 

premiers  termes  -^->   "Tir* 

Or,  par  la  différentiation  des  équations  (43),  01&  a  ces  deux  fbrmules: 

,,,,    ('  -)  (^- + ^)  =  K§ + S  -  ^) + ^^ . 


•îrisi  00  voifc  qof^'i^  ^^  ,^r  :i^jm^^it»mmef^  .fMT.  d^  quantités 

du  premier  ordre ^  avant  de  passer  à  ceux  d^  feccmc}  ordrp». 

4o;  On  ipùùï  enooM  aimpUfierocMe  détermination^  otUeckacœffioîens 
différentiels  des  ordres  scq^xMeurS'y  parleSrit^naidàNitiauiSiSiiîiraatei.  On  tire 
d'abord  des  équations  (4^)%  ,'*' 


Tv         — i 


dcf  da*   r"^  T    d^' 

d'un  autre  côté,  les  équatioijiS  (4^)  j^^orjnent     ^     _ 

combinant  entre  elles  ces  équations,  on  en  déduira  les  deux   équations 
différentielles  suivantes,  pour  détemitier.séparéipentj^  feHCtÎ0usPo,etP, 


<*«•, 


*  De  là  on  Volt  que  1b  coêflIcietH  du  Second  ntàxé*^^  se  idétennioera  di 
temeiit  par*levmoyen  des  deu^  quantités  -^  et  P.,  et  que  le  coefficient,  -j^ 


dVx 


i*    »      ■'  '^ 


se  déterminera  de  même  parleiiiioyiejntde«W*'Qt'P, 

% 

4 1  *  liesl  méfltieS'eqiiatîons .  fisfont  ctoîpiaitre.y-par  des:  diflBtetitiatiùtisJgépé- 
tées,  les  coefficiens  différentiels  des  ordres  ultérietfrs.  Ainsi  l'équation  rela- 
tive à  la  fonction  P,  donne  successivement  :  


Ces  équations  dont  il  serait  fecile  de  trouver  l'expression  génërale^  font 
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voir  que  la  série  des  ooefficienj^dfflëFentieU^^)  ^^X'V  '^d^*  -^^^  p€«t  être 

prolongée  auissi  loin  qû^ou  rbadra,  et  qil&^lMOQft  ^d^emî  te^  dél 
toujours  par  les  trois*  pràcédens.  n  /     .     ■  ,         , 

4a.  Gonnaissant  les  coefficiens  >difféf Mtiels  de. la  fiNiotioa  P.^  < 
en  déduire  ceux  de  P^  par  les  équations  ^uaoessivesr 


t4-  a/î 


(5i)  -as:- =  «  37,7- "• -as- '  ' . 

etc . , 

équations  dont  la  loi  est  manifeste.  .  ,  | 

On  peut  aussi  déterminer~*directem€bt  ces  coefficiens,  à  compter  du  se- 
cond ordre ,  par  les  équations  successives 

^^  _  t. .  il'        '    ' 

^       /  //tP  d^P  fPV  dP 


'  etc. 

45.  Connaissant  les  deux  premiers  termes  du  second  ordre  -^ ,  -j^j  0*1 
calculera  les  suivans  par  Téqualion .  dé^  tcouvée 

Cette  équation  étant  diBerenciée  successivement^  donnera  les  formules  sui* 
vantes  : 

etc* 
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Par  les  ëqoations  (5o),  (5i),  (Sa),  on  donnait  pourun  ordre  ^^(Uôlcopc^  fff 

les  deux  premiers  coefficiens  différentiels  -^-rr  *^î  ^^  pourra  donc,  J^àr  lies 

équations  précédentes,  continuer  indéfiniment  le  calcul  des  autres  coefficiens 
<lifférenliels  du  même  ordre  k.  * 

Toutes  ces  formules  sont  disposées  de  manière  queies  quantités  a  et  i — rt* 
entrent  comme  diviseurs  au  moindre  degré  possible;  elles  seront  sujettes  a 
quelques  inconvéniens,  lorsque  a  sera  très  petit  et  lorsqu'il  sera  très  près  de 

Vunité;  dans  le  dernier  cas, les  valeur»  du  coefficient  "-^-   deviennent   de 

plus  en  plus  grandes  à  mesure  que  k  augmente;  mais  les  formules  précé- 
dentes donneront  toujours  à  peu  près  le  même  degré  d'exactitude  relative 
sur  la  valeur  des  quantités  qu'on  cherche;  c'est-à-dire  que  le  nombre  de 
ligures  exi|ctes  parjesquelles  elles  sont  exprimées,  sera  toujours  à  peu  près 
le  même. 

44«  Lorsque  a  est  très  petit,  on  peut  éviter  tout-à-fait  l'emploi  des  équa- 
tions précédentes,  et  détermina:  directement  les  valeurs  des  quantités  P(A) 
et  de  leurs  coefficiens  différentiels  de  divers  ordres,  par  le  moyen  de  1^ 
formule .  . 

1.2. ...A  \       '    I    A-l-1  '        i.a  A+I.A+a  / 


En- effet,  si  pour  une  valeur  donnée  de  A,  oïl  calcule  les  diffiérens  termes 
cette  suite ,  que  nous  désignerons  pat  Ca^ ,  C'a'^+^ ,  etc. ,  eu  sorte  qu'on  ait 

P(X)  =  Ca^  H-  C'^+î»  +  CV+  4  +  CV+6  etc.  j 

les  coefficiens  différentiels  successifs  de  P(x)  se  détermineront  Immédiate- 
ment par  les  formules  ^^\ 

A  '  =A .  A— I .  A— a .  G<^— ^H-A+a .  x4-  x .  aCV"  '  -f  ^+4 .  A-J-  3 .  A-J-a .  Cth"*-  '+etc. 

etc.,  , 

et  on  voit  que  les  calculs  seront  faciles  à  cause  de  la  convei^ence  des  séries, 
et  de  l'emploi  répété  des  mêmes  coefficiens  C,  C,  C",  etc. 

45.  Nous  remarquerons  que  les  calculs  sont  susceptibles  de  quelque  sim- 
plification, si,  ayant  à  calculer  les  coefficiens  différentiels  de  la  fonction  P(x) 
T.  II.  go 
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qui  ii^éj>ôhd'à'rexposaal  njon  iconnalt  déjà  les  valeurs  de  la  fonction  Q(a) 
qui;  répond  à  l'exposant  7i+  i^  En  ^et,  d'après  lafoi^mule  (4.o))  on  aura 
successivement 


1  r 


^  =  n(aQ.  ~  aaQ.) , 
['•""'  ^  =  „(Q.  +  Q.  ^  :,aQ.) , 

g  =  «(Q. +  Q,-  aoQ.), 

etc. 

Pour  avoir  une  expression  semblable  des  coefficiens  différentiels  dn  second 
ordre,  je  différencie  l'équation  (4o),  et  j'en  tire 

J'observe  ensuite  que  si  on  met  n^  i  kh  place  de  /i,  et  Q  à  la  place  de  P 
dans  les  équations  (44)  et  (4^)>  on  aura,  en  ajoutant  ces  équations, 

substituant  tiiette  valeur  dans  Téquation  précédente,  ou  aura  la  formule 
(55)  ^=2;t(27,H.i)Q(x)+?[(x-,)Q(x- ,)-(x+  i^x+i)]. 

Ainsi  on  voit  qu'au  moyen  des  fonctions  Q(x)  ou  P(^,  /i+  i),  on  pourra 
déterminer  les  coefficiens  différentiels  du  premier  ordre  -^-^  par  la  formule 

(4o),  et  les  coefficiens  différentiels  du  second  ordre     ,\    p^r  la  formule  (55). 
46.  Dans  le  cas'  de  /i=3  ^ ,  les  deux  formules  (4o)  et  (55)  donnent 

^-  =  KQCA-i)+Q(x+i)]-^(x), 

(56) 


Voici  l'application  de  ces  formules  au  cas  de  l'exemple  III,  dans  lequel  on  a 
déjà  calculé  lés  premières  valeurs  de  Q(^),  désignées  par  P(x,  |). 


..     I  - 


[  \     -    **;  'j  j   •   .     ^  :.'.'*.'  •     -     i 


Oi 
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rfP(A,0 


O 
I 
2 

3 

4 

5 
6 

7 


0.83187 
I . I 56a5 
I .03491 

o.86g44 
0 . 7o58o 

0.55744 
o.435ï5 

0.33616 


87994 

95957 
89510 

19041 

77947 
o4i63 

oo5g4 

96444 


5 •86002 

5 . 76560 

4.27952 
4.55610 
4.541 16 
4.30219 
5.92264 


55582 
5o555 
65597 

29645 
7006a 
87540 
82209 


-3^-^ 


28.27722  297 

28.68116  47S 

29. ï 001 7  517 

50.95666  425 

55.19201  255 
54.93111  i59 


n 
I 


La  troisième  colonne  a  été  calculée  par  les  formules  des  art.  /^i\  fyx  et  43. 
47.  On  voit  par  le  tableau  précédent,  que  a  étant  peu  différept  de  Punité, 

les  coefficiens  différentiels  successifs  -^— j  '^»"'  -j-,—,  etc.,  augmentent, 

d'une  manière  fort  rapide,  d'un  terme  au  suivant.  Cependant  dans  le  même 

ordre  A:,  les  divers  coefficiens -—A—  ne  peuvent  passer  un  maximum  après  le- 

quel  ils  décroissent  continuellement,  et  finissent  par  être  aussi  petits  qu'on 
voudra. 

On  pourrait  trouver  une  valeur  assez  approchée  de  — ^r"  ?  lorsque  x  est 

très  grand.  Pour  cela  il  faudrait  faire  usage  de  la  formule  (16)  qui  donne 


(57) 


^^       r»r(A  +  i)  L(i  —  o»)"^*^    1      •  X  +  I  *  (i  — 


«*) 


»-»-l 


+ 


n^I.Tl— 2        71.71+I 


t^-h^ 


I  .2 


t-etcH. 


Soit  donc \  k^ 


F  ()Et,  y),  F(/e,  y)  désignant  une  fonction  connue 

* 

de  a  et  des  exposans  fiet  y  ;  on  aura  en  général  : 

^= J:^+^ . rF(A, »)  +  ÎLZJ . ^  .F(A  +  a, „  +  0 


(58) 


+ 


i.w— 2      n.n+i 


.  F(A+4, 3pi-ta)+etc.J . 


1.2         'A-t-I.A-f-ai 

Lorsque  x  est  très  grand ,  comme  nous  le  supposons ,  cette  suite  est  assea  con- 

90.. 
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▼ei^ente  dans  ses  premiers  termes,  pour  qu'on  puisse  négliger  les  termifê  saî« 
yansj  la  question  est  donc  réduite  à  trouver  la  fonction  F  pour  un  ordre 
donné  A:,  ce  qui  n'aura  aucune  difficulté  tant  que  k  sera  d'un  petit  nombre 
d'unités. 

§  V.  Résumé  général  de  la  Théorie  piécédente. 

48. 11  ne  kera  pas  inutile  de  présenter,  sous  un  même  point  de  vue,  les 
principales  propriétés  de  la  fonction  P(x,/i),  que  nous  avons  démontrées 
dan^  cette  section. 

I.  Cette  fonction  est  purement  algébrique  lorsque  n  est  un  nombre  entier 
positif  ou  négatif.  Dans  tout  autre  cas,  les  fonctions  P(x,  n)  forment  un  genre 
particulier  de  transcendantes,  qui  a  de  l'analogie  avec  les  fonctions  ellipti- 
ques complètes  de  la  première  et  de  la  seconde  espèce,  et  qui  se  réduit  à  ces 
fonctions  lorsque  2n  est  un  nombre  impair. 

IL  Si  on  considère  les  valeurs  de  P(x,  n),  qui  répondent  tattt  aux  diffé- 
rentes valeurs  du  nombre  entier  x,  qu'à  toutes  les  valeurs  de  n  qui  ne  dif- 
fèrent entr'elles  que  d'un  nombre  entier,  toutes  ces  valeurs  peuvent  se 
déterminer /par  le  moyen  de  deux  transcendantes  seulement,  pour  lesquelles 
op  peut  choisir  deux  termes  conséculiEs,  tels  que  P(A:,  n),  P(it-|-  i ,  »)  ou 

III.  Il  en  est  de  même  des  coefficiens  différentiels  — j^     ?  — ^* —  y 

— ^ — ,  etc.  à  l'infini,  lesquels  peuvent,  dans  les  mêmes  cas,  être  déter- 
minés entièrement  par  les  deux  mêmes  transcendantes.  Cette  propriété  que 
les  fonctions  P(x,  n)  partagent  avec  les  fonctions  elliptiques  complètes  F'^, 
E'^^  n'a  pas  Keu  dans  un  grand  nombre  de  transcendantes,  et  notamment 
dans  les  fonctions  log  Ta  y  dont  les  Coefficiens  différentiels  successifs  offrent 
des  transcendantes  différentes  de  la  fonction  principale. 

lY.  Les  deux  mêmes  transcendantes  qui  déterminent  les  diverses  valeurs 
de  la  fonction  P(x,  ndzk)^  x  et  ^  étant  des  entiers  quelconques,  peuvent 
aussi  servir  à  déterminer  la  fonction  P(x,  i^ — /idbA:),  ou  simplement  P(x, 
±  A  —  n). 

Ainsi  en  général,  les  deux  transcendantes  par  lesquelles  on  peut  effectuer 
le  développement  de  D^*,  serviront  aussi  à  effectuer  le  développement  d'un 
terme  quelconque  des  deux  suites 

' D--+S  D— +*,  D-^',  D-"     ,  D— ',  D— -• ,  D— % 

D-+*   ,  D^*    ,  D»       ,  D-"-^-,  D— +•,  D-»-^-,  D^*-. 
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y.  Quel  que  soit  l'exposant  n^  pourvu  qu'il  soit  positif,  la  valeur  du  coef- 

ficient  di£Pérentiel  d'un  ordre  quelconque  — 4-^^ —  sera  toujours  positive. 

VI.  La  plus  simple  des  transcendantes  désignées  par  P(a,  h),  est  P(o,  n); 
si  on  la  désigne  par  4(^)  ou  4  9  sa  valeur  sera  donnée  par  l'une  ou  l'autre 
des  deux  formules  suivantes  : 

,,  ,«°>=-Kt)"-+(^)"«'+(^^^=;*xI^P+««-. 

YIL  11  résulte  de  la  deuxième  propriété  qu'au  moyen  des  deux  fonctions 
consécutives  4(''))  '^{^^  0»  ®^  pourra  en  général  exprimer  exactement  la 
transcendante  P(x,/i),  et  plus  généralement  la  transcendante  P(A,db;2-f-^); 
k  étant  un  entier  quelconque.  U  en  sera  de  même  des  coeffîciens  diflférentiels 
de  cette  transcendante. 

49.  Puisque  la  fonction  JP(o,  n)  ou  4(^3  ^^  ^^  P^^^  simple  des  transcen- 
dantes désignées  en  général  par  P(a,  /i),  et  qu'elle  sert  à  exprimer  ces  trans- 
cendantes, nous  examinerons  succinctement  les  propriétés  qui  lui  sont  par- 
ticulières. 

On  déduit  immédiatement  des  équations  (Sg), 

(60)  4(«)  =  (i— a*)"""4(i— »)5 

d'où  il  suit  que  les  fonctions  4(^)9  4(^  *~^)^  V^^  se  servent  en  quelque 
sorte  de  complément,  peuvent  être  déterminées  l'une  par  l'autre. 

En  faisant  n  négatif  dans  cette  équation,  ou  en  mettant— * /là  la  place  de 
n,  on  a  l'équation 
(6,)  4(_„)  =  (,_a*)'+-4(i4.n)j 

d'où  il  suit  que  toute  fonction  4('^^)  ^^^^  ^^  variable  est  n^ative,  peut  se 
changer  immédiatement  en  une  autre  dont  la  variable  est  positive. 

On  peut  réciproquement  changer  toute  fonction  4('')  dont  la  variable  est 
positive,  en  une  autre  dont  la  variable  soit  négative,  pourvu  qu'on  ait  i?}>i  ; 
cela  résulte  immédiatement  de  l'équation  (60). 

Lorsque  n  est  <C  i ,  la  réduction  ne  peut  plus  avoir  lieu,  parce  qu'alors  n 
et  I  —Il  sont  tous  deux  positifs.  Ainsi  la  formule  (60)  donnerait,  par  exem- 
ple, 4(î)=(^ —^0^4(T)>4Ci)=(ï  —  ^OHCI)^  ce  qui  ne  se  rapporte 
qu'aux  fonctions  complémentaires. 

50.  Lorsque  a  sera  très  près  de  l'unité,  on  ne  pourra  que  très  difficilement 
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déterminer,  avec  ua  certain  degré  d'approximation,  la  fonction  4  par  les 
suites  (59) ;  dans  ce  cas,  on  ne  peut  mieux  faire  que  de  chercher  la  valeur  de 

•4/(/i)  par  les  quadratures.  On  a  d'abord  4('')  ^^  ~  /  ^î  ™^^   ^®*^   valeur 
n'est  bonne  à  employer  que  lorsque  n  est  négatif,  parce  que  D  étant  très  petit 

pour  les  premières  valeurs  de  ^,  l'ordonnée  ^  de  la  courbe  à  quarrer  serait 

très  grande ,  si  n  était  posiliC 

Au  moyen  des  quadratures,  on  trouvera  donc  très  aisément  la  valeur  de 

4(  —  /») ,  en  employant  la  formule  4(  "-  'w)  =  -  JTy*d(p ,  et  cherchant  la 

valeur  de  l'aire  pour  les  limites  ^  =  o ,  ^  r=  ^. 

Et  puisqu'on  a  '^(m+  i)  =  (i  —  a*)^'""**%(/(  — m),  il  s'ensuit  qu'on 
aura,  parle  même  moyen,  la  valeur  delà  fonction  ^(/i)  pour  toute  valeur 
positive  de  /i,  pourvu  qu'on  ait  /i  ^  i. 

11  reste  donc  à  voir  ce  que  l'on  doit  faire  lorsque  n  est  positif  et  ^  i. 

5 1.  Si  on  faitV  =  g^,  et  qu'on  différencie  chaque  membre  par  rapport 
à  ^,  on  aura,  après  quelques  réductions, 

WV  =  (i+n)(i-.a*)-]^.-(«H-2«)(H-«*)^  +  »ê; 

intégrant  de  part  et  d'autre  dans  les  limites  ûxées,  et  observant  que  dans  ces 
limites  Y  s'évanouit,  on  aura  la  formule 

(6a)    o=n4(?î)— (i+2/z)(i4-û*)4(/î4-0+Ci+»)(i— «')'4(^+3)- 
Cette  formule,  au  reste,  serait  facile  à  déduire  de  celles  qui  ont  été  trouvées 

ci-dessus  pour  les  fonctions  P(x ,  /i)  j  mais  nous  avons  préféré  de  la  démontrer 

directement. 

5a.  Au  moyen  de  la  formule  précédente,  toute  fonction  '^(n)^  dans  la- 
quelle n  est  plus  petit  que  l'unité,  pourra  s^exprimer  par  les  deux  fonctions 
^(n  -|-  I ) ,  '^(n  +  a),  dans  lesquelles  la  variable  est  plus  grande  que  l'unité  ; 
celles-ci  se  déterminent  facilement  par  les  quadratures ,  ainsi  qu'on  l'a  (ait 
voir  dans  l'article  précédent  :  le  cas  de  n  positif  et  <  i  se  résoudra  dont  de 
même  par  les  quadratures. 

On  aura ,  par  exemple ,  d'après  la  formule  (6a) , 

4(i)=:5(i+û*)4(l)-4(»-«')'>Kf); 

d'un  autre  côté  par  la  formule  (60) ,  on  a 
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donc 

(,««.)l4(i«:5(i+a»)4(-i)-44(-l); 

et  par  conséquent  4{j)  se  détermine  au  moyen  de  la  formule 

(i-a»)'  4(î)  =  ^-/D^^-!/D*'^^- 

55.  Connaissant  les  fonctions  '^(n) ,  '^(n  +  i) ,  '\^(n  +  2) ,  etc. ,  au  moyen 
de  deux  d'entr'elles ,  on  pourra  de  même  déterminer  les  valeurs  de  leurs 
coefficiens  différentiels  successif ,  pris  par  rapport  à  a. 

Eu  effet,  de  l'équation  4(71)=^^^,  on  déduit  fî^^=— ^/(a— cos(p) 

g;^.  Substituant  la  valeur  a  —  cos  ^  =  i 5^""  5  ^^  viendra  -^-  = 

±  r^  _  îîÇlir^)  r^   ee  qui  donne  la  formule 

(63)  «^  =  «4(»)-«(i-a»)4(«+î). 

11  est  visible  que  par  cette  formule  on  pourrait  obtenir  la  valeur  du  coefficient 
différentiel    ^  V*  ,  exprimée  par  les  fonctions  4W>  4(^+0»  4('*  +  ^)> 

ou  seulement  par  les  fonctions  '^{n) ,  '^(n  +  i) ,  puisque  '^(n  +  2)  peut  être 
éliminé  au  moyen  de  l'équation  (62)  :  on  aurait  de  même  ^expression  des 
coefficiens  différentiels  des  ordres  phis  élevés.  Mais  on  peut  plus  directement 
parvenir  au  même  but  par  le  nioyen  des  équations  (5^) ,  où  la  fonction  dési- 
gnée par  Po^n'est  autre  chose  que^C^)  ou  4-  En  vertu  d^ces  équations  on 
a  d'abord 

(64J  (a  -  «3)  ^:|  +  (,  _a«  -  4na')  ^  -  4»-«4= o; 

d'où  il  suit  qiie  le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  -;7^)  se  détermine 

directement  par  le  moyen  de  ^elde-j-^  et  qu'ainsi  il  peut  être  exprimé 
par  les  deux  fonctions  4(^)  ^^  4('*"^*  ')•  ^^  ^^^^  ensuite  par  les  mémev 
équations,  qu'à  compter  de  •^,  un  terme  quelconque  de  la  suite  '^y  'j^j 

^">  d^^  ?1*  ^^^'  '  ^^  déduira  des  trois  précédens,  suivant  une  loi  dont  il 
serait  facile  de  donner  l'expression  générale. 
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Des  Quadratures. 

A^Paàs  avoir  traité  d'un  grand  nombre  de  transcendantes  que  Ton  peut 
évaluer  avec  plus  ou  moins  de  facilité  par  les  méthodes  qui  leur  sont  propres, 
nous  allons  donner  les  moyens  de  trouver  la  valeur  aussi  approchée  qu'on 
voudra  d'une  int^rale  quelconque  J/d^  prise  entre  deux  limites  données^ 
ce  qui  est  l'objet  du  problème  général  des  quadratures. 

• 

§  I.  Formules  générales  pour  les  Quadratures. 

54*  La  question  étant  de  trouver  la  valeur  de  l'intégrale  Zz=zjyda:  entre 
deux  limites  données,  nous  prendrons  pour  ces  limites  a:;=o  et  a:=a; 
parce  qu'on  peut  toujours  fixer  l'origine  des  abscisses  au  point  où  commence 
l'aire  cherchée,  de  manière  que  Zi  et  x  s'évanouissent  en  même  temps. 

Pour  obtenir  plus  facilement  le  degré  d'approximation  qu'on  peut  désirer, 
nous  supposerons  : 

i^.  Que  dans  l'intervalle  donné  depuis  J:  =  o  jusqu'à  ar=ii,  la  fonction^ 
reste  constamment  de  même  signe,  et  nous  regarderons  ce  signe  comme 
positif j  s'il  en  était  autrement,  on  chercherait  successivement  les  différentes 
parties  de  l'aire  situées  de  diSerens  côtés  de  la  ligne  des  abscisses ,  et  on  re* 
trancherait  la  somme  des  aires  négatives  de  la  somme  des  aires  positives; 

ja**.  Que  la  courbure  de  la  courbe ,  depuis  x=o  jusqu'à  x=â ,  n'éprouve 

aucune  variation  assez  brusque  pour  que  l'un  des  coefficiens  ^,  ^,  ^>etc., 

devienne  infini.  Ainsi  dans  toute  l'étendue  de  la  courbe  que  nous  voulons 
quarrer,  l'ordonnée  qui  répond  à  une  abscisse  or -{-a  très  peu  différente 
de  X,  pourra    s'exprimer  avec  une  exactitude    suffisante  par  h    suite 

^+a^+  —  .^-H-^»  ^+^c. ,  sans  qu'il  y  ait  lieu  à  exception  pour 
aucun  point.  Cette  condition  est  surtout  nécessaire  aux  deux  limites  de  l'in- 


y 
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iégrale  (*);  elle  est  moios  importante  dans-  lés  points  intermëdiaires  parce 
que«  ^i  elle  n'avait  pas  lieu,  on  trouveraat  assez  facilement  dans  chaque  cas 
particulier  la  correction  que  cette  cause  d'anomalie  exigerait.  (  Exerc,  de 
Cale,  intégr.y  tom.  I,  pag.  5i4.)  "  ^ 

55.  Cela  posé ,  divisons  ep  n  parties  égales  la  base  a  4^  l'aire  que  nous 
voulons  évaluer ,  et  soit  a=  /lo»;  on  pourra  imaginer  que  l'aire  cherchée  Z 
est  composée^.d'un  nombre  n  de  trapèzes  ciirvilignes:  sur  un  coté^,  dont  la 
base  commune  sera  m^  et  qui  auront  pour  côtés  parallèles  deux  termes  con- 
sëcuti&de  la  suite  Fo,  Fa,   F(^û>),  F(5û>).  .  •F(?mi>),  formée  en  supposant 

Le  premier  trapèze  est  mesuré  approximativement  par  7û^(Fo4-Fûi),  le 
second  par  î  cû  (Fev  -f-  Faoi) ,  ainsi  de  .suite  ;  donc  )a  sonme  de  tous  le  sera 
par  la  suite 

où  il  faudra  faire  or  =sa  =  ncû.  Cette  suite  étant  représentée  par  /i^M  ou 
aM.y  M  sera  la  moyenne  des  -/s  ordonnées  x{Fo«t»E^>  Foi,  F(2û»).  . . . 
F(x— âi),  la  première  ^(Fo  +  For)  étant  elle-même  une  m'ôyenne  entre  les 
deux  extrêmes  Fo,  F^.   '    ,       '    • 

On  peut  encore  évaluer ,  d'une  manière  approchée,  le  premier  trapèze  par 
iâ^dùt),  le  seqcAid  par  o»F(4û»),  ,  etc.,  et  la  somme  de  fous  par  la 
suite 

û>[Fi^4.F|ft>  +  Ff«...  +F(x  — |û»)]. 

■" 

Cette  suite  étant  représentée  par  mûN  ou  aN,  N  sera  la  moyenne  des  n  or- 
données F  7  o»,  F  |  ai,  Ff  «...  ¥(x — iû>). 

Ainsi >  nous  avons  deux  valeurs  approchées  de  l'aire  Z,  savoir  Z  ==  aM 
et  Z  =:  aN.  Mais  il  reste  à  trouver  la  correction  qu'il  faut  appliquer  à  ces 
valeurs  approchées  pour  en  avoir  de  plus  exactes  et  pour  connaître  en  même 
temps  le  degré  d'approximation  qui  correspond  à  la  valeur  prise  pour  n  et 
qui  doit  augmenter  à  mesure  que /»  est  plus  grand  ou  û»  plus  petit. 

56.  Pour  cet  efièt,  soit  V  ou  V(ar)  la  somme  de  Ja  suite 

F«  +  Fiie»  +  F5fl»....  +F(ar  — «)-HF(x); 


(*)  La  simple  substitution  s=:^,  ou  a— ^xsi",  suflira^  en  déterminant  conTenaUe- 
ment  Pexposant  m,  pour  faire  remplir  cette  condition  dans  l'une  des  deux  limites  ^  au 
moins  pour  quelques-uns  des  premiers  ooefficiens  différentiels. 

T.  11.  91 
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si  ota  met  a:  -^  6»  4  U  pldce  <k  4C  et  qWoni  prenne,  hi  difforwee  des  deux 
suitea,  on  aura'  lB(x)ss;  Y(x)  "^  Y{pd  — ^  «)  ^  oa. 

De  là»  on  peut  tirer  thie  valem*  de  ùêY  qui  sera  dé  î&  forme  '  i 

.    ,  û>V=^:/RirH-i£»EnfrAV^+»«^^HHG'ai4g4.eto.5  | 

( 
et  comme  cette  équatîou  e^t  linéaire:  par  rapport  aux  i^cticois  F  et  Y ^«les  ' 

coefliciens  A-,  B',  G\  etc.  seront  les  mêmes  pour  toute  valeur  de  Y«Soît  » 

donc  Y  ou  Y(a:)  =  e',  ou  aura  . 


Donc 


ou 

-1. 


3». *!  "*"*    ;  aci -J- A'mf  +  BV H- CV  +  ly*»»  +  «te. 


Le  premier  membre  est  une  fonction  paire  de  ûi  ,  le  second^  memibre  ne  doit 
donc  contenir  non  plus  que  des  paissaoces  paires  de  «»•  PoupaTt>ir  ^rd  à 
cette  propriété,  nous  prendrons  de  iiou¥eaux' coefiieiens  A.,  A^^  Ai,  et)c., 
teb  qu'on  ait 

«V  =  fVdx  +  >F  +  A.«»  f  -  A.«*  g  -f  A,a»«  g  -  etc. , 
et  ces  coeffîciens  seront  déterminés  par  l'équation 

\(à . ^  =.  y/^  A jO)'  —  A.û)^  +  Aj^*  —  etc.  y 

ou,  en  mettant  a^/— 'i  à  la  place  de  fû>, 

I  —  z  cot  2  =  ^•A,  z'  •+•  a^AàZ*  +  a^Aj  «*  -4-  elc; 

Or,  on  sait  qu'en  faisant  H,  =:^-.  S,«,  S^  étant  la  somme  de  la  suite 
^  •f"^«  + 3ï;;:"H  7n;  +  etc.,  on  a  la  formule 

I  —  z  cotz  =  aHj  z'  +  aH.z*  +  aHjZ®  +  etc. 

Ainsi  les  valeui;s  de  A,^  A»,  At^.  etc.>  se  déduisent,  très  aimpleaieiit.  de 
celles  des  coefiieiens  Hi  >  H..,  H|.,  etc. ,  et  il  tn^  résulte  la:  fermpile  ijévéuale 
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Cetteformule  coïnc nie  avec -ceUe^  qu^  donnée  Eulér'pOitr  lé  cas  de€Ê=:i ,  dans 
son  Cale.  diff.BXt*  <ii5jmw  la^forme  précédente  parait  préférable  en  ce  que 

les  coeflSciens  —  H,,. -jH^j.-jHj.  etc.,  offrent  une  suite  très  convergente, 

dans  laquelle  le  I^^Jiort  dediaqtie  terme  au  pt^cédent  tend  de  plus  en  plus 

vers  ia  limite  t^^^t^  à^peu  {icès. 

57.  SI  on  suppose  maintenant  comme  ci-dessus,  que  l'intégrale  z  z=zfEdx 
est  prise  à  compter  de  â;=  o ,  on  ainra  eh  même  teln|^  la  somme  ^lY  =  o  ; 

et  SI  on  désigne  par  ro,  -j-y  "J^i  ^^^'9  *^  valeurs  dex  ,-^,^  -j^y    etc., 

lorsque  oszsso^  il&udra  ajouter  à  l'équation  (1)  une  constante  qui  réduise 
les  deux  meti^'és-à-zero  lersqde  Ar^  a.  On  àuraths  cAtè  nh^hiére  la  formule 

Or  la  fiwite  4âqgnée  pftr  oiV  est  telle  ^'Aikik4)«|iUi«t  leténiK  {»(|fFo-^^Fâr), 

.M  = /F^  +  f  H.  (*  ^  f  ) 

^-^Hy^^-^  -'^-;— etc. 

Pour  avoir  semblablement  la  valeur.de  aN,  il  &ttt4'câ>«rd  ohetlre^  «  au  lien 
de  0»  dans  la  valeur  de  oiS ,  ce  qui  donnera  l'é<|nation 

i »[Fi« -H Fa-f  F|«. . . .  4- F(af  —  i»)+Fx] 
■  =/Fi:t4-i«(Fx-Fo)  +  5  H.  (f-^^) 

-  p  H.  (a?-^ 


Le  premier  mettre  :s  ^  «V + t  oI^>  <iùiù  en  multipliant  les  deux  membres 

9» 


•  • 


') 
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par  2  et  retranchant  de  part  et  d'autre  la  valeur  de  â  V,  on  a^ira 

>N=/F^-.^H.(.^0(^-S) 

-?H.(,-i)(g-g?H..c. 

58.  Il  ne  reste  plus  qu'à  substituer  les  Valeurs  numériques  des  coefficie:n5 
H,,  H.,  H3,  etc.,  lesquelles  sont 

H.  =5 ,  H,  =s— ,  H,  =^ ,  H^=  ^V  H,  =p555 ,  etc., 

et  ou  aura  pour  l'int^rale  cherchée  J'Fdx,  ces  deux  expressions 

*  \%\^x         'dxj    "^  "jao  \dj?        du?) 

On  voit  par  ces  formules  quels  sont  les  termes  quHl  fisiut  ajoufar  aux  quan- 
tités aM  et  aN  pour  avoir  la  vraie  valeur  de  l'intégrale  fFdx.  Cei'  termes 
forment  en  général  une  suite  infinie  qui  ne  peut  se  terminer  d'elle-même 
que  dans  quelques  cas  particuliers ,  par  exemple ,  lorsque  F  sera  une  fonc- 
tion entière  de  x.  Mais  dans  tous  les  cas  on  obtiendra  tel  degré  d'approxi* 
mation  qu'on  voudra ,  en  prenant  ea  suffisamment  petit ,  ce  qui  permettra 
de  réduire  à  un  pu  deujc  termes  au*  plus,  )a  correction  qui  doit  être  ajoutée 
à  la  valeur  calculée  de  aM  ou  de  âN.  Au  reste,  pour  diriger  convenable- 
ment le  calcul,  il  y  a  différens  cas  à  examiner. 

59.  I*.  Si  la  quantité  -r-  —  ^  qui  dépend  des  deux  limites  de  l'inté- 
grale, n'est  pas  nulle,  ce  qui  est  le  cas  le  moins  favorable ,  ou  pourra, 
d'après  la  valeur  dé  ^  — '  -rr  déterminée  daus  ces  mêmes  limites , 
voir  quelle  doit  être  à  pQu  près  la  valeur  de  û»  pour  que  le  terme 
"~  vE*  "^'"5^7  appartienne  à  l'ordre  de  décin^ales  qu'on  veut  n^Uger. 
Cette  valeur  de  cù  fera  connaître  celle  du  nombre  entiernss-  qui  r^le  le 
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nombre  des  termes  à  calculer  dés  suites  représentées  par  aM  ou  par  oN. 
Ensuite  on  aura  avec  le  nombre  de  décimales  désiré  la  valeur  defFdXy  soit 

par  l'expression  /Fdx  =  aM.  —  ^  f^r  — -  7")>  ^^'  P^**  l'expression .  • . 

3"*  Si  dans  l'hypothèse  du  cas  précédent,  on  veut  admettre  les  deux 
premiéi*s  termes  de  la  correction,  il  faudra  preinire  co  et  par  suite  l'en- 

rt     ,       Il  i  .  .,        .  •*    /ûPF       {fiFo\ 

lier  /»  =  -,  de  telle  sorte  que  le  troisième  terme  5 — j-  v^"^"^^) appar- 
tienne à  l'ordre  de  décimales  qu'on  veut  négliger.  Alors  on  déterminera  yT<£r 
avec  ce  degré  d'approximation  par  l'une  ou  l'autre  des  formules 

/F^=aM--(^-^)  +  — (^--^>  (5) 

On  peut  aussi  de  ces  deux  formules  en  déduire  une  troisième,  savoir  : 

/F^=e(^  +  M)-^-(g-^),  (6) 

dans  laquelle  la  correction  n'est  que  d'un  seul  terme;  cette  formule  s'ob* 
tiendrait  directement  en  considérant  les  n  trapèzes  dont  Vsàre  /Fdx  est 
composée^  comme  étant  terminés  chacun  par  un  arc  de  parabole;  mais  le 
calcul  de  cette  formule  serait  plus  long  que  celui  de  l'une  des  formules  (5). 

5*.  Si  les  deux  limites  de  l'intégrale  sont  telles  qu'on  ait  51  """-^  =  o, 

alors  les  formules  se  simplifient ^  puisque  la  partie  principale  de  la  correc- 
tion disparaît,  et  il  devient  d'autant  plus  facile  de  calculer  avec  un  degré 
d'approximation  déterminé  l'intégrale  /FdXy  au  moyen  de  l'une  ou  l'autre 
des  formules 

4*.  Il  y  a  enfin  un  cas  qui  est  susceptible  de  la  solution  la  plus  simple  et 
la  plus  exacte ,  mais  qui  ofiVe  une  sorte  de  paradoxe  analytique  assez  dif- 
ficile à  expliquer  :  nous  allons  l'examiner  avec  tout  le  soin  qu'il  mérite 
dans  le  paragraphe  suivant. 
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§  îl.  Examen  iPun  cas  particulier  fort  remarquable. 


60.  Ce  cas  est  celai  où  les.  <X)effîcîens   diffiâcenctiBls  ^  de  degpë   impair 

/ft^      jjp     ^fiv 

S'  Sa"'  S^"»  ®'^*>  s'anéantiraient  tous  dans  les  deux  limites  orcso^xcsa. 

Par  exemple,  si  on  avait  F(ar)==:{i— «c*  sin*a:)*,  A:  étant  un  exposant  quel- 
conque entier  ou  fractionnaire ,  positif  ou  négatif,  et  c  étant  <  i  ^  il  est 
visible  que  les  coefficiens  dont  il  s'agit  seraient  tous  nuls  pour  les  limites 
^s=3  0,  ;r:=  f^Tt;  parce  qu'ils  Sont  tons  affectés  du  facteur  sin  x  cos  ar  et. 
qu'aucun  d'eux  ne  peut  devenir  infini.  Dans  ce  cas  paj'ticulier  les  for^ 
mules  (4)  donnent  JfTdxzs  aM  et  fEdxss^,  d'où  l'on  devrait  coa* 
dure  que  non-seulement  les  quantités  oM  et  oN  sont  ^ales  entre  elles  j 
mais  qu'elles  sont  l'une  iet  Pautrte  indépendantes  du  nombre' entier  n  qui 
désigne  le  nombre  de  termes  des  séries  dont  aM  et  aN  représentent  les 
sommes. 

Cette  conclusion  est  tout*à-fait  inadmissible;  car  indépendamment 
des  considérations  générales  qui  doivent  la  faire  rejeter ,  l'application  de 
f  exemple  précédent  aux  deui  valeurs  particulières  i^^j^  )^  3=  —  ^,  don- 
nerait pour  les  fonctions  complètes  E'c,  F'c,  des  valeurs  de  la  forme 

-  A,  -B,.où  A  et  B  seraie^nt  déterminables  algébriquement  j  résultat  entiè- 

rement  contraire  a  la  nature  Qonnoe  de  ces  traoscendantesi. 

Il  &ut  donc  avouer  que  le  calcul  nous  induit  ici  «n  erreur,  «t  quVmne 
voit  guère  par  quels  moyens  il  pourrait  être  redressé.  Voici  cependant  une 
manière  d'expliquer  cette  espèce  de  paradoxe. 

61.  Supposons  qu'ao  lieu  de  diercher  l'inl^ale  fFdx  depuis  xszo 
jusqu'à  a:=s«,  on  «veuille  seulement  la  déterminer  depuis  ^esso  jusqu'à 
xssa  «^  et,  a,  étant  une  quantité  asez  petite  pour  que  uFa  puisse  4tre  sé^ 
gligé  par  rapport  à  l'intégrale  fYdx.  Alors  on  pourra  regarder  -l'intégrale 
dont  la  limite  est  x  att  a  -—  a^  comme  sennblement  égale  à  l'intégrale  dont 
la  limite  est  x  =  a. 

Mais 9  lorsque  la  limite  est  a  — »  «t  au  lieu  de  n,  les  coefficiens  difierentieis 

ST'  "3?"'    d?  '         '   ^®  s  anéantissent  plus  pour  cette  limite;  ils  sont 

d'abord  très  petits  et  presque  nuls,  lorsque  la  difiérence  est  d'un  degré  peu 
élevé  ;  ils  augmentent  ensuite  très  rapidement  selon  la  nature  de  la  fonc** 
tion  F;  car ,  par  exemple,  si  on  excepfe  le  seul  cas  où  l'exposant  m  est  un 
entier  positif,  les  coefficiens  diffi^rentiels  de  la  simple  puissance  3^  forment 
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la  suite 

/iMc:"-*,  m{m — i)ar"^',  m(m — i)  (m — 2)af^^^  etc., 

où  l'on  voit  qu'à  compter  du  terme  où  l'exposant  de  x  devient  n^atif,  les 
'  ooefficienssuivans  augmentent  dans  un  rapport  qm  surpasse  bientôt  tout 
nombre  donné. 

Cela  posé,  la  valeur  de  /*F^  étant  représentée  par  la  formule 


••  ,,     û?F    .     m^  „     ûPF 


on  voit  que  la  série  qui  sert  de  correction  à  la  première  valeur  (a  —  a)  M , 
sera  convergente  dans  ses  premiers  termes  qui  seront  d'abord  très  petits , 
mais  qu'ensuite  faugmenlation  progœ^sive .  des,  eqefiidcns  différentiels 
agira  en  sens  contraire  de  la  diminution  opérée  par  les  facteurs  décroissans 

—  H„  -^H/,  etc.,  et  qu'enBn  il  y  aura  un  terme  où  la  série  deviendrait 

divergente. 

Avant  d^atteindre  ce  terme,  la  partie  de  ta  série 

—  r  H-  2Ï  +  Ï5  "•  S?  ~  ?  ^'  5?  +  ^^^-^ 

qui  est  convergente,  servira  à  corriger  la  quantité  (a -^  a)  M,  et  la  correc- 
tion sera  de  plus  en  plus  petite ,  à  mesure  que  cù  sera  plus  petit  ou  n  plus 
grand.  On  rentre  ainsi  dans  l'effet  ordinaire  de  la  formule  générale  d'ap- 
proximi^oti',  qui  ebt  de  donner  im  résultat  d'autant^  plue  e%?tt%  qu'on 
aura  divisé  la  base  a  en  un  plus  grand  nombre  de  parties. 

62.  Le  calcul  que  nous  venons  d'indiquer  dans  l'hypothèse  que  l'on 
prenne  a — tt  à  la  place  de  a,  n'est  utile  que  pour  l'explication  que  nous 
voiilions  en  tirer,  et  il  n'y  aura  jamais  Heu  à  Fexéçuter.  Mous  en  conclurons 
seulement  qu'ayant  choisi  une  valeur  Ae  nk  volonté,  d'après  laquelle  on 
calculera  les  quantités  iiM  et  aN,  l'intégrale /^Fiila:  prise  entre  les  limites 
xc=o,ar  =  â,  sera  donnée  avec  à  peu  près  le  même  degré  d'approxima^ 
tioa  par  l'une  oa  par  l'autre  de  ces  deux  quantités.  On  ne  peut  fixer  a 
priori  ce  degré  d'approximation,  mais  on  peut  assurer  qu'il  augmentera  de 
plus  en  plus,  à  mesure  que  n  sera  plus  grand.  Nous  donnerons  bientôt  un 
exemple  daas  lequel  on  verra  qu'en  doublant  la  valetar  de  n ,  on  double  le 
nombre  des  décimales  ou  plutôt  le  nombre  des  chifire»  signifieatdfr  exact» 
du  résultat.  C'est  ce  qu'on  peut  démontrer  en  général  pour  intégrale 
fdx{i  -—  c*  sin' .r)*,  prise  depuis  x  =  o  j^usqu'à  xs»  J^,i.  dans  la  suppo- 
sition  que  c  est  <C  i  • 
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65.  En  effet,  on  peut  supposer 

(i  —  c'  sin'  xy  =  A^ ■+-  3  A|  cos  a  x -4-a  A^^  cos  4^+ a  Aj  cos  6  jc  -f-  etc^ 

les  coeffidens  A»,  A.,  A»,  etc.  étant  des  fonctions  de  c  et  de  A:  qn'il  est 
facile  d'exprimer  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
c*.  D'après  ce  développement,  l'intégrale  fdx[\  —  c*  sin^^r)*,  prise  depuis 
jc  =  o  jusqu'à  X  :=  7  ?r ,  a  pour  valeur  exacte  A.  .^  ^.  Voyons  jusqu'à  quel 
point 'on  approche  de  cette  valeur  par  la  formule  suivante  où  l'on  doit 

faire  û>  =  —  et  F(x)  =  (i  —  c'  sin*ar)*j 


-  N=:û>  [F  J «  +  FÎAi  +  F  f  «...-H F  ï^=^  ai]. 

D'après  la  formule  précédente  ^  on  a 

Fx^  =  Ao  +  aA,  cos  a  +  aA.cos  aûi  +  ^^s  <^os  5«-f-elc., 
F|â»=:Ao+aA|  cos  3âi  -4*  ^A»  cos  6a>  +  aAs  cos  goi -|- etc. , 
F|âi=:Ao+aA|  cos5â» -f- aA«  cos  10^  +2A3C05  iSfin-f-etc, 
etc. 

Continuant  ces  séries  jusqu'à  la  n'*^  qui  représente  ^{^^  «\  et  fiiisant 
la  somme  de  toutes,  on  aura 

-  N  =  «  [  Ao»  +  aA,/cos  »  -|*  aA,/cos  a«  rf-  2A^/cos  5û>-|-etc.] , 

expression  dans  laquelle  y^cos  ûi  représente  la  somme  cos  û» -f*  cos  5âi  4~ 
cos5û»  jusqu'au  »'*"*  terme  inclusivement  -f-cos  (^n^ —  i)év;  de  même /cos  a«* 
représente  une  somme  semblable  dans  laquelle  on  met  aoi  à  la  place  deâ#, 
et  ainsi  à  l'infini.  Maintenant  il  résulte  des  formules  connues  pour  la 
somme  des  cosinus  d'arcs  en  progression  arithmétique  (Introd.  in  Anal. , 

art.  a6o),  qu'on  a  en  général/* cos  i?m»  ;=  *"^|  /* ^  «  Donc  tant  que  m 
n'est  pas  égal  à  2/1  ou  à  un  multiple  de  a/i,  on  a/cos/Tio^sao;  mais  si 
on  a  171=:  am,  i  étant  un  entier,  la  fraction  !îîîiî2ïî2  ^^^^  |ç  -innuéra- 
teur  et  le  dénominateur  s'évanouissent  dans  ce  cas,  aura  pour  valeur 
7 — v~  ou  — =  n  cos  f^r.  Donc ,  on  aura  en  eeneral 

ameo8(m«)  cos  m*  '  ^ 

(8)  ^  N=  J[A,  — 2A„-|-2A4,---2A,.  +  etcJ, 


t  «*  ■••         ir 
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on  trouverait^  par*  la  même  méthode^  - 

î  M  =  ^  [A,  H-  2A„  -i-  aA^  H-  aAs.  +  etc.].  (9) 

64*  Ces  formules  font  voir  que  la  correction  qu'il  faut  ajouter  à  A!ijit^grale 
approchée-  M  pour  avoir Tintëgrale  exacte^  A.,  est 

(     ,    —  ?r(A»rt- A^-frA6.4-etc.);    , 

et  parce  que  le  coefficient  A,  comparé  aux  puissances  décroissantes  (^y  c^y 
c^j  etc.,  est  en  général  de  1  ordre  c^",  la  correction  précédente  sera  censée  dé 
l'ordre  c*". 

De  même  la  correction  quHl  &ut  appliquer  à  l'intégrale  approchée  -  N 
pour  avoir  l'int^rale  exacte  -  A,,  est 

4- <;r(A„  —  A4.  H- A,,  ~  etc.)  J 

elle  est  donc  aussi  de  l'ordre  c^*  ;  et  on  peut  considérer  ces  deux  corrections 
comme  sensiblement  égales  et  de  signes  contraires. 

65.  Lorsqu'après  avoir  calculé  les  quantités  M  fet  N  pour  un  nombre  de 
termes  n,  on  les  calcule  de  nouveau  pour  un  nombre  de  termes  an,,  si  onf 
désigne  ces  dernières  valem:^  par  M^  et  N' ,  il  est  aisé  de  voir  qu'on  aura 
M'  =s|(M+N)-  D'ailleurs  il  suffit  de  mettrls  2»  â  la  pkoe  de  n^  dans  l'ex-^' 
pression  des  corrections  précédentes  pour  avoir  celles  qui  doivent  être  appli«^ 

quées  aux  intégrales  approchées -M',  -M\  Ainsi  la  correction  qui  est  de 


2       '  2 


l'ordre  c*"  pour  les  résultats  -  M,  -  N,  sera  d^  l'ordre  £?•"  pour  les  résultats 
-  M^ ,  -  W  ;  c'est-à-dire  que  le  nombre  de  chiffres  significatifs  que  les  valeurs 

approchées  ont  de  communs  avec  la  valeur  exacte  -  Ao,  devient  à  peu  près 

double,  quand  on  double  le  nombre  des  termes  compris  dans  les  séries 

ffletW.  ^  '  -'    '    • 

66/ Ppur  donner  un  exemple  de  ces  formules,  nous  les  appliquerons  au 
calcul  des  fonctions  complètes  E'c,  F'c,  en  supposant  le  module  c=o,  6, 
ce  qui  donne  6  z=s  o«8. 

n  faudra  d'abord  chercher  par  les  méthodes  propres  aux  fonctions  elliptî^ 
ques,  les  valeurs  de  ces  fonction^,  afin  de  les  comparer  à  celles  que  donnera 
le  calcul  des  quantités  M  et  N  pour  diverses  valeurs  du  nombre  des  termes 
T.  IL  92 


n.  Or  le  module  étant  c  =  o,  6,  on  trtfui^m  d'^nbord  réchdile :4e»  moduk» 
et  le  coefficient  K  exprimés  logarithmiquement  comn^e  il  suit: 

c...  9,778i5  laSoS  80604        b:.*.  g^goSoS  99869  91944 
«••...  9.o45i7&  74905  60675        4^..**  g*9975a  114840  56647 

(T...  7.49214  85170  oo«58      hp^^^,  ^•çiegQgt  79056  317595 

€f^..  4.58325  87570  52444        4— .. .  9-99999  99999  987575 
€r^ .  8.16241  74*17  5Ô168        R.*^>.  6^04710  520i5  47598. 

La  Valeur  de  K  donne  Pc  =  -  K;  ainsi  la  fonôtign-  F^c  est  égale  au  quart  de 

la  circonférence  dont  le  rayon  K.=s  i  •  1 1456  44^74  859014. 
On  déduira  dç  ces  mêmeç  élémens  et  des  formules  connues 

logE'csso.  15170  1771S  26856;  ' 

ainsi  faisant Ë'c=  -  I^  c'est-à-dire  supposant  que  la  circonférence  de  Pef- 

* 

lips&^t  é^ale  àcell^  du  cercle  dont  le  rayon  o^t  I^  on  aura 

log  I  s  ^.95558  18944  96085^ 

l  «B=  <ï»90377  99377  7'»95' 

Ges  caleub  ont  été  &its;  avee  lea  précautioi»  oeaesiakiss.  pour  cpit  Jea  vakoc» 
4t  1  ei  do  1^  iuaâent  «xaeteà  jusqu'il  la  qnateraîâme  décinale  a«  nmas. 
Ycgroii»  itiaittteiiant  ie  ({Uî  iiésultèra  ^u  calcul  des  sériés  H  et  H-,  loiîsqa'Q» 
suppose  ftsâsj^^  pdur  9Voir  kl  TaleardeË*i$,  etXrsa*^^  ponv^ayeir  la  ?ale«f 
dc^  EV.  , 

67.  L'ordonnée  appelée  précédemment  ^  ou  F(a;)  est  |/(i  —  c'sin^j:)  ou 
A(x)  dans  le  premier  cas  et  ^r-r  dans  le  second  ;  ainsi  nous  avons  d'abord 

à  calculer  les  valeurs  de  t^x  qui  répondent  aux  valeurs  successives  x  s=  —  ^ 

— ,  —    ,.•  .  Ces  ordonnées  et    la  demi -somme  des  extrêmes 

ai»'  a/»  d«. 

|(Ao-H^7^)  ou  ^(i  ^h)j  sont  les  n  termes  dont  la  somme  divisée  par^s 
sj^a  la  valeui:  4^  M  ;ppur  l'intégrale  f£ido^zs&'!S^*c\  leurs  ipvers^  t--:  ^  la 

defatî-s^mine  des  extrêmes  \0i  -f*  |j  sont  pareillemen  t  les  ;i  termes  dont  la 

som^ple^divtfiée  .p4r  lïsepa  b  valeur  de  M  pour  l'iotégEala  il  -^  t»  F^cu 

Enfin  les  valeurs op 3? ^^^  K  >^  S*  •*  — 1m.      ^wironjt  à  Ibrmeir  les  ya- 
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leurs  de  Ax  et  —,  dont  la  somme  divitëe  par  n  sera  la  valeur  de  N  pour  les 

inlé ff aies  fAdx  et  /^. 

Voici  un  tableau  qui  contient  les  valeurs  de  ces  ffua^tit^  p^iif  jlè  4fa»  dç 


X. 


I 


1 1> 


Log  As. 


g. 98823  90053  928875 
19.95690'  69261  Qi8584 
9.9S027  91076  321275 


9.97442  23o45  257570 
9.93785  37905  768480 
9.90768  98099  25$3^jS 


ùx. 


0.97328  27033 
0.90553  85i38 
o  83229  B49iy 


362764 

137417 
602750 


1.02745  07053  00S714 

i.io43i  £2607  4^4^^^ 

1.20t49  !I(»24A  76^057 


0.99312  55287  485221 

0.94^80  $9079  75485Ô 
0.86667  oo538  118781 
0.808^1  89027  3 1 3^4 


1.00692  20667  3i< 
1.06066  9674598769^ 
i.tl384  «6449^  5092S19 
i .23683  05334  G44976 


On  peut  remarquer  que  les  valeur3  logarithmiques  de  A  wpjt^euuieil  d^  pe 
tableau'  peuvent  se  vérifier  assez  facilement  par  J?  t)ié<>cème  ^  Cpte^?  JE)f^  ^fi^ 

puisqu'on  a  A  =  v/(i  — €^sin^x)mi  -/^i^wL^  ^^^  i*)>  <^t»  <|OMI^ 

tité  peut  se  mettre  sons  la  forme  fi}/ («{^<4^:Mt€A^j^>^  1),  en  faisant  B=b 

}(i  +i)  et  ii=— 7-r.  Sk  énsàite  oh  donne  k  ûx  lèâ  valeurs  successives  g,  -g- , 

"5" >  ?>  ^^  produit  des  quatre  valeurs  de  A  s^ca  B*  |/(i  4*^*);  1^  8omme,de 

leurs    logarithmes    sera    donc    4  ^^g  ^  +  î  log  (  i  "f*  ^)  >     ou    4  'og  B  + 

—  a*  (i  —  ja*  +  ja'*—  etc.).  Dtais  le  cas  de  notre  tablea»  oA  l'on  a  £:;;po«3« 
2  , 

B.5=so«^^3  la  qpai^lité  pnécédeot^  se  réduit  à  '^^•&rGfff}  ^o^fltè  o^jBi^ty  oé 

qui  est  en  effet  la  wmm»  des  qn^e  legankhoits  qui  répoxiAtiok  ttUx  ifvlrâpir 

supposées  de  ^.  .  ,1 

68.  Ayant  de  faire;»  =  4)  valeur  pour  laquelle  Je  t^le^oi  çs^t  câlét|lé^i^ 
sons  n==ja,  valeur  trop  petite  pour  donner  un  résultat  suffisamment  appro- 
ché, mais  qui:  fera  vpir  le  pjogp^  d|e  l^piu)tdmglpc^  cpi  fttMmt  de'  cette 
première  vaieùf  àtine  valeur  double.  Alors  les  quantités  M  et  N  iji^cessair^ 
pour  calculer  les  valeurs  /Ad[r  =  ^^M,  /Ai£r=:^^N,  seront  composées 


9^ 


•  • 


r 
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de  deux  termes  sealement.  savoir  : 

Substituant  les  valeurs  numériques  données  dans  le  tableau,  et  la  valeur  j 

i(i»f.A)sso.9,  on  aura 

M  =  0.90276  gaSôg  0687085, 
N  SK  0.90379  05975  483757. 

Ces  valeurs  ne  diffîrent  que  de  2  unités  décimales  du  5^  ordre,  et  le 
entr'elles  donne  pour  i  la  valeur  approchée 

I  =  0.90277  99272  275735, 

bquelle  n'esJt  en  erreur  que  de  5  unités  décimales  du  10^  ordre.  On  a  peine 
il  concevmr  comment  le  calcul  de  deux  seuls  trapèzes,  fait  de  deux  mamères 
différentes ,  peut  donner  un  résultat  si  exact. 

Faisons  maintenant  7»= 4>  et  appelons  AT  et  N'  les  nouvelles  valeurs  de 
M  et  N,  nous  aurons 

La  première  quantité  est  la  même  chose  que  la  moyenne  ^(M  +  N),  dont 
nous  venons  de  donner  la  valeur,  la  seconde  se  trouvera  par  les  quatre  der- 
nières lignes  du  tableau ,  de  sorte  qu'on  aura 

--  M'  =  0.90277  99272  ^75755, 

N'  =  0*90277  99285  168144. 

Ces  deux  valeurs  ne  diflGèi*en^  que  d'une  unité  dédmale  du  9"^  (Hrdre,  et  le 
milieu  entr^elles  donne  pour  I  la  valeur  plus  approchée 

■ 

1=0.90277  99377  7319535, 

hqueltë  s'accorde  parfaitement  avec  celle  qu\)n  a  déduite  de  ta  théorie  des 
foncâotts;  elliptiques  ;  car  la  différence  de  ces  valeurs  n'étant  que  d'une  unité 
décimale-  du  iS'**  ordre ,  on  ne  peut  prononcer  de  quel  côté  est  Terreur. 

69.  Par  des  calculs  semblables,  appliqués  à  la  fonction  complète.....  ^ 

—  J  on  trouvera  d'abord  pour  le  cas  de  /i  =  2 ,  les  formules 

d'oill  résulte 
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!    M  Bs  1 .  1 1465  TÔSoS  74a^7Ô> 
N  =  1.11447  i3649  8853855; 

ensuite  pour  le  cas  de  n=s^y.oa  aura 

M'  =  I. 11456  44976  8i58565, 

Nf  =s  I.II456  44773  864aî»3a5..  .  ,      ,:  ,    . 

Par  un  milieu  pris  entre  ces  deux  derniers  résultats,  on  aura  la  valeur' {({ypro^ 

efaée    .-.  >  '•'•',•■,•'* 

K  =  1.11456  44874  839040,    ._  ,     .  , 

laquelle  s'accorde  suffisamment  avec  celle  que  donne  1^  théorie  des  foncions 
elliptiques,  puisque  la  différence  est  à  peine  de  3  unités  décimales  du  iS^* 

ordre. 

Si  quelque  chose  peut  ékomier  dans  le  résultat  >de  eescalcoky  "è^cst  qa'oni 
puisse  obtenir ouesi graude-apptoûmation  avec  une  valeur  de  iransn  petite 
que  nsS'49  c'e)st-à*dire  en  divisant  l'espace  qu'il-fiint  qtiarrerèn  (Quatre  tra-^ 
pèzes  seulement  y  et  évaluant  ces  trapèzes  de  deux  manières  di£Eérentes. 
.  £a<)alculant,  comme^nous  l'avons  (ait,  les  valeuré^dè  M  et  N  pc^H^è'tas 
de  iis=4^  on  trouve  que  pour  I'iiitégrale/Ai£r>ce8  dèup  valeur^  né  difTèrent: 
que  d'une  unité  dans  le  g"'*  ordre  de  décimales,  ce  qui  doit  faire  présumer 
que  la  moyenne  entr'elles  sera  exacte  jusqu'à  la  17"**  décimale,  chose  que 
nous- n'avons  pu  véri6ér,  parce  que  lés^oalcuh  du' tableau  he  soàt  éxActs  qué^ 
jusqu'à  la  iS"*  décimale  au  plus.  L'a|)pr^ximation  est  tin  peu  moindre 'pour 

l'intégrale  /x;  car  les  valeurs  de  M  et  N  calculées  en  supposant  n==5  4»  4^* 

%ient  eutr^elles  de  deux  unités  décîmaleadu  8°^  ordrâ)  d'où  l'oo  doit  oopâér 
clure  que  la  moyenne  ne  serfi  exaçficî.que  j\i^qu^aq  .|5T  orjire*  .   -J      :  , ., .    j 

70.  Au  reste,  on  peut  s'en  tenir  i^  ne  calculer  qu'uqç  seule  des  quantités  M 
et  N,  sauf  à  lui  appliquer  la  correction  dont  nous  avons  donné  la  formule, 
art.  64,  en  là  réduisant  à  scm  premier  terme.  Or,  ce  premier  terme  dbaA\^' 


«  =  —  (t+ï)*  ®"  ^^:  donc<i— c^Mft*^)*^^-^  (i-f-o*— 3«osaa:)*. 

l>^yeloppiMAt  .^^pite  ]ej^  4eux  mçoibi^  p4r  Ip^.pD^rmiles,  4^  wfi.;;i  ejiôS^ 
on  aura  entre  les  coefficiens  d'un  même  cosinus  l'équation  gén^r^le  Ax  A?r 

^^-^1  '  P(A»-^  A)-  Prenatil  lesdogarithtales  de)«Haquêl  iwmbre  et  mettant 
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au  lieu  de  1«^  P(X,  —  ^)-s»^çur  dtnknéè  ^rla  fomittle  (i 7),  on  aura 
logAx  =  Xloga— (^+i)IogX+^logi  — logr(  — A) 

(10)  .     (if+it)i»  (yH*/E]rmy 

Quant  au  signe  du  codSdeâi  Ax,  H  sera  le  xbêéaé  î\ue  celui  de  la  quan 

71.  Appliquons  cette  formule  à  la  détermination  de  la  fonction  compiè 

E'c=:fdxy/(  I  — c*  siû^  aJ)  j  cette  quantité  etatat  représentée  par  -  A. ,  nous 

ày6tos  d^à  ttouyë  pour  Ao  la  valeur  approcbëe. 

M  =  0.90376  93569, 

laquelle  résulte  de  la  mppobitioB  n  sï=;m^  et  ttom  alfWift  ftdt  vmr  («r^  <4) 
que  laf  èorreotioû  »  af)filiqaei  ik  cette  valenr  est  ^^  iiA^  oa  «^  21 A^.  FmaM 
donôAtei,  *Mo.«y  aii=-*è»  *«:i,  r(--*)^r(— i)te*-î|/w^, 
on  troutem  fat  h  formule  préoidente  log  A43s4.^ar7io68j  et  pett)e  ipie 
^^{^^i)  c^  itégËftif,  il  feuÂraiHqae  A4  smt  nëg«tàf(  cm  eum  donc  A^  tm  — 
OéOOoM  55^7:^00  qui  deime  la  valsaroevrigrfe  .  \^ 

M — 2  A4 =0.90377  99263, 

valeur  qui  n'est  ei^  etfieur  que  d'une  unité  décimale  4u  9^  ee«ke«  C'est 
d^à  un  #ssea  grand  dcjgré  d'0f>{ttx>»iiBati€>n  obtenu  en  d&fÎMAt  ^a  deux 
parties  égales  seulement  la  base  j^rde  l'espace  qu'il  faut  quaner,  et  mesu- 
rant lès  deux  trapèzes  curvilignes  qui  en  résultent  comme  s'iû  étaient  reo- 
t^iljftek  On  iénçoit  àèê  lors  quNiiie  approximation  i)»0au»^iip  plcÉ^  gi^nde 
résultera  delà M]^p^i)âèn%ttti 4,  laquelle  donne 

.  .  .  ,  , 
La.corççction  qu^il  faut  appliquer  à  celte  valeur  étant  toujours  i^pr^n- 
t«ep^r"— -aA.^,  on  la  calculera  par  la  formule  précédente^  en  faisant 
À  =  6,  et  conservant lesi antjresjvaïeurs  de^^Hj^  k  et  r(— Jt).  U  çn  réml- 
tèrâl()g,A|^j=o..  ^05944,  d^où  A«=-— o.oopoo  00002  jaSo^,  et  U 
valeur  corrigée  '       ; , 

:,<:,    -— ^<-'hM-^aA^t=:t);^77''g9i77  7îii^8B'i;'        .'    !'~  — 
vd^'qui  iMf  dilfêre^iâelà  téiitable  que  d%ttiè  d6iïa-«nité  Mcibàie  dtf  "qtia- 

7i^  Si  dû  nut  «n^l^itier  de  ëemblables  «imèetidnB  tfux  YaieiiÂ  de  M  dëîà 


r  f         t  > 


:.     ,  :  s       :  ;  _i       .  .   .        ..         '  ■  '.i. 


iJè  pPéMièrë  Talênr  de  M  calculée  pour  le  Cas  dé*  Artiîa',  é$l 
M=:  I  •  1 1465  76504  ;  faisant  donc  A  :=  2/2=  4^  P°  ^"^"^  P^^  .'^  fbrmiiîé 
piféî^disfrttelog  A4=as5,6fiSo58t  ;  et  |raîétïtiea*r(— A)  est  ppaWf ,  A4  îè  serçt 
iMttèi!,^  êil  ators  À4'sss^6.oooo4  656^ ^  ce  ^ui  donne  1k  râeiûà  cortîgëe 

M -^  2  A.,^  ==  1 . 1 1456  45o5;^  ' 

laquelle  ,Q^e^.:«;A  a^reur;  «p^  dp  9.«tMtm  4é^to>die6t4tt>8^M4GewlA>seniMMl|» 
Taleur  trouvée  pour  M,  savTiir  : 

SI  = 1 . I i45C  44976 "81 58565 , 
mV99f^  '*P^4^i  ^>^fn  ^i»9^h  MWflOlMn  >ilw.^is:«ti«HMMi  oMoà  ^7579, 

75.  On  voit,  par  ces  exemples,  que  l'dRlï^leta^drreetiàii  est tton-scÉile^ 
«lentiide  dfi>m|iMipr  le  nciifcre'de  ^ériaiàfaiKeiaclée  i^ee  lt<m^ieaV  Aâns 
1^ ^irakur  dfe iU'  eu^dàtn»  «cttlk^  ^  fl,  MtUtiÎB  -efnéore  d^n  â^fer  émlq-vii  stà 
4e»pitt»rQe}^'^<^*H'^r>>~^^^  rë8lltaitffU6si^(€hiÉ^t'i|u^>tt^'iidè^^ ,  en  prenant 
3ine  valeupiooDKenabl&den.'Qufati4  ett  ceAcate  JMta  fois' les  ^etn  dùantitë^M 
et  N,  le  milien  pris  entre  elles  i^^odie  (Aus  Ai  Tfét  i^sùlCat  ()tife l'ijbïe  ^ 
deux  augmentée  ou  dimÎQuâe  d0>  I9  -  «ceiseeticp  ^  mais  cet  avantage  ne 
s'obtient  c^ue  parjçm  calcul  plijis  Iqh^,  j       î    .     ;  1    .ij 

74*  On  trouve  dans  les  (Buvres  de  Jean  BemoiiiUti(*)  unclhaovèaàe'^li^ 
calculer  par  approximation  le  rayon  da  cerde  4^\  en  circonférence  à  une 
ellipse  donnée*  Ce  théorème  fort  remarquable  cowluit  aux  mêmes  valeurs  de 
Met N  guedopi^çqjt  les^ précédantes |fli^^^ 

la  progresibn  a,  4, 8, 16,  etc.,  ce  qui  permet  fk ^d^imi^r vÇ^Wmfib?^^ 
ment  toutes  les  quantités  y^(i<«^e|^sin*ar}  dont  se  composent  les  valeurs 
de  M  et  N.  -^-^        .v>         ^—      - 

JeanBemoulli  n'a  po^ptd^né^  j^iHpn^ritipn^ de  son  théorème;  i)  a 
indiqué  seulement  la  construcGb^  géométrique  cfoi  en  est  la  ^  base  et  .par 
)aQi|K}lè  «u^  peuV.  dbtenkt  %.  /lislèpr  ttés  àpproclië'e  de  la  circonféréifce  de 


:0  J^*  Bemotdli  Opéra,  .l^n^ïi^fpaj^  4^ 


588  AFPEffDIiPE, 

toute  coorbe  oyal^partagçe^oGjBime  rellipseï  ei^;  quatre  p^irties  éffifiêei 
semblables  par  deux  axes  -çoctai^laires.  Cette.ux)pstructi<m ^exécute;  au 
moyeu  d'.uu  mouyemeut  continu  ^e  l'auteur  appelle  fttotus  reptoriu^  \  et 
dont  il  djétaiUp  les  propriétés.  -      .  ..^  \  .      i    .  i  r-    .' 

Nqus  avions  pensé  d.'abord  à.dopper  ici  ^'^nalyse  4u.tbéorfème  4p  Je^n 
Bernoulli,  considéré  danss^,  plus,  gc^^de  géi^^ralité  j^^^is  n^ij^a  avofis.biifiE^ 
tôt  reconnu  que  cette  stnajlysç  conviendrait  iputile ,  parce  que  le  résultat  au- 
quel elle  conduit  n'est  qu'un  cas  particulier  d'une  proposition  générale 
qui  sera  démontrée  cî-aprè5' d'une  manière  beautfôù}^'  plutf'idmplé.  ' 


'\,t'% 


$  III.  Moyen  £  exprimer  toute  intégrale  proposée  par  un  arc  de  courbe. 

PI.  m,      ^.  Soit  s  la  longueur  de  l'arc  de  courbe  AM  dont  origine  est  fixée  au 
point  A  et  dont  l'extrémité  M  est  déterminée  par  les  côiMrdonàées  GPs=  j:, 

PM  :=jr.  Cet  arc ,  dont  Fexpression  ordinaire  est  fdùc\/(  i  +  ^ )  >  peut 

être  exprimé  par  une 'autre  formule  qui  jduit  de  quèlctuesaviintagèspàràculiers 
et  que  nous  allons  faire  comnaitre. 

Si  du  point  Ch  centre  des  qpordonnées^  cm  ^neCZ  pérpcmâieulàireisiir 
1^. tstpgepte^  au. point  M,  et  qu'on  prenne  pbur  nouvelles; variables. GZ  s=/) 
et  l'apg|e  TMPss^,  on  aupa  ^l'angle  PCZs^fc^et  CZs)Em£»f  ôm(;s^t']AGP)^ 
développant  le  second  mçmbr^  et  mettant  au w lieu  de  GM  oot'MCR  et 
CM.3ii^ MCP  leurs  valeurs  .;r  et  r,  on,  auva  :!•.•. 

,  î      .       .  />  =  jc  cos  ft -4*J^  sin /t. 

Différenciant  cette  équation  et  observant  qu'on  a  dxz=i  ^-^  aà  sin  ft  et 
^,^'^;Cos:À4,(ii  viçndra   •  ''  -i":^  •• '»;«•.!     ''■,: 

^  =^  cos  (*  —  jc  am  A«.       .       ,        .,.     ,} 

Au'ittôyeH^  ces  équations  >  on  obtient  les  valeurs  de  ^,et^  exprimées'en 
fonctions  de  ;>  et  de  fe^  savoir  : 

^  =  ;»  cos  f*  —  ^  sm /*, 


t     •     ,t  f  I 


jr  :=z  p  sin  jw  -f-  ^  èos  ju. 


Enfin,' decellesKîi  on  tire /iap =—rf;A sin /w(;?+0),i^^ 

S  s=  fpdfA  -(-  ^  -H  const.  ^  (ta) 


,     —   1 


Cest  rexprestion  de  Parc  i  dans  laquelle  il  faudra  suBstî  tuer  la  valeur  de 
p  en  fonction  de  ii. 

76.  Cette  valeur  peut  se  déduire  de  ré<)uatk>n  xlotïnée  entre,  les  coordoii*  ^ 

nées  xetTj  cdmbtnéc  avec  Péqualîon  dîflTërentîcIle^tîis-^cot/t,  dont  le 

premier  membre  est  une  ronction  connue  de  X  eljr.  Eu  ejBel»  on  peut  sup- 
poser que  ces  équations  donnent  les  valeurs  dexeijr  exprimées  en  fonction 
de  tang;t  ;  ensuite  Téquation  y9==^.,co&7t^^sin/^  fer^  connaître  la  valeur 
de  p  en  fonction  de  sin  fi  eX^  cosfi. 

On  peut  remarquer  que  ai  ré()iiatkm  entre  a:  et^  eat  algébrKpie^  Véqua- 
tipn  entre  p ,  sin  fA  et  cos  M>  sei:^ ,]>tireiiiement  M1gébQi^u^  ;*  mpfe  en  géoéral, 
quelle  qno^  M>it  cette  équâliop^^i  on  prend  Jint^raU?;)^^  de  manière 

qu'elle  s'évanouisse  au  powt  A,  et^we  -^  sôit  1^  valeur  d^>^en  ce  même 
point >  on  aura  l'arc  AM  ou  s  ssfpdfi  -f*^  -r-  -^»r 

77.  Celle  même  fom^ulë  servira  à  e&priiner:r^iite  intégrale  proposée  par 
un  arc  de  courbe. 

En  effet 7. on  peut  supposer  que  cette  intégrale  est nâsespua  la.  fimne 
fpd/JLy  dans  laquelle  fc  représente  un  arc  de  cercle  indéfini  dont  le  rayon 
z=zi  ^  et  p  une  fonction  de  Farc  /Aj  ou  seulement  <|ca  lignes  trigpnon^é- 
triques  sin  /t  et  cos  fi.  On  aura  donc  l'intégrale  cherchée 

/;,i^=,-|  +  ;^.  (.3) 

Quant  k  la  courbe  AMB  qui  correspond  à  cette,  équation ,  elle  iest  facile  à 
décrire  au  moyen  des  équations  (i  1)  dont* les  seconds  membres  sont  dés 
fonctions  connues  de  l'angle  ft  ou  des  lignes  trigonométriques  qui  dépen- 
dent de  cet  angle  ;  et  si  on  élimine  fi  de  ces  deux  équations ,  on  aura , 
sous  la  forme  ordinaire,  l'équation  entre  les  coordonnées  j?et^  de  la  courbe 
dont  un  arc  compris  entre  des*  limites  données  servira  à  exprimer  l'inté«» 
fgnXefpdfL.  11  faut  maintenant  montrer  dans  quelques  exemples  l'usage  de 
cette  théorie.  -  ;- 

78.  Exemple  I.  Soit  pro)poséc  l'intégrale  Z=yî/fe  |/(ii— c*  sin^ytt);^ 
que  nous  avons  coutume  d'exprimer  par  J'arc  d'ellipse  E(c,  fe)  compté  de 
l'extrémité  du  petit  axe. 

Nous  aurons  dans  ce  câs,/i=s  v^(  1 -^c*  sin*  ft ) ,  valeur  qui  étant  sub- 
stituée   dans  les   équations   (ii)>   donne  en   faisant  3  ss  v^(  i  — *  c*), 
T.  U,  93 


km»)nrJ^^ljrivti'mS4^^  Si  dn'élimmp  fi^de^oea  dëbi-  èqiûmtiomjùn  en 

déd«iraj^*  =  6*(i— a:*),  c'est  l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  son  grand 
PK  I,  axe^  lAtBsî  ^n  fiôsaAt  CAcs  i ,  Ci^6=i6,,  e&décrivant  mf  ees  çbmx  demi^xes 
l'^pçe  AMP^i  on  désigm  par  s  l'arc;  AMispmpté  de  rex^rçmitQ  dif.  gmul 
axe  où/A  =  o  jusqu'au  point  M  dont  les  coordonnées  sont  jc  etjr^  cet  arc 
servira  à  exprimer  Imtégratè  Z ,  dé  sorte  qu'on  aura  Z  ou 

Cette  éffontioa  nWt  fttitre  elwise  «fie  le  théorème  de  Fagnani  que  nous 
avons  donné'^totn;  I ,  ai»t.  S6.  En  èfiët ,  51  on*  détèranne  Par^  fid^.  compté  de 
i'ënti^éBiitè  du* i^tît  ase,  par  ks  coordonnées  €Q  i^fs  sila  f«,  NQ'cs^&cos/ft,  en 

même  ten^  (pîe  iWc  AM  Vmt  par  les^ cooixlèBnéed CP  =    ..  _^.  ,■■: , 

PM=  -7; — ^'"^.  ,  V»  (Mi^  auraj  e^  vetin  de  ce  tbétcème. 
|/(i  —  c*8inV) 

^^^^^^^^ï/(i— c»8in»'  • 

Ain8iir«p{Jieaiion  de  noti»  fermule»  coudmi^doE^  ce  eas  à  un  théorème 
ooiina.  ^ 

79.  Exemple  II.  Cherchons  maintenant  Ik  courbe  qui  par  seâ^  arcs  peut 

/'  '    '  '                       '                     dlé  '  ■    *        l    '  * 
^.  ^  .  ,  .■,  intégrale  que  nous  avons 

eotitume  de  représenter  par  3?(c,/t)i,  ^  '  '   » 

^     tt&Utfei(lâd4M.M.epS/8S;^j(k4r*«C!^^:/^*^%^^ 

i^jtyantos  de^^oocwdoniuées  jr  efcT- .V 

(i  —  c'sm*/»)* 

■•■■*'  .         ■  ■  i 

.  .;,    .  ,    jr   Vf^:'^ — r ^^-^ ( T  *fp  <}t  QQS a^/« 

(l  — C*SÎfi'/*)» 

Cette  courbe  qui  appartient  au  sixième  degré  et  dont  la  forme  se  rapproche 
de  celle  4e^.r.dlip^^  tant;  qu'on  a  ^<i9  est  la  mémp  igœ  no«s  aprans 
^ét^minée  d'une  i^tre  manière  da^s  la  tbéocie  di^  fonctions  eHigUques^ 
chap.  Y  H;  elle  donne  Z  ou 

(  (  t  t  , 


.  '« 


0t ia feMlàon  toflEipi^e F^t^s^ ,  s*  étàût  le  qtiatt dW la  tbU)rbë  cdmptisde- 


puis  /t  =  o  jusqu'à  /i  =  ÎTT. 


Le  cas  de  ^  =  7>^st  généralement  r^l^^  -cémme  on'^it^par  la  lemnis- 
cate  qui  n'est  que  dit^uatHènmdegré^^tiidùtit  les  -arûs  expriment  directe- 
ment la  fi>ncUgn  F  «ans. addition  d'aucutiex qiianti^é  alg^âl!|i<|tie«  Leilolii^on 
'du  même  cas  déduite  de  la  formule  précédente  donoe  une  courbe  du  sixième 

degré  dont  l'équation  est7'=c(a  +jc')  v/(i -^a**'),  ou  jr*^=^2'rrï^ — »'^^- 
*  Cette  courbe  est  mbins  8iixi{4è  que  la  lémhiscale,  mais  elle  a  l'avantagé  cl'a^ 
voir  une  figure  peu  différente  de  celle  ^e  Féllipse. 

80.  Il  est  très  remarquable  que 'n6lrénoiivéi!e  formule  côti[\3i£ûse  ^i  fetiile- 
ment  a  la  solution  d'un  problème  que  nous  avohH  lîegâfnié  'ébmtÊtê  fbttdîA- 
die,  et  qui  parait  n'admettra  âtlcUtte  autre  ^ution;  celui  de  trouver  une 
courbe  algébrique  dont  les  iurc»7epré^htent  généralement  la  fonction  ellip- 
tique de  première  espèce  ¥(cffM^'    '- 

£n  général  on  voit  que  toutfif  le$  ùn^^quep  sera^ne  fonction  algébrique  de 
sin  fi  et  cos  jEAy  la  coqrbe  dont  les  a^cs  servent  k  exprimer  l'intégrale  fpdfi^ 
sera  aussi  une  courba  algébrique»  Ainsi  la  iqûàdralure  d'une  courbe  algébri- 
que peut  toujours  se  réduire  à  la  rectification  d'une  autre  courbe  algébrique , 
proposition  dont  l'inverse  ^seulement  ^tait  connue.  •     ' 

8f .  Eûdemple  ///.Soit  proJ)jDse"(ïfe  troifvèr  la  côui^be  algebHque  dont  lis 
arcs  représentent  la  fonction  eijipllque  de  trèisième'  ëspèséfl  (/»^  ^^  /»)  vs 

^-^ — ^ — -^ — ■ — -'    ■   ■ '  '  "i*  _ 

(i  +  I» sin»  y(i  —  c*sin» 

Il  suffira  de  faire  />  sa  (i  •+•  n  sin'ft)""*  (i  —  c'sin*  ft)"*,  et  la  substitution 
de  cette  valeur  dans  les  équations  (11)  donnera  les  valeurs  suivantes  des 
coordonnées  de  cette  courbe,  où  l'on  a  fait  v/(i  —  £?*sin*ft)  =  a. 

^  —  (I  +^81^»' A^  [14-^  —  2n^  (5i»—  i)(iH-c-)sin*a— 4c»nsinV]. 
On  aura  ensuite  pour  la  fonction  D  cette  expression 

et  si  s*  représente  le  quart  de. là  Courba  compris  depurs.f(  =  0  jusqu'i 
uz^i^TyOn  aura  la  fonction  complète  n*(/i,  c)ss  s\ 

On  trouverait  de  la  m4me  manière  là  courbe  algébfiqilei'dotit  léj  itvc$  ser- 

93.. 


T^d^îenti. exprimer I  dan»  le  cas  d^  pii^r^oiètres iqBagmaires^  la  double  fime- 
tîon  de  troisième  espèce.  .t?      -       . 

81.  Exemple  IV.  Soit  j9  =  a  sin  /*e  tang*  fft,  on  aura  ar=  afl  fcmg*  pky 
rcs3ataLna*/i  et  jss     ^    —  aa. 

On  çléduit  de  ces  valeurs  l'équation  <u:*  =  i^^>  ainsi  la  courbe  dont  il 
s'agit  est  la  seconde  parabole  cubique. 

65.  Exemple  V.  Soit  /yasaco^/tt+^sin/t  — r^^  T^T^^%  \%  onaursn 
eft  supposant- «'=si*-+-^*> 

(«*— c»tîn»* 

1  ifbco^fê 


^L3Z3^iîn^^  -** 


(o" — ©•  8ÎnV)* 

D'après  les  valeurs  de  x  et  de  ^,  on  trouve  que  l'équation  dé  la  courbe 
peut  être  mise  sous  la  forme  (i— -V4*ri""x)^5=5 1,  et  alors  on  voit 
que  cette  cdflrbe  est  la  développée  de  l'ellipse* 

84- )E°  général,  si  on  prend  la  valeur  àep  telle  qu'on  puisse  obtenir 
algébriquement  l'intégrale yjb^/u,  l'arc  s  dont  cette  intégrale  dépend,  s'ex- 
priinera  aussi  algébriquement.  On  produira  ainsi  une  classe  infinie  de  courbes 
recdfiables,  comme  sont  toutes  les  développées  des  courbes  algébriques. 

Soit  slors  fpdfi  s=  q y  ou  p^z  ^,  on  aura  pour  décrire  l'une  quelconque 
de  ces  couri>es,  les  équations 

dg  ddi 


do    •  «    ddo 

et  la  longueur  d'un  de  ses  arcs  sera  donnée  par  la  formule 

dda 

^  =  7  •+•  -g^  H-  const.   ' 
85.  On  voit|  par  ce  qui  précède ,  que  toute  quadrature  proposée  se  ré- 


\ 


SECTION  IL  5^ 

dttU  à  la  Feetifioatîon  d'an  arc  de  courbe  compris  entre  déox  points  dou- 
BéS|  ce  qai  peut  contribuer  à  simplifier  la  construction  géométrique  d'un 
grand  nombre  de  problèmes;  car  en  général  on  peut  obtenir  plus  faci- 
lement une  première  valeur  approchée  d'un  arc  de  courbe  dont  on  a 

,  l'équation  que  celle  d'une  quadrature.  Mais  s'il  s'agit  de  calculer  avec 

beaucoup  de  précision  la  longueur  d'un  arc  de  courbe  proposé,  il  convien- 
dra de  revenir  aux  formules  du  ^  I ,  pour  déterminer  l'arc  s  par  le  moyen 

t  de  l'intégrale 7^<//t.  C'est  ce  que  nous  allons  développer  dans  le  $  suivant. 

§  ly •  Formules  pour  calculer  at^ec  précision  la  longueur  de  tout  arc  de 

courbe  proposé. 

86.  Soit  comme  ci-dessus ,  l'arc  AM  s=  j ,  la  perpendiculaire  CZ  abais-  Fîg.  a. 
sée  du  point  fixe  G  sur  la  tangente  en  M  =^Py  l'angle  TMP  que  fait  la  tan* 
gente  avec  l'ordonnée  MP,  =:;t;  on  pourra  regarder  p  comme  une  fonction 
connue  de  l'angle  /x  ou  des  lignes  trigonométriques  qui  déterminent  l'angle 
Il  et  £ûre  en  conséquence  p=iF(/i),  Cela  posé^  on  aura  la  longueur  cher- 
chée 

i«  >    l'intégrale  fpd/i  étant  prise  de  manière  qu'elle  s'évanouisse  au  point  A. 

Cette  formule  se  simplifie  en  supposant  que  l'axà  des  abscisses  CP,  qu'on  Fîg-  B. 
peut  prendre  arbitrairement  y  se  confond  avec  la  perpendiculaire  à  la  courbe 
menée  par  le  point  A,  car   alors  on   aura   dans  ce  point  ftsso,  et 

•^  es  o  j  ce  qui  donnera  s  :=sfpdfi  4-  ^^ 

1»  Maintenant,  pour  avoir  la  longueur  totale  AMBs=i5%  il  Ëiut  prendre 

l'intégrale  Jpdfi  depuis  le  point  A  oii  nous  supposons  /x  =  o  jusqu'au 
point  B  où  nous  supposerons  /x  =  0,  C'est  ce  qu'jon  peut  faire  au  moyen 
des  formules  du  $1;  elles  donnent  d'abord,  en  prenant  le  nombre  entier 
n  à  volonté,  les  valeurs  approchées ^^/t=  0j\I,y/'J)X s 6N,  dans  lesquelles 
M  est  la  moyenne  entre  les  n  quantités  suivantes  : 

KFo  +  Ffl),    Fi,    FîJ Fîi=iaj 

et  N  est  la  moyenne  entre  les  n  quantités 

F-î-,    F^,     F^.....  Fî^î^=^i' 


y-  dpo 


5^4  APPBNDICf:, 

On  aura  ensuite  des  valeura  pins  exactes  de  VintégniB  /pdft  «n  ^Pf^ 
quant  le*  correctibns  nàeemmres  auk  qoaotités  SM  et  «l\, 

87.  Mais  il  faut  avant  tout  examiner  le  cas  particulier  où  noQs  avons 
déjà  fait  observer  que  le  calcul  n'indique  aucune  correction ,  ce  qui  ne 
Tcul  pas  dire  que  la  correction  est  nulle ,  lyais  que  les  quantités  OMet  ON 
approchent  beaucoup  de  la  vraie  valeur  dé  l'intégrale  fpdfi',  qu^elles  en 
approchent  à  peu  près  également  Pune  en  plus,  l'autre  en  moins;  que  le 
milieu  pris  entre  ces  deux  quantités  donnera  environ  deux  fois  plus  de 
chiffres  significatifs  exacts  que  l'une  des  deux  séparément;  qu'enfin,  après 
Fessai  fait  sur  des  valeurs  assez  petites  de  n^  qui  feront  voir  combien  de 
décimales  exactes  on  tire,  soit  des  valeurs  6M  et  ON  prises  séparément, 
soit  de  leur  moyenne  i(OM+0N)y  on  sera  à  portée  de  juger  queUe  est 
définitivement  la  valeur  qu'on  doit  donner  à  n  pour  obtenir  tel  degré  d'ap- 
proximation qu^on  voudra. 

DQn$  ce  même  cas,  les  quantités  ^  et  -^  sont  nulles,  de  sorte  que 

l'arc  entier  5*  s'exprimera  par  l'une  des  deux  valeurs  OM  et  OFÏ  ,  ou  pharn 
exactement  par  le  milieu  pris  entre  elles. 

88.  Ces  résultats  s'appliquent  immédiatement  k  toutes  les  courbes  ovales 
qui  comme  l'ellipse  ont  la  propriété  d'être  partagées  en  quatre  parties  égales 
et  semblables  par  deux  axes  rectangulaires,  qui  sont  en  même  temps  per- 
pendiculaires à  la  courbe. 

Alors ,  en  faisant  0  =  -^  ^ ,  le  quart  d'une  telle  courbe  sera  exprimé  par 

'M   ou  -  N,  en  calculant  M  ou  N  d'après  une  valeur  de  n  qui  réponde 

au  degré  d'approximatâon  qu'on  veut  obtenir.  Ainsi  le  calcul  donne  immé- 
diatement par  les  quantités  M  ou  N,  le  rayon  du  cercle  égal  en  oirconférernse 
à  la  courbe  proposée. 

Il  ne  s'agit  dans  chaque  cas  que  de  chercher  la  fonction  p  ou  Ffi  qui  repré- 
sente la  perpendiculaire  menée  du  centre  sur  la  tangente  au  point  où  Fangla 
que  fait  cette  tangente  avec  l'axe  des  ordonnées  est  fA.  Avec  cette  foncUoci 
T/JL  on  formera  les  n  quantités  dont  la  moyenne  désignée  par  M  ou  par  N 
sera  la  valeur  du  ràycm  aherché^   / 

Telle  est  la  proposition  générale  dont  nous  avons  parlé  dans  l'art.  74;  elle 
comprend  comme  cas  particuliers,  non  seulement  le  théorème  de  JeanBer- 
noulli  sur  la  circonférence  de  l'ellipse,  mais  encore  tous  les  théorèmes  sem- 
blables qu'on  pourrait  déduire  de  la  considération  du  motus  reptorius  de 
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cet  anl^r^  appli()uë(i  wx  courbes  coBipoAées  de  quatre  parties  égales  ^t 
comnae  V^Uip^j  théorèo&es  qui  sont  limités  par  ce  genre  de  construotion 
am  cas  où  /ï  est  une  puissance  de  2  ,  mais  qui ,  suivant  notre  proposition  , 
auraient  lieu  également  pour  toute  valeur  du  nombre  entier  n. 

89.  Nous  observerons  encore  que  la  fonction  P(A,  A:)^  considérée  dans  la 
section  I,   sous  le  nom  de  P(A^  '^)y'^  pour  expfessiop  générale...,. 

;/(7HpéSISrSï)*'  ^*®  intégrale  étant  prise  depuis  /t;=o  jusqu'à 
u  =  J  ^.  Or,,  si  <f  après-  k  vakur  p  =  F  (u)  =  ^ — 2 — f^^      rr,  on  con- 

struit  une  courbe  qui  par  ses  arcs  serve  à  exprimer  l'intégrale  y^^ju,  cette 
«Durbe  sera  composée  »  comme  l'ellipse^  de  quatre  parties  égales  et  semblables  3 

de  sortequ'on.aura  entre  les  limites  assignées )^dfyxs=s  ~  M  ou  Jpd/A  =  ^  N, 

etpar  suite P(A,  it)=M,  ou  P(A,  *)=JÏ,  ou  plus  exactement  P(X,  A:)=e^M+N). 

Ainsi,  la  fonction  P(A9  k)  dont  nous  avons  développé  les  propriétés, 
se  rapporte  au  cas  le  plus  simple  des  quadratures ,  et  sa  détermination  ne 
dépend  que  des  quantités  M  et  N,  qu'on  peut  former  immédiatement  au 
moyen  de  la  fonction  p  =  F(^)  ft  du  nombre  entier  n  pris  arbitrairement. 

Il  en  serait  de  même  des  ^poefficiena  différentieb  ^ ,  ?— ,  etc. ,  qu'on  déter- 
minera semblablement  après  avoir  mis  chacun  d'eux  sous  la  forme  -  fpd/i. 

.  90.  On  peut  remarquer  enfin  que  le  résultat  trouvé  pour  les  courbes 
ovales  composées  de  quatre  secteurs  à  angle  droit,  égaux  entre  eux  et  pla- 
cés symétriquement  autour  des  axes  communs,  s'étend  à  uneinfiinité  d'autres 
courbes  composées  d'an  même  secteur  qui  se  répète  Un  certain  nombre  de 
ibis  dans  de&  positions  alternatives.  Soit  6  Tangle  de  ce  secteur  ;  si  &  est 
commensurable  avec  l'angle  droit,  la  courbe  rentrera  sur  elle-même  après 
une  ou  plusieurs  révolutions  autour  du  centre  commun  de  tous  les  sec- 
teurs; mais  si  6  n'est  pas  commensurable  avec  l'angle  droit,  la  courbe  fera 
une  infinité  de  révolutions  autour  de  son  centre.  Dans  tous  les  cas,  l'arc 
de  courbe  qui  termine  le  secteur  dont  l'angle  est  9,  a  pour  valeur  la  quan- 
tité 0M  ou  9N,  c'est  à-dire,  qu'il  est  égal  en  longueur  à  l'arc  du  secteur  cir- 
culaire dont  l'angle  est  0  et  qui  a  pour  rayon  la  valeur  de  M  ou  de  N 
donnée  dans  l'art  85.  En  vei^tu  de  cette  observation,  notre  théorème  se  trouve 
appliquée  un  système  infini  de  courbes,  dont  les  ovales,  à  quatre  parties 
égales,  ne  sont  qu'un  cas  particulier* 
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91.  Si  nous  revenons  maintenant  à  la  dëtermination    générale  de  l'arc  i' 
dont  les  limites  s'étendent  depuis  /iz=zo  jusqu'À  /«=9,  nous  verrons  qu^ 

suffit  d'ajouter  le  terme -^  à  la  valeur  de  J^J;i  ou  fFdfiy  donnée  dans 

l'art.  59.  On  aura  donc  pour  cet  objet  les 'deux  formules  suivantes  dans 

lesquelles  »==-, 

■  =  flM-4-—  —  —   — ^—  (^^^  — ^  ^^^\ 

"^  '^  dfê         la  *  dfi  ^"^  700   \^  *^  df&^  /' 

,  AN    J-  ^  -1-  •*     ^  '•*  /^'^         ^^^\ 

*    _  «n    ^.  _  -f.  -j.  —  ^  g^g^  ^-^  —  —^j. 

rfF 

Pif.  B.      Ces  formules  se  simplifient  beaucoup,  si  l'on  a  7-  t=o ,  c'est-à-dire,  si  le 

rayon  vecteur  CB  est  perpendiculaire  sur  la  courbe,  au  point  B,  comme  le 
rayon  vecteur  CA  l'est  au  point  A.  Or,  cette  condition  est  toujours  fadle 
à  remplir,  parce  qu'on  peut  prendre  pour  centre  des  coordonnées,  Fin- 
tersection  dçs  deux  perpendiculaires  à  l'arc  AMB,  menées  par  ses  deux 
extrémités  A  et  B.  Alors  on  aura  les  valeurs  corrigées 
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lesquelles  pourront  être  portées  à  tel  degré  d'exactitude  qu'on  voudra ,  en 
prenant  cê  asse^  petit  ou  n  assez  grand  pour  que  le  terme  suivant  de  la 
correction  soit.négligeable. 


nN. 


